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Sistemas de referencia usuales en Navegacion Aérea

m Para poder entender los sistemas de navegacidn es

imprescindible dominar los diferentes sistemas de referencia en

los que se va a trabajar. Veremos los siguientes sistemas de
referencia:

Sistema inercial geocéntrico (ECI: Earth Centered Inertial).
Sistema de Ejes Tierra (ECEF: Earth Centered, Earth Fixed)
Sistema de referencia topocéntrico.

Sistema de ejes horizonte local (LLS: Local Level System,
NED: North East Down).

Sistema de referencia de azimut de deriva (Wander azimuth
frame).

Sistema de ejes cuerpo (BFS: Body Fixed System).

m Ademas estudiaremos las relaciones entre los diferentes
sistemas de referencia y como pasar de uno a otro.

m En este proceso se definirdn cantidades (tiles, como la
velocidad respecto a Tierra y los dngulos de Euler que definen
la actitud de una aeronave.
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Sistema Inercial Geocéntrico (ECI)

s Util para el estudio del movimiento de
. . cuerpos orbitando la Tierra, por
i Star Map - () ejemplo los satélites GPS, y como
sistema de referencia inercial absoluto.

m El eje Oz coincide con el egje de
rotacién de la Tierra.

m El plano Oxy contiene al Ecuador y
y Ox apunta a T, el primer punto de
Aries (una direccién fija en las
estrellas).

m No es realmente inercial (se estd
despreciando el movimiento de la
Tierra en torno al Sol, y el movimiento _

propio del Sol respecto a las estrellas).
3/62
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Sistema de Ejes Tierra (ECEF)
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m Ligado intimamente a la Tierra, rota con ella.

m Util para referenciar posiciones terrestres.

m El plano Oxy contiene al Ecuador y el plano Oxz al Meridiano
de Greenwich.

m La forma de |la Tierra se asimila a un elipsoide de revolucidn
(Elipsoide Internacional WGS84) alrededor del eje Oz (de
rotacién de la Tierra).
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Sistema Topocéntrico

desde Tierra.

-
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m Ligado intimamente a la Tierra,
con origen en el donde se
4
o | encuentre el observador (E).
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m El plano Exy es tangente al Elipsoide Internacional WGS84 en

la superficie, la direccién Ex apunta al Este, la direccién Ey al
Norte, y la Ez sigue la vertical local “hacia arriba” (cénit). La
direccién local “hacia abajo” se denomina nadir.

m Las observaciones se componen de tres medidas: r o p
(distancia al objeto); A, azimut; y h, la altura o elevacién
sobre el plano horizontal.

w
B
T,

5/ 62



Sistemas de referencia. Tiempos
Matriz de cosenos directores
Angulos de Euler

Cuaterniones

Sistemas de referencia. Actitud

Sistema de ejes horizonte local (LLS,NED)

fe m Llamada en inglés LLS=Local Level
System o NED=North East Down.
También “ejes geodéticos o

h geodésicos locales” .

4 m Es un sistema local centrado en un
punto que puede o no estar en la
\LD . superficie de la Tierra.
E

D E
\l/ m Por tanto cambia al moverse el

¥ punto.

m Esta definida respecto al elipsoide: la direccion Norte es e, la
direccidn Este es e, y la direccidon abajo es —e,.

m Es el sistema de referencia fundamental usado en navegacion,
aunque a veces es sustituido por el de azimut errante (ver
siguiente transparencia).
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Sistema de referencia de azimut de deriva

m Llamada en inglés “Wander
5 azimuth frame”.

N
A

m Se usa frecuentemente en
navegacion en vez del sistema
de referencia horizonte local

» £ debido a que, en las
proximidades de los polos, dicho
sistema estd mal definido y

Y ocasiona problemas numéricos.

m Se rota un angulo « respecto a la direccién N/E. Dicho
angulo y su variacién se puede definir por el disenador del
sistema de navegacion.

m Con a = & = 0 recuperamos el sistema de ejes horizonte local.

m [ipicamente se define & = Asin ¢.
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Sistema de referencia ejes cuerpo (BFS)

m Llamada en inglés BFS=Body Fixed System.
m Se utiliza para definir la actitud (orientacién) de la aeronave,

respecto el sistema de ejes de navegacién (NED o wander o

azimuth). 8/62
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Sistema de referencia ejes cuerpo (BFS)

m Los ejes estan definidos como en la
figura.

m El centro del sistema de referencia,
en el centro de masas del avion.

m El eje x, contenido en el plano de
simetria del avidn, hacia el morro.
El angulo rotado en torno a xp es ¢
(alabeo o roll).

m El eje z, contenido en el plano de simetria del avion, hacia
abajo. El angulo rotado en torno a z;, es ¢ (guifiada o yaw).

m El eje y, completa el triedro (direccion aproximada del ala
derecha). El angulo rotado en torno a y;, es 6 (cabeceo o
pitch).

)
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Relacion entre sistemas de referencia

m Dado un sistema de referencia A y un sistema de referencia B,
para pasar de uno a otro habrad que tener en cuenta dos
hechos:

m Cuando no coinciden los origenes de Ay B, habrd que realizar
una translacién: r* = r® + rp,.

m Cuando Ay B estdn rotados entre si, habra que realizar una
rotacién: r* = Cg‘LB, donde Cg‘ sera la matriz del cambio de
base entre Ay B (ortogonal).

m Ademas, a la hora de estudiar derivadas, hay que tener en
cuenta que la derivada tomada en dos sistema de referencia
distintos cambia si dichos sistemas rotan uno en relacién al
otro con velocidad angular wg/4. Lo estudiaremos mas
adelante.

(me
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Algunas definiciones de interés

Velocidad inercial: es |la derivada de |la posicién, tomada en el
sistema de referencia inercial, es decir, v/ = r'.
Velocidad respecto a Tierra: es la derivada de la posicién,

tomada en el sistema de referencia ejes Tierra, es decir,

ve = r€.

Obsérvese que ambas definiciones no coinciden puesto que la

Tierra rota; ademas v°¢ #£ C,-eg" porque las derivadas no estdn
tomadas en el mismo sistema de referencia. Mds adelante
veremos como estdn relacionadas ambas cantidades.

Posicion en los ejes de navegacion: es la posicidn respecto a
Tierra r® tomada en el sistema de referencia de navegacién, es
decir, r" = CJ'r€.

Velocidad en los ejes de navegacion: es la velocidad respecto a
Tierra v® tomada en el sistema de referencia de navegacion,
es decir, v" = Cv®. Obsérvese que v" # r"!

v
I
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Algunas definiciones de interés

m Esta velocidad v" es la velocidad “percibida” en el avidn.
Cuando n es el sistema de referencia horizonte local, esta
velocidad se suele descomponer en:

m Médulo: velocidad respecto a Tierra, a veces llamada V. Seria
la velocidad real del avién respecto al suelo.

r Angulo formado entre v" y el plano horizonte local: dngulo de
trayectoria v (flight path angle).

0 Angulo formado entre la proyeccidén de v" en el plano horizonte
local y la direccién Norte: dngulo de rumbo x (heading angle).

m Hay que tener en cuenta que el angulo de rumbo x y el de
guinada 1) pueden no coincidir, especialmente en presencia de

viento.

(me
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Relacién entre ECEF y ECI.

m Para encontrar C?, hay que tener en cuenta que la Tierra gira
con velocidad angular w;/, = [0 0 wg]”, es decir, ambos
sistemas de referencia estaran rotados una cantidad
O = 0o + wet. Luego:

Ecl & ECEF
m Por tanto:
i C@E S@E 0 |
C,-e — —SQE CHE 0
0 0 1

m Donde ¢ = cos y s = sen.

(me
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Relacién entre LLS y ECEF.

m Para encontrar C5 (donde g hace referencia al cardcter

geodésico de LLS), hay que tener en cuenta la posicién (A, ¢)

y realizar las siguientes operaciones:

m Rotar A\ grados en torno a z°.
m Rotar —¢ grados en torno al nuevo eje y.

m El sistema resultante tiene x en la direccién —z y z en Ia

direccién x. Por tanto girar -90 grados adicionales.

A —@ —90
ECEF =S —5S = ILS
Ze yS ys/
m Por tanto:

CA sA\ 0 , co 0 so 0
cc = —sA\ oA 0 | =| 0 1 o0 |C=]| o0
0 0 1 —s¢p 0 co —1

—S¢pCcA —S¢psA co

/
¢ = =] -sx cA 0
—cocA —CpsA —so¢

o = O

oo
| I |

fme

14 /62



Sistemas de referencia. Tiempos
Matriz de cosenos directores
Angulos de Euler

Cuaterniones

Sistemas de referencia. Actitud

Relacién entre LLS y azimut errante (n).

m Para encontrar C/, hay que tener en cuenta que la rotacion de
angulo « en torno al eje z. Por tanto:

[LS =5 WA

m Por tanto:

cao sa 0

fme
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m Para encontrar C? hay que tener en cuenta los angulos de

Euler (¢, 0, ¢).

. X,
X, A
X, AV/’,..
¢ X
e_ x
v
—>» X,
[
x3 ”¢

m Se llega a:

b
Cn = n

b ~S’ -S
CCZ C) =

m |Las operaciones son:

m Rotar 1) grados en torno a z".
m Rotar 6 grados en torno al nuevo egje y.
m Rotar ¢ grados en torno al nuevo egje x.

b, 5“4 BFS

cOcy
—cpsY + spsOcy
spsY + cpsOcy

cpcy + spshsy spch
—spcyY + cpsfsyy  cpch

y° xS’

cOs —s6

fme
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Tiempos de interés en Navegacion Aérea

m Tiempo Universal Coordinado (UTC):

m Medido por relojes atédmicos a lo largo del mundo.

m Cada cierto tiempo (a lo largo de afos) se anaden o restan
segundos para compensar la pequena irregularidad de la
rotacion de la Tierra.

m El huso horario se define como UTC#n. Ademads hay que tener
en cuenta el cambio de horario de verano. Por ejemplo, Sevilla
es UTC+1, y en verano UTC+H2.

m A efectos practicos UTC coincide con el viejo GMT.

m Tiempo GPS (GPST):
m Sirve de referencia para las aplicaciones relacionadas con GPS.
m Medido en los relojes atémicos a bordo de los Navstar.
m No se anaden ni restan segundos: no coincide con UTC (difiere
en segundos).

S,
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La actitud de la aeronave

m La actitud de |la aeronave es su orientacion respecto al sistema
de referencia de navegacion (tipicamente el sdr horizonte local
o el de azimut errante).

m En realidad, es suficiente conocer la orientacidon de un sistema
de referencia solidario a la aeronave (los ejes cuerpo).

m Los angulos de Euler cabeceo, guinada y alabeo son la
representacion cldsica, pero no la Unica; existen otras

representaciones con diferentes ventajas e inconvenientes.
m Estudiaremos cuatro representaciones diferentes:
m Matriz de cosenos directores.
0 Angulos de Euler.
0 Angulo y eje de Euler.
m Cuaterniones.

m Nota: La posicién (¢, A) o (¢, A, ) también se puede
considerar una “orientacién” del sistema de referencia de o
navegacién respecto al ECEF.
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Matriz de cosenos directores (DCM) |

m Dado un sistema de referencia S (determinado por una base
de vectores unitarios (gx,gy,gz) y otro S’ (determinado por

una base de vectores unitarios (e,/,€,/, e,/), la orientacién de

S respecto a S’ estd totalmente determinada por la matriz de
. / P .

cambio de base Cg , que para un vector genérico v permite

. / /
cambiar de base: v° = Cg v>. Denotemos:
s/ €11 €12 €13
Cs = 1 2 3
€31 32 €33

/

m Obsérvese: e2' = C2'eX = C2'[100]7 = [c11 ¢ ca1]”
[ Luego: e €, = (Qf//)TQE/ — []. 0 O][Cll Co1 C31]T = (C11-
m lgualmente:

Q1 = &y -e Q31 =€,/ - €

Yy X7 X
Cl2 = &/ &, C2=¢86y-8, C32=¢€," 8
— _ _ w
€13 = & &y CB =86y €&, C32=6, & I8

Ry
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Matriz de cosenos directores (DCM) Il

m Por tanto:

y' e =y sy =y =2

€ - € e_ys - e ey - €

o & & &8, &4 &
CS: ey -e e e e - e
=x =z

m Obsérvese que razonando igualmente:

< e " &x &yl 8 &y -8y .
Csr=| &8 &7-&, &y-8 = (Cs )
e & &y 8, &, 8

m Y por tanto, puesto que CZ, = (C2')~!, obtenemos que
C2 es ortogonal, es decir: (C2')™! = (C2')". También se
justifica el nombre “matriz de cosenos directores” .

m Otra propiedad es det(CZ2) = 1. Esto se debe a que
1 = det(Id) = det((C2)(C2)™1) = det((C2)(C2) ") =
(det(CS,))z. Por tanto det(C2) = £1. El signo +

corresponde a los sistemas de referencia que son triedros o

“a derechas’ . m
21 /62
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Matriz de cosenos directores (DCM) Il

m Es una representacion de la actitud con 9 parametros. Estos
pardmetros son dependientes entre si, es decir, las entradas de
la matriz C no pueden ser cualesquiera (la matriz ha de ser
ortogonal y con determinante +1).

m Supongamos que la actitud de S, respecto a 51 viene dada
por Cgf y que la actitud de S3 respecto a S, viene dada por

ng. La actitud de S3 respecto a S7 viene dada por

C5513 = CSS; C5512. Por tanto la “composicidon” de actitudes viene
dada por un simple producto matricial.

22 /62
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Angulos de Euler |

En general una actitud se puede describir mediante tres
rotaciones, en ejes no consecutivos.

Por ejemplo, la rotacién clasica:
Y 0 ©
n— S —5S" -+ BFS
Z” yS XS/

Existen otras posibilidades:

ns 25 Bprs 5Ly 5 Y BFS
X" yS Y z" x> zS'
Existen hasta 12 posibles secuencias de angulos de Euler para
representar la actitud.
El nimero de pardmetros de cada secuencia es siempre 3.
Se puede obtener la DCM a partir de los angulos de Euler
mediante multiplicacién de matricies de rotacion elementales.

Por ejemplo: CP(1,8, ) = CE(p)CZ' (9)C3(v). L]
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Angulos de Euler Il

m Como ya vimos, para el caso (¢, 0, p):

cOc cOsy —s6
C,? = —cpsy + spsbcy cpcy + spslsy spch
spsY + cpsfcy —spcy + cpsfsyy  cpch

m Obsérvese que (180° + 1, 180° — 6,180° + ) es la misma
actitud que (v, 0, ). Por ello se suelen limitar los
angulos, tipicamente 6 € [—90°,90°].

n-ys %, 5 _*yBFS
Zn yS XS/

m Para obtener los dngulos de la DCM:

0 = — arcsen c33.
Con cos = ¢11/ cos b, sen1p = ¢/ cos @, obtener 1.
Con sen ¢ = ¢p3/ cos @, cosp = c33/ cos ), obtener .

(me
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Angulos de Euler Il

Su mayor ventaja es su significado fisico.

No obstante, hay que tener cuidado a la hora de componer
dos actitudes.

Supongamos que la actitud de S, respecto a 51 viene dada
por (11,01, 1) y que la actitud de S3 respecto a S viene
dada por (12, 02, 2). Denotemos como (3, 03, v3) la actitud
de S3 respecto a S1. En general: 13 £ 91 + 1, 03 #£ 01 + 05,
3 # 1+ V2.

Para obtener (13, 03, ©3) hay que calcular los angulos de Euler
a partir de C° = C2 (12, 02, ¢2) C22 (Y1, 01, 01).

Por tanto es complicado operar con angulos de Euler.

25 /62
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Angulo y eje de Euler |

m Teorema de Euler: “el movimiento mas general posible de un
sélido con un punto fijo es una rotacién alrededor de un tnico
eje’.

m Nota: De momento consideramos la actitud en un instante de
tiempo concreto, es decir, no estudiamos cuando hay una
rotacidon que cambia con el tiempo.

m Denominemos a un vector unitario en la direccidon de dicho eje
(Eje de Euler) como eg/s y a la magnitud de la rotacién

(Angulo de Euler) como 6.

m Por tanto [|eg/s/|| =1y si escribimos gg’/s, = [ex &, €], se
tiene que e> + e§ +e2 =1.

m Dado un vector v = [vy v, ;] definimos el operador v*

como:.
" 0 —Vyz vy
v© = Vy 0 — Vx o
—Vy Vx 0 \=!==;

26 /62
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Angulo y eje de Euler Il

m El operador v* sirve para escribir facilmente el producto
vectorial v X w, para cualquier vector w, en un sistema de

referencia dado S: (v x w)> = (ZS)X el

m Por tanto la actitud con el angulo y eje de Euler queda
representada con los parametros (65/5/ 6). i Como se puede
pasar de estos parametros a la DCM vy viceversa?

m Se tiene que
r_ S' \T 8
C2 = cosfld + (1 — cos H)eS/S,(eS/S,) — sen f (es/s,) .

Esta es la llamada férmula de Euler-Rodrigues.
m Por otro lado, dada CSI, se tiene que:

cosf = Tr(C52/) —
(eg,/g)x B 2se1n6’ ((CS )G ) LI
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Angulo y eje de Euler Il

m Por tanto se representa la actitud con cuatro parametros: tres
componentes de un vector unitario y un angulo. Estos
parametros tienen un claro significado fisico.

7 . /
m Obsérvese que la actitud dada por (gg/s,,é’) y por

(— eS/S, 360° — ) es exactamente la misma. Para evitar ésta

ambiguiedad, se restringe 6 al intervalo [0, 180°].

m La actitud inversa (la de S respecto a S’) vendrd dada por
(—gg,/s,ﬁ). Nota: Obsérvese que eg,/s = eg;s,

I Finalmente si la actitud de S, respecto a $7 viene dada por

e? ,01) y que la actitud de S3 respecto a S, viene dada
51/Eb

por (e2 ee /s, ,02), si denotamos como (eS /s, ,03) la actitud de
S3 respecto a 51, viene dada por:

cosf3 = — cosBq cos By + sen 61 sen O (251/52 . 952/53)
oS3 ! 01 cos 0 01 sen 6 61sen 6 g
S1/S3 T sen6s (sen 61 cosOes, /5, + cos Oy sen bz s + sen Oy sen O (es, /s, * e5,/5,)) M

28 /62
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Cuaterniones

m Los cuaterniones son una creacién de Hamilton (siglo XIX),
que los consideraba su mayor invento; pensé serian como el
“lenguaje universal” de la fisica. Pero fueron sustituidos
pronto por los vectores (Gibbs) y las matrices (Cayley).

m Recordemos que un nimero complejo z es como un “vector
2-D", que se puede escribir como z = x + iy. Los numeros
complejos de médulo unidad se pueden usar para representar
una rotacién 2-D, ya que en el caso de que |z| =1, se puede
escribir z = €'?, y en tal caso representa una rotacién 2-D de
angulo 6.

m Los cuaterniones son una extensiéon de los nimeros complejos
a "4 dimensiones’. Escribimos un cuaterniéon g como:
g = qo + iq1 + jg2 + kqgs.

m En ocasiones gg se denomina la “parte escalar’ de g y se
define g = [q1 g2 g3]" como la “parte vectorial” de g. L]
Algunog autores escriben g4 en vez de qq. 29 / 62
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Algebra de cuaterniones |

Para poder entender los cuaterniones es importante conocer
su algebra, es decir, como se opera con cuaterniones.

Suma: la suma es componente a componente, es decir, dado
g = qo+iq1 +jg2 + kg3 y §' = qp + iqy + jgs + kqz, se tiene
que " =q+q = qp + iq]{ + jq, + kq5 viene dado por las
férmulas:

G0 =do+4dp, 1 = q1+ G, 8% =G+ G, G5 = g3+ q5.
Producto: el producto es componente a componente,
conociendo las siguientes reglas de multiplicacion:
ici==1,i-j=k i-k=—j,j-i=—-k, j-j=-1,j-k=1,
k-i=j, k-j=—i, k-k=-1.

Se tiene la férmula de Hamilton: /- - k = —1.

Obsérvese que en general gq’ # g'q: La multiplicacién no es

conmutatival LR
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Sistemas de referencia. Tiempos
Matriz de cosenos directores
Angulos de Euler

Cuaterniones

Sistemas de referencia. Actitud

Algebra de cuaterniones ||

m Forma matricial del producto: Es posible escribir el producto

q” = q’'q en forma matricial.

a0 | [a —91 —95 —a5 ][ a0
g | |9y 9 -9 b q1
// - / / / /
ad- ad- ds do —q1 )
95 | Las -9 a1 a || a3

m Forma “vectorial” del producto: g = q5q9o —Q’Tg,
9" =doq' + qg+49 x4

m Conjugado: Como para los niimeros complejos, dado
qg = qo + Iq1 + jg» + kg3 se define el conjugado de g como
q* = qo — iq1 — jg2 — Kkqs.

m Médulo: Se define el médulo de g = q¢ + iq1 + jgo + kg3
como |q|* = qq* = q5 + g5 + 95 + a3

m Division: Se define la divisidon usando el conjugado:
d/q=4d/q-q9"/a" = (d'q")/lal* 31/62
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Sistemas de referencia. Tiempos
Matriz de cosenos directores
Angulos de Euler

Cuaterniones

Sistemas de referencia. Actitud

Representacion de la actitud mediante cuaterniones |

Dada la actitud representada mediante el eje y angulo de
Euler, e y 0, se “codifica” dicha actitud en forma de
cuaterniones mediante:

go = cos0/2, g = senf/2e.

Obsérvese que si un cuaternidon g representa una actitud,

entonces |q| = 1.
Recordemos el operador g™

X = a3 0 —q1
—a2 q1 0

|Q

0 —q3 a2 ]

Para pasar de la DCM C a cuaterniones, se utilizan las

\/HT—l"(C)yﬂx:L(CT—C).

2 4q0

férmulas: gy =

Para pasar de cuaterniones a DCM se utiliza la férmula de

Euler-Rodrigues para cuaterniones:
C=(a—9"q)1d+29q" —2q0g™.

Ty,
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Sistemas de referencia. Tiempos
Matriz de cosenos directores
Angulos de Euler

Cuaterniones

Sistemas de referencia. Actitud

Representacion de la actitud mediante cuaterniones ||

m Férmula de Euler-Rodrigues en forma matricial:

@+ a7 — a5 — a3 22(6116122 + 6120q3) , 2(q193 — 9092)
C(q) = 2(9192 — 9093) 9 — 91 +9 — a3 22(q2q23 + ngl) ,
2(q193 + 9092) 2(g293 — q04q1) a5 — 91 — 9, + a3

m Los cuaterniones son una representacion de la actitud que
requiere 4 parametros, con la relacién |g| = 1.

m [ienen la desventaja de ser una representacion
matematica sin sentido fisico.

m Para pasar de la DCM a cuaterniones y viceversa no es
necesario usar férmulas trigonométricas.

m Si gs/s representa la actitud de S’ respecto a Sy gsrg
representa la actitud de S” respecto a S’, entonces gsr s,
la actitud de S” respecto a S, se calcula como
ds's = Qs's - qsvs (al revés que la DCM).

(me
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Sistemas de referencia. Tiempos
Matriz de cosenos directores
Angulos de Euler

Cuaterniones

Sistemas de referencia. Actitud

Calculo de cuaterniones dados los angulos de Euler

m Obsérvese que:
m A los angulos de Euler (1, 0,0) les corresponde el cuaternién

gy = cosy/2 4+ ksent)/2.
m A los angulos de Euler (0,6,0) les corresponde el cuaternién

qg = cosf/2 + jsen/2.
m A los dngulos de Euler (0,0, ) les corresponde el cuaternién
g, = Cosw/2 + isenp/2.
m Por tanto, a los dngulos de Euler (v, 80, ©) les correspondera el
cuaternion g = qyqoq.,.
m Realizando el producto, se obtiene:

g = (cost/2cosf/2cosp/2+ sentp/2senB/2sen p/2)
+i(cos/2cosf/2senp/2 —sen1p/2sen /2 cos p/2)

+j (costp/2senf /2 cos /2 4+ sentp/2cosf/2sen p/2)
+k (sen1/2cosf/2cosp/2 —cosp/2senf/2senp/2). =

=,
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DCM

Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler

Cuaterniones

Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud

Para el caso de la posicién, las ecuaciones cinematicas
relacionan el vector posicidon con el vector velocidad, mientras
que las ecuaciones dindmicas relacionan el vector velocidad
con el vector fuerza.

Para el caso de la actitud, las ecuaciones diferenciales
cineméticas (EDC) relacionan la representacién de la actitud
(DCM, angulos de Euler, cuaterniones) con la velocidad
angular w. Tipicamente estas ecuaciones son no-lineales.

En el sistema de navegacién inercial, los giréscopos nos daran
w, y habra que utilizar las EDC, es decir, integrar las
ecuaciones, para calcular la actitud.

Por tanto es importante conocer las diferentes EDC para las
diferentes representaciones, para ver cual es la mas ventajosa
desde un punto de vista computacional. LS



DCM
Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler
Cuaterniones

DCM para angulos pequenos |

m Supongamos que tenemos dos sistemas de referencia Ay B,
relacionados de la siguiente forma:

do do do
A5S-S5 "3R8
XA ysl 252

donde suponemos que df; son angulos pequenos, de forma
que podemos aproximar cosdfl; ~ 1 y sen df; ~ db;.
m Si escribimos las matrices de rotacion teniendo en cuenta la
aproximacién anterior, obtenemos:
: ] |
1

1 0 0 . 1 0 —do, 1
0 1 doy |, €2 = 0o 1 0 , Ce = | —dbs
0 —do; 1 1 d 2
. ay = B B 52 51 .
m Si escribimos Cf = (g, (52 C;" y despreciamos todos los
productos dobles de angulos, es decir, df;df; ~ 0,
obtenemos:

v
1 dos —db, 0 —db; d6s n
c?=| —dos 1 do, —1d— | dbs 0 —do; | =1d — do*,

do, —doq 1 —doy doq 0

Q.
o= O
w
o




DCM
Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler

Cuaterniones

DCM para angulos pequenos Il

m En la anterior transparencia, se ha definido
df = [d@l db- d93]T y la matriz

0 —df;  db-
de — d93 O _del 9
- —df, do; 0

que es la matriz antisimétrica que se emplea para efectuar el
producto vectorial.

m Obsérvese que bajo estas hipdtesis (angulos pequefios) no
importa el orden de las rotaciones y los angulos se suman.

Ry
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Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler
Cuaterniones

EDC para la DCM |

m Supongamos que quiero calcular la actitud de B respecto a A,
mediante la DCM C£(t), sabiendo que B gira con respecto a
A con una velocidad angular gg/A.

..o d ~B _ Ci(t+dt)—CF(t)
m Por definicidn: o CA = n

m Suponiendo A fijo, entonces podemos imaginar que es B
quien se mueve en el tiempo, y por tanto podriamos escribir
B = B(t) y por tanto C5(t) = CJ.

m Usando este razan(aije)nto, B(ede) ~B(0)

t-+dt t-+dt t _
CZ(t+dt) = C, = CB(t) C,""’. Por tanto:
A— B(t) — B(t + dt)

m En el tiempo dt, el sistema de referencia B habrd girado

respecto a si mismo un angulo muy pequeno en cada eje; por

lo que hemos visto en la anterior transparencia, por tanto, °
B(t+dt) B\ X B C ., —
C — Id — (dQ ) . donde df” es como antes se definio.
B(t) 38 / 62



DCM
Angulos de Euler
Cuaterniones

Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud

EDC para la DCM I

- : .d ~B __ CR(t+dt)—CF(t) _
N SlBg(wS?do el razonamlento.ECA — pr —
t+dt X
Cor ~AO-CXO _ (1d=(d0%) NCRO-CRO) _ _ (40°)" gy
dt T dt T dt A
. (d0B)” G
m La matriz —— se escribiria
- I - [ - - .
(dHB)>< d% dt df, 0 w3 W2
- _ dos _dth _
dt i d% dt 3 ° e
_db  doy _
L dt 0 _ | —W2 W 0

donde gg/A = [w1 wo w3]” ya que df® representaba el

angulo girado por B en un dt, y por definiciéon de velocidad
angular. Se tiene entonces:

> 0 —W3 w2
(wBa) =| = 0 -],
— W7 w1 0
m Por tanto: %CB:CE:—(gg//J CE. 39 /62
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Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler

Cuaterniones

EDC para la DCM llI

A4 : A
i Qué sucede si lo que conocemos es gB/A? Tenemos que

X
estudiar como se transforman estos operadores (gg/A) al

cambiar de sistema de referencia.
Obsérvese que si z = v X w, se tiene que en el sdr B,
X Ve
zB — (vB) w?. Por otro lado en el sdr A, se tendrad que

A = (V) wh

Vv w

La primera expresion también se puede escribir:
ZB — CE;A — CE (MA)X ﬂA — CE (MA)X CéﬂB, y puesto

que esta expresion tiene que ser igual a la anterior:
B\X _ B (,A\X A
(v®)" =G ()" G

Sustituyendo esto en la ecuacién cinemética: C8 =
X X X
B B _ B(, A ArB _ B(, A
- (QB/A) Cx = —C4 (QB/A) CgCa =—C4 (%B/A)

. X o
Finalmente puesto que wp 4 = —w4/p: CE = CE (gﬁ/3> L
40 / 62
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Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler
Cuaterniones

EDC para la DCM IV

m Otra variacion: trasponiendo ambos miembros de

CE = — (gg/A)x CE llegamos a CA = Cg‘ (Qg//&x

m En general, la EDC es una ecuacién diferencial matricial, que
habra que resolver componente a componente: nueve
ecuaciones diferenciales acopladas.

m El principal problema de resolver numéricamente esta ecuacién
es garantizar que la matriz resultante de integrar sea
ortogonal. Obsérvese que en teoria la ecuacién diferencial
respeta la ortogonalidad: | = (C£)(C%)", derivando:

(D] ()T + Ry

X X
== (Eg/A) CA(CA)" + CZ Ch (Qg/A)

== (Eg/A) T (@g/A) =0 s
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Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler
Cuaterniones

. a ecuacidon de Coriolis

m La EDC de la DCM nos permite demostrar la ecuaciéon de
N ¢ s, [ d _(d
Coriolis que luego serd dtil: (£v), = (Fv)4 +wpgia XV
m Si escribimos (mecanizamos) esta ecuacién en el sistema de
- BJA _ B B \* B
referencia B: CyvA = v~ + (QB/A) v, donde el punto
quiere decir derivada en el mismo sistema de referencia donde

esta escrito. _ J
m En efecto: CZvA Cfa

= B4 CccAB
X
~ BBl ()
X
— ZB‘F(Qg/A) ZB

m Esta ecuacion serd utilizada con mucha frecuencia en este
tema.

(CEv®)
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Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler
Cuaterniones

EDC para los angulos de Euler |

m Partimos de la definicién de los angulos de Euler:

PN AN L Ny

m La velocidad angular tiene la propiedad de que
Wp/n = Wp/sr T+ Wgr/s T Ws/p-

m Si mecanizamos esta ecuacidn en b:

b _ b b b
Qb/n - gb/Sl +£5//5 +£5/n

O Por otro lado esta claro que:

/

wp o =1p 007, w5 =1060", wz, =[00¢].
m Luego: wb/ —wb/s, + Cb ,ws,/s—l— Csws/ y puesto que

Cs = C%, C , podemos escribir:
_ b, S
Whyn = wWhs + Cowd s + CoC wg,



Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud

DCM

Angulos de Euler

Cuaterniones

EDC para los angulos de Euler |

m Desarrollando esta ecuacion:

b
Wh/n

1 0
+10 cop
| 0 —sp
1 O 0
0 cp sp
0 —sp cp |
_ - 0 1
+ | cpb
1 L —swt |
0 —sfO |
cp  spch
—sp  cpcl |

0 1[0
S 0
co | | O
cd 0 —sO |
0O 1 O
' s¢ 0 cb
— _Sefgb. —
+ | spchy
| cpct
_ 90 i}
0
| Y

(me
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Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud

DCM

Angulos de Euler
Cuaterniones

EDC para los angulos de Euler |l

m Obsérvese que lo que realmente se quiere es una expresion
para las derivadas de los angulos en funcién de

b
gb/n

co

1
0
0

0
C

- cO
0

0

—s6
sch
—sp  cpcl |

sfsp
cpch
S

4 -1

sfcy
—spch
cy

Wi
W2
W3

Wi
W2
W3

= [w1 wo w3]”, y por tanto hay que invertir la matriz:

m Obsérvese que se trata de 3 ecuaciones diferenciales no
lineales, con multitud de funciones trigonométricas.
m Posee una singularidad para 6 = £90°. En realidad los

angulos de Euler no estan bien definidos para esta situacion.

Por ello no se suelen usar en navegacion inercial.



DCM

Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler

Cuaterniones

EDC para el eje y angulo de Euler

La representacion en forma de eje y angulo de Euler, (gg/n, 0),

tiene las siguientes EDC:
Para el dngulo de Euler: 6 = (eb/ )wa/n

Para el eje de Euler:

1 X 1
b _ = b b b \T b
Qb/n ) [(eb/n) T tan 9/2 (Id gb/n(gb/n) )] Wh/n

Son cuatro ecuaciones diferenciales, no lineales.
Poseen una singularidad para 6 = 0.

En la practica no se utilizan directamente; las usamos para
hallar las EDC para los cuaterniones.

Ty,
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DCM
Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler
Cuaterniones

EDC para cuaterniones |

m Recordemos la definicién de cuaterniones en funcién de dngulo
y eje de Euler: qo = cos /2, g = sen 6/2§2/n.
m Derivando en la ecuacidon de qg y sustituyendo la EDC de 6,

obtenemos: |
o = —3sen0/20 = —3sen0/2(ep, ) wp, = 39wy,
m Derivando en la ecuacidn de q:

.1 : .
=75 cos«9/2§g/n9 + sen ‘9/2§2/n

m Sustituyendo las EDC de angulo y eje de Euler:

1
q9 = §C059/2§g/n(§g/n)T£g/n

1 b\~ 1 b (b AT b
—|—2 sen /2 [(eb/n) + tan /2 (Id ep/n(€p/n) )] Wh/n

@
1

9 + qold] wy,

L
2
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Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler
Cuaterniones

EDC para cuaterniones |l

m Podemos escribir esta ecuacidon en forma matricial:

qo I —qd1 —q2 —q3 - .
Wy
diag | _1| @ -6 @ )
dt | o 21 g g —q d
Wy

| 43 | . — Q2 di do | - -

b T
donde Wi/ = lwx wy wL] "
m Son cuatro ecuaciones diferenciales, bilineales, sin
singularidades.

m No es necesario realizar ningln tipo de operacién
trigonométrica (senos o cosenos), todo son multiplicaciones
matriciales.

m Por estas razones, la representacion mediante cuaterniones es
=/ - V4 v
la representacion de actitud mas usada. LR



DCM
Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler
Cuaterniones

EDC para cuaterniones ll|

m Definamos de la siguiente forma el “cuaternién velocidad

angular”:
10
qu = w

es decir, un cuaternién con parte escalar cero y parte vectorial
igual a a la velocidad angular.

m Entonces las ecuaciones diferenciales cinematicas se pueden
escribir de forma compacta usando el producto de
cuaterniones: g = %qu.

m Cuando se resuelve numéricamente la EDC de los
cuaterniones, eventualmente los errores numéricos provocaran
que el mdédulo del cuaternién resultante difiera de la unidad.
Esto se puede resolver mediante un procedimiento llamado
renormalizacion, que simplemente consiste en dividir el
cuaternién por su modulo. X



Velocidad
Velocidades angulares entre sistemas de referencia
Ecuaciones Fundamentales de la Navegacién Posicién

Ecuaciones Fundamentales de la Navegacion

Las ecuaciones fundamentales de la navegacién son las
ecuaciones del movimiento de la aeronave, expresada en ejes
de navegacion.

Puesto que en navegacion es necesario determinar 9 variables
(3 de posicién, 3 de actitud, y 3 de velocidad), serdn
necesarias 9 ecuaciones dadas como 3 conjuntos de 3
ecuaciones diferenciales.

El primer conjunto de ecuaciones es la EDC de la actitud, que
ya hemos visto.

Queda determinar el conjunto de ecuaciones que verifica la
posicidon y el conjunto de ecuaciones que verifica la velocidad.

La llamada “ecuacién fundamental de la navegacién” (FEN)
es la ecuacién vectorial de la velocidad.

(me
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Velocidades angulares entre sistemas de referencia
Ecuaciones Fundamentales de la Navegacién Posicién

Ecuacion Fundamental de la Navegacion |

m La segunda ley de Newton aplicada al centro de masas del
avién y expresada en el sistema de referencia inercial es:
mdt =Y F= F c + mG', donde se desprecia la variacién
de masa del avion.

m Hemos separado las fuerzas en gravitatorias (G) y no
gravitatorias (F ¢)-

m Es decir: 2v/ = 1F’G+G’

m La definicién de v/ es v jt_i

m Por otro lado, en eI sistema de ejes Tierra, tenemos que
Ve — d re
o dt_ . . ] . ] .

m Por tanto: v¢ = % (C,-eg’) = C°r' + CF jt = C°r' + C7V'

. X
= Usando la EDC Cf = — (wg;) Cf llegamos a

X .
Me — (QZ/i) C,'efl 4+ C,'eZI

mC

S,
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Velocidades angulares entre sistemas de referencia

Ecuaciones Fundamentales de la Navegacién Posicién

Ecuacion Fundamental de la Navegacion ||

m Igualmente, asumiendo la rotacion de la Tierra constante:
X . X . . .
d. e __ e e, i e e, i el e.,i
ve = (ge/,) Cer (ge/,) Cer' 4+ Cfv' + CPv'.

dt - i
m Por tanto:
d X X : X . X _
e (%i) (QZ//-) Gir — (@Z/;) Gy’ — (gz /,-) Cev'
+Cov
>< X X . .
— <£Z/i> <£:/i) fe — 2 (QZ/,-) CieZI + Cl_e!l
X . .
" Puesto que v* = — (QZ/,-) Cer' + Cev', se tiene que

X
s v = ve+( e//) r€. Por tanto:

o) () el

m El primer término representa la aceleracion centrifuga a..; Yy e

N,

X X
— € € €
el segundo la de Coriolis, luego a2, ; = (‘%/i) (we/i) re. s52/62
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Ecuaciones Fundamentales de la Navegacién Posicién

Ecuacion Fundamental de la Navegacion |
m Sustituyendo la Ley de Newton en la ecuacién antes obtenida:

d e e e % e e 1 I /
az — chnt_2(£e/i) v —I_Ci ;ENG +£

X 1

L e e e e e
—  dcent — 2 (ge/i> vt ;ENG T g

m Finalmente recordemos que la aceleracion del geopotencial se

definia como g = G + 3., llegamos a:

d € e % e ]' e e
a! = -2 (@e/,’) v+ EENG T+ 8
m Finalmente, en ejes navegacion n y puesto que v" = CJvE:
d : d
E!n — Cenze _l_ Cn_ve
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Velocidades angulares entre sistemas de referencia

Ecuaciones Fundamentales de la Navegacién Posicién

Ecuacion Fundamental de la Navegacion |V

m Es decir:
d n n % n n (S x (S 1 n n
az = — (gn/e) v —2C, (ge/;) Vo + ;ENG +8
m Y puesto que v® = CSv":
d n n % n n e x €. n 1 n n
EM - - (gn/e> V' — 2Ce (ge/;) an + ;—NG + g

m Recordemos que para el “operador producto vectorial”, se
cumple que C? (z°)* C2 = (z?)*. Por tanto la FEN queda:

d n n % “n 1 n n
EM _(gn/e) _2( e//) v +;£NG +§

X 1
— —( n/e+2we/l> Mn—F;E;{/G—an

m La FEN es una ecuacion totalmente expresada
(“mecanizada”) en ejes n. v" es lo que se quiere estimar. s

S,

Observemos no obstante que son necesarios w” nje Y W e/l 54 / 62
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Velocidades angulares entre sistemas de referencias

Necesitamos obtener valores para w” ne Y Qe//
En primer lugar consideremos el caso simple de que o« = 0,

por tanto g = n.
Recordemos las matrices de transformacion:

cwEgt swgt 0 :| . —S@CcA —SpsA co
, Co =

CS = —swgt  cwgt 0 by —sA cA 0

I —cocA —CpsA —s¢

0 0 1

Recordemos que wg,. = [0 0 we] T

Por tanto: i
WECY
g _
Qe/ nge/l 0
| —WESY _
Por otro lado siguiendo el procedimiento con el que se hallaron
"~ o
las DCM para dngulos de Euler, llegamos a gg/e = — ¢
| s

fme
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Ecuaciones Fundamentales de la Navegacién Posicién

Velocidades angulares entre sistemas de referencias con

angulo de deriva
m Si ahora a # 0, recordemos la matriz de transformacion:

co so 0
Cg = —so co 0

0 0 1
. wgcpca |
m Por tanto: w],. = Cg”gf/i = | —wgcosa
—WESY
T \coea — dsar ]
m lgualmente w7 = Cé’;’gg/e = | —Aepsa — pea
i —As¢ i
m Finalmente o . _ i
0 Acpca — Psa
QZ/e — Qg/e + Qg/g = Qg/e + 0 = —Acg_bsoz — g.bcoz .
L a ] L —Asp+a L
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Ecuaciones Fundamentales de la Navegacién Posicion

Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Posicidon |

Necesitamos obtener ecuaciones para A\, ¢ y h; también para
«, SI se usa un angulo de deriva.

En primer lugar para simplificar consideremos el caso mas
simple posible: no hay angulo de deriva (¢ =0 luego n=g) vy
la Tierra es esférica de radio R..

En tal caso, se tiene: r¢ = v y recordemos v& = C5v® # r8.
Pero el valor de r€ =[00 — (Re + h)]", luego es facil de
derivar.

Se tiene: [00 — AT = r&8 = CEre + CEre =

(o) e i = () s

Por otro lado v& = [vx v, v,]T = [VN vie vp] teniendo en
cuenta la orientacion delos ejes NED. Despejando la
velocidad, la ecuacidn matricial queda:

VN 0 Asp —¢ 0 0 o
vie | =] —As¢ 0 —Aco 0 + | 0 L
VD é Aco 0 —Re — h —h o
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EDC de la Posicion |l

m Desarrollando:

W = @(Re+h)
VE = }\Cqb(Re + h)
VD = —h
m Es decir:
. . VN
¢ = Re + h
U N
C¢(Re + h)
i) = — VD

m Estas ecuaciones me permiten obtener la posicién conocida la
velocidad en todo instante. Obsérvese que son singulares en

¢ = £90°.
m Por ese motivo se introduce el azimuth de deriva.
VE
Re+h
: g ., 8 ___YN
m Sustituyendo en W /e obtenemos: W e = R+ h .
__vgtan¢ I
Re+h | -
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EDC de la Posicion: caso elipsoidal

m En el caso elipsoidal se tiene

VN

¢ B RM + h

. Vv

o e
cp(Ry + h)

I:) = — VD

m Donde Ry y Ry son respectivamente los radios locales de
curvatura normal (de un paralelo) y meridional (del
meridiano), que fueron definidos en el primer tema; dichos
radios dependen de la latitud en la que se encuentre el avidn.

- S B \
m Y por tanto: Woe = Ry +h

(me
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EDC de la Posicion con Azimuth de Deriva |

Trabajamos con tierra esférica. Si o # 0 entonces n # g vy la
Unica ecuacidon que se mantiene es h= —Vvp, mientras que el
resto de las ecuaciones cambian.

Si escribimos v" = [vx v, ]’y QZ/e = [px py 02",
siguiendo el mismo procedimiento de antes hallamos:

X .
v = (wg/e> 4"

La ecuacién matricial queda:

Vy = Pz 0 —Px 0 + 0_
VD _py pX 0 _Re — h —h

donde recordemos que ya calculamos p, = )\c¢ca — dsa,

Py = —)\cgbsoz — gbcoz P = —)\sgb + .
Se llega a:

vy = ()l\cqbsa + (].bca) (Re + h)

fme

vy = (chbca — (lbsa) (Re + h)
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EDC de la Posicion con Azimuth de Deriva Il

m Despejando gb y A:

¢ = Re + h

i Vx sen o + Vv, Cos &
N cos ¢(Re + h)

h = —Vp

m Usando estas definiciones en @Z/e se llega a:

Vy

Acpeca — dsa Re h _
whe= | —Acgsa — dea | = TR , donde « se
. Vy Seén x—+Vy, COS x .

—As¢p + « - X Re‘H); tang + &

puede elegir como se quiera.

m Se suele fijar por definicién & = As¢ =
- v, -

Re+h
Vx

de donde: QZ/e = | —®55 |-
. 0
m Obsérvese que ha desaparecido la singularidad en gg/e! (a

Vx Sen a+Vy, COoS
R.+h t ¢7

costa de un grado de libertad adicional, «).

(me
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EDC de la Posicion con Azimuth de Deriva Il

Usando a se mantiene la singularidad a la hora de calcular A,
pero al menos se puede seguir computando gz/e, que es
necesaria para poder calcular v".

Interpretacién fisica: Esta definicién de o equivale a tener una
plataforma a bordo, a la que se permite girar en las
direcciones x" y y" pero se le impide girar en z". El dangulo
que forma una direccidn fija de la plataforma con el N seria «a.
Observacién: puesto que la posicidn viene dada por los
angulos (¢, A, «), se puede tratar como una “actitud”, CZ.

En tal caso las ecuaciones cinematicas de la posicién podrian

. X
: . _ n n
darse como EDC de actitud, por ejemplo CI' = — (gn/e) Cl
o incluso tratarse como cuaterniones.
Asi eliminamos totalmente la singularidad, y podemos

sobrevolar cualquier punto del planeta.
Habria que anadir la ecuacién de la altitud, h = —vp.

(me
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