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Misiones Lunares: Introducción e hipótesis de partida
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Misiones No Geocéntricas

1. Misiones Lunares

2. Misiones Interplanetarias
Una misión lunar tiene uno de los
siguientes objetivos:

“Sobrevolar” la Luna.
Orbitar de forma “permanente” en
torno a la Luna.
Impactar o alunizar en la Luna.

Las misiones lunares se pueden
clasificar en tripuladas (las únicas han
sido las Apollo) y no tripuladas.

Cálculo preliminar, hipótesis:
La órbita de la Luna es kepleriana y circular, de radio
a$ = 384400 km.
La sonda lunar parte de una órbita de aparcamiento circular de
radio r0, ya en el plano orbital de la Luna.
No se considera ningún tipo de perturbación adicional a la
presencia de los cuerpos Tierra y Luna.
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Órbitas de intercepción I

En un primer análisis se desprecia la
atracción gravitatoria de la Luna y se estudia
la transferencia desde la órbita de
aparcamiento a la posición de la Luna.

Posibles trayectorias:

Órbita de ḿınima enerǵıa: su apogeo
corresponde con la posición de la Luna.
Otras órbitas eĺıpticas más excéntricas.
Órbita de escape parabólica.
Órbita de escape hiperbólica.

El ángulo Ψ en la figura es el llamado ángulo de fase, que es
el que forma la Luna con la posición de partida de la sonda
lunar; este ángulo se determina para que la Luna se encuentre
en la posición de la sonda cuando ésta llegue a su órbita.
El valor de Ψ determina las ventanas de lanzamiento (cuando
la posición relativa de la sonda y la Luna forma dicho ángulo). 3 / 44



Misiones Lunares
Misiones Interplanetarias
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Órbitas de intercepción II

Sea a el semieje mayor de la órbita de
transferencia. Se tendrá que

∆V =
√

2µ⊕
r0
− µ⊕

a −
√

µ⊕
r0

.

Para la transferencia de ḿınima enerǵıa,

amin =
r0+a$

2 . Se llega con θF = 180o,

luego el tiempo de vuelo Ttrans = π
√

a3
min
µ⊕

.

En otras trayectorias eĺıpticas se tiene a ∈ (amin,∞): crece
∆V y baja θf y por tanto el tiempo de transferencia Ttrans (a
calcular con la ecuación de Kepler).

Para la parabólica, ∆VP =
√

µ⊕
r0

(√
2− 1

)
, las transferencias

hiperbólicas serán con ∆V > ∆VP , bajando aún más Ttrans.

Para calcular el ángulo de fase Ψ, se obtiene n$ =
√
µ⊕/a3$

y se aplica Ψ + Ttransn$ = θF .
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Órbitas de intercepción III

En la figura se han representado los
tiempos de transferencia y velocidades
de inyección, para r0 = 180 km, luego
Vpark = 7,796 km/s

La velocidad de inyección es
Viny = Vpark + ∆Vtrans, el impulso
total que habrá que darle a la sonda
desde Tierra.

Se observa que con un pequeño incremento de velocidad de
inyección respecto a la transferencia de ḿınima enerǵıa, se
consigue una gran disminución en Ttrans.

Por otro lado, los tiempos de transferencia parabólicos o
hiperbólicos no suponen una gran mejora; por eso se usan
transferencias eĺıpticas más rápidas que la de ḿınima enerǵıa.
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Esfera de Influencia I

Para estudiar en más detalle una misión lunar necesitamos
incluir la gravedad lunar; un primer paso consiste en estudiar
las “esferas de influencia”.
Éste concepto fue originalmente inventado por Laplace.
Consideremos un veh́ıculo espacial sometido a la influencia de
dos cuerpos masivos 1 y 2, separados por una distancia r12.

1 Si se encuentra en las proximidades de 1, entonces la influencia
de 2 se puede considerar como una perturbación: ~g = ~g1 + ~g ′

2,

donde g1 = µ1

r2
1

y g ′
2 = µ2

∣∣∣~r2

r3
2
− ~r12

r3
12

∣∣∣.
2 Si se encuentra en las proximidades de 2, entonces la influencia

de 1 se puede considerar como una perturbación: ~g = ~g2 + ~g ′
1,

donde g2 = µ2

r2
2

y g ′
1 = µ1

∣∣∣~r1

r3
1
− ~r12

r3
12

∣∣∣.
Cuando

g ′2
g1

=
g ′1
g2

, entonces los dos puntos de vista son
igualmente válidos; esa condición determina un lugar
geométrico que separa la “zona de influencia 1” de la “zona
de influencia 2”. 6 / 44



Misiones Lunares
Misiones Interplanetarias
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Esfera de Influencia II

En el caso (usual) de que uno de los cuerpos (por ejemplo, el
1) sea mucho más masivo que el otro, el lugar geométrico de
separación de zonas de influencia es aproximadamente una
esfera, que rodea al cuerpo menos masivo (en este caso, el 2).
Por tanto el espacio se divide en dos: una “burbuja” en torno
al cuerpo 2 (donde predomina la atracción del cuerpo 2) y el
exterior de la “burbuja” donde predomina la atracción de 1.
El radio de la esfera se obtiene de

Re = L
(
µ2
µ1

)2/5
= L

(
m2
m1

)2/5
, L es la distancia entre los

cuerpos 1 y 2.
Caso Tierra-Luna: L$ = 384400 km, luego la esfera de
influencia lunar tiene de radio Re$ = 66183 km.
Por tanto, en una esfera de este radio centrada en la Luna (y
que se mueve con ella), la influencia gravitatoria lunar es más
importante que la terrestre, mientras que en el resto del
espacio domina la atracción terrestre. 7 / 44
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Ajuste de cónicas I
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El concepto de esfera de influencia nos
permite prediseñar una misión lunar usando
el modelo de los dos cuerpos.

Se divide la misión en partes. La primera
parte es una órbita geocéntrica
(sub/supeŕındice G) desde la órbita de
aparcamiento hasta la esfera de influencia
lunar; la única fuerza es la atracción
terrestre.

Una vez se entra en la esfera de influencia lunar, se estudia
una órbita selenocéntrica (sub/supeŕındice S) sólo sometida a
la atracción lunar.
Ambas órbitas estarán conectadas de forma que, por
continuidad, la posición y velocidad finales en la órbita
geocéntrica serán las iniciales en la selenocéntrica. Este
proceso se llama “ajuste de cónicas”. 8 / 44
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La órbita geocéntrica I
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Datos de entrada

r0: radio de la órbita de
aparcamiento
Velocidad de inyección Vi

(Vi = V0 + ∆V )
λ: ángulo de intersección con la
esfera de influencia lunar
(supuesto conocido a priori).

Tenemos aG = 1

2
r0
−

V 2
i

µ⊕

,eG = 1− r0
aG

.

Además: rGL =
√

L2$ + R2
e$ − 2L$Re$ cosλ. También

V G
L =

√
2µ⊕
rGL
− µ⊕

aG
,cos θGL =

aG (1−e2
G )−rGL

eG r
G
L

,tan γGL =
eG sen θGL

1+eG cos θGL
,

tanEG
L /2 =

√
1−eG
1+eG

tan θL/2, tv =
EG
L −e senEG

L
n , n =

√
µ⊕/a3

G .

Para la luna, Ψ = θL − β − n$tv , donde n$ =
√
µ⊕/L3$, y

donde β se obtiene de rGL senβ = Re$ senλ. 9 / 44
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La órbita geocéntrica II

Por tanto, a partir de (r0,Vi , λ)
obtenemos los datos de la
trayectoria (rGL , v

G
L , γ

G
l ) en el

punto de contacto con la esfera
de influencia lunar y el ángulo
de fase ψ.

En realidad el ángulo ψ es el
dato de entrada natural, pero
entonces el problema tiene que
ser resuelto numéricamente.

En el gráfico se representa, para r0 = 180 km, la solución para
posibles pares (Vi , ψ): la zona oscura responde a condiciones
que no dan lugar a intercepción lunar; la zona clara a
condiciones que śı producen intercepción; y la zona negra a
condiciones que dan lugar a impacto lunar.
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Ajuste de cónicas II
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Para el proceso de ajuste, partimos
de (V G

L , γ
G
L , r

G
L , β, λ) y queremos

obtener (V S
L , γ

S
L ). Ya sabemos que

rSL = Re$.

Hay que considerar que estamos en
otro sistema de referencia, ahora
centrado en la Luna y por tanto
móvil.

Por tanto, hay que considerar la velocidad V$ =
√
µ⊕/L$ de

este nuevo sistema de referencia y se tiene: ~V S
L = ~V G

L − ~V$.
(Este es un punto clave del ajuste de cónicas).
Aplicando el teorema del coseno:

V S
L =

√
(V G

L )2 + V 2$ − 2V G
L V$ cos(γGL − β).

De la figura γSL = δ − 90o .
Para hallar δ: V S

L sen δ = V$ cosλ− V G
L cos(γGL − λ− β). 11 / 44
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Órbita selenocéntrica I

Egorov demostró que, debido a la velocidad de la luna
respecto a la Tierra, la órbita selenocéntrica es siempre
hiperbólica.

De la ecuación de las fuerzas vivas (V S
L )2 =

2µ$
rSL
−

µ$
aS

se

obtiene aS , mientras que la excentricidad eS se deduce a

partir de hS =
√
µ$aS(1− e2

S) = rSL V
S
L cos γSL .

Del valor del radio de periapsis rSp = aS(1− eS) podemos
deducir:

Si rSp < R$ = 1738 km entonces se produce impacto.
Una misión de orbitación lunar requerirá convertir la hipérbola
selenocéntrica en una elipse alrededor de la Luna (requiere otra
maniobra).
Una misión de sobrevuelo permitirá que la hipérbola escape
una vez más de la esfera lunar, con lo que se debe volver a
realizar el ajuste de cónicas a la salida.
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Órbita selenocéntrica II

Ejemplo de misión de sobrevuelo (diseñada por Egorov):

13 / 44
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Misiones interplanetarias: Introducción, hipótesis de partida

Como en el caso lunar, una misión
interplanetaria puede tener como
objetivo:

Un sobrevuelo de un planeta.
Orbitar de forma “permanente” en
torno al planeta.
Misiones de impacto o “aterrizaje”.

Además, una misión interplanetaria puede visitar varios
planetas en su trayectoria para realizar la “maniobra asistida
por gravedad” (y de camino obtener datos cient́ıficos).
Hipótesis básicas de cálculo:

Las órbitas de los planetas son circulares y coplanarias.
La sonda interplanetaria parte de una órbita de aparcamiento
de radio r0 circular en el plano de la ecĺıptica.
No se considera ningún tipo de perturbación adicional a la
presencia de los tres cuerpos (Tierra, Sol, planeta de destino).

14 / 44
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Esferas de Influencia I

La esfera de influencia respecto al Sol de un planeta P se

calcula como ReP = LP

(
µP
µ�

)2/5

, donde LP es la distancia

entre el Sol y el planeta.

En la siguiente tabla se representan datos para los diferentes
planetas del sistema solar:
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Esferas de Influencia II

En todos los casos RP � ReP � LP . Esto nos permite
introducir las siguientes hipótesis simplificativas:

Desde el punto de vista de las trayectorias heliocéntricas, las
esferas de influencia se pueden considerar puntos (despreciando
ReP).
Desde el punto de vista de las trayectorias planetocéntricas, las
esferas de influencia se pueden considerar con radio infinito.

Estas dos hipótesis permiten simplificar el proceso de ajuste
de cónicas, ya que eliminan ReP del cálculo:

Las órbitas planetocéntricas serán hiperbólicas y entrarán o
saldrán de la esfera de influencia, ya que es supuesta infinita,
por las aśıntotas.
La órbita heliocéntrica será una elipse de transferencia entre
dos puntos (sin necesidad de introducir los ángulos del caso
lunar).
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Órbitas de intercepción e impulsos ḿınimos I

La órbita geocéntrica inicial es la de aparcamiento, de radio r0
y velocidad V0 =

√
µ⊕/r0.

Supongamos que aplicamos un impulso tangencial ∆V ,
suficiente para obtener una trayectoria hiperbólica:
∆V > (

√
2− 1)V0.

La velocidad a la salida de la esfera de influencia será
aproximadamente la velocidad de exceso hiperbólica V∞.
De la ecuación de las fuerzas vivas: V 2

∞ = (V0 + ∆V )2 − 2µ⊕
r0

.

Se define C3 = V 2
∞, parametro caracteŕıstico de la misión.

Por tanto, si conocemos la V∞ deseada, el impulso inicial

requerido será ∆V =
√

V 2
∞ + 2V 2

0 − V0 =
√

C3 + 2V 2
0 − V0.

Una vez fuera de la esfera de influencia terrestre, es necesario
situarse en el sistema de referencia heliocéntrico; en este
sistema de referencia, ri = L⊕, ~vi = ~V∞ + ~V⊕, donde
V⊕ =

√
µ�/L⊕ ≈ 29,74 km/s.
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Órbitas de intercepción e impulsos ḿınimos II

Obsérvese que V∞ actúa como un ∆V en una maniobra;
altera la órbita heliocéntrica de la sonda apartándola de la
Tierra.
Analicemos los V∞ ḿınimos para ir a un planeta; se considera
una transferencia tipo Hohmann, en torno a una conjunción
de referencia.
Según el planeta objetivo sea superior o inferior (ver figura),
~V∞ debe tener la misma dirección o dirección opuesta a ~V⊕. 18 / 44
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Órbitas de intercepción e impulsos ḿınimos III

Por tanto la hipérbola de salida se debe diseñar para que su
aśıntota esté alineada con la velocidad de la Tierra.
En la figura se puede observar como es necesario diseñar la
hipérbola de salida en relación a la posición del Sol, según los
casos.
El ángulo τ de la figura (del perigeo respecto al vector
velocidad de la Tierra) es igual a 180− θ∞. 19 / 44
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Órbitas de intercepción e impulsos ḿınimos IV

En la figura se ha calculado, para cada
órbita en torno al Sol y para la
transferencia tipo Hohmann, el coste
energético (∆V en la órbita de
aparcamiento) y el tiempo de
transferencia (despreciando los tiempos
de salida de la esfera de influencia).

Observaciones:

Las misiones a planetas exteriores
requieren de un tiempo muy largo.
El interior del Sistema Solar es
energéticamente muy costoso.

Por tanto, para hacer viables las misiones interplanetarias es
necesario un método adicional que reduzca tiempo y coste,
como veremos más adelante. 20 / 44



Misiones Lunares
Misiones Interplanetarias

Esferas de influencia y órbitas de intercepción
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Ajuste de cónicas I

Si bien una misión interplanetaria
realmente requiere resolver un problema
de 4 (o más) cuerpos, el ajuste de cónicas
produce unos resultados excelentes a
todos los efectos excepto los de muy gran
precisión (astronavegación).

Se descompone el problema en tres
partes: hipérbola de salida, elipse
heliocéntrica e hipérbola de llegada.

Es posible emplear estas técnicas incluyendo una
configuración más realista: las inclinaciones de los planos de
otros planetas (se resuelve usando trigonometŕıa esférica para
calcular los cambios de plano), teniendo en cuenta la posición
real de los planetas (usando las efemérides).
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Ajuste de cónicas II

Complicaciones en el diseño: uso
de la órbita real de los planetas,
teniendo en cuenta las
diferentes inclinaciones de los
planos orbitales.

22 / 44



Misiones Lunares
Misiones Interplanetarias

Esferas de influencia y órbitas de intercepción
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Trayectoria heliocéntrica I

Se calcula la trayectoria heliocéntrica
alrededor de una conjunción de
referencia. Hay dos tipos de trayectoria:
tipo I (∆θ < 180o) y tipo II
(∆θ > 180o). En la práctica nunca se usa
una transferencia de Hohmann exacta.

Éstas conjunciones de referencia
determinan las “ventanas de
oportunidad” para el lanzamiento, y se
repiten con el periodo sinódico del
planeta, T sin

p que se define como el
tiempo que tarda en repetirse una
configuración angular (ángulo de fase)
determinada:
T sin
p = 2π

|n⊕−nP | = 1
|1/TH

⊕−1/TH
P |

. 23 / 44
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Trayectoria heliocéntrica II

Si se tiene en cuenta la órbita real de los planetas (diferencias
de inclinación, excentricidad), la ḿınima enerǵıa necesaria
depende también del año; y según el año, será más favorable
una trayectoria tipo I o tipo II. Figura: transferencia a Marte
(TFG A. Lobato). 24 / 44
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Trayectoria heliocéntrica III

Estos diagramas se pueden afinar en torno a una fecha de
llegada, para determinar con precisión una ventana de
oportunidad de salida; si se pospone el lanzamiento, habrá que
esperar un periodo sinódico para repetirlo.

25 / 44
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Trayectoria heliocéntrica IV

En la práctica no se utiliza una maniobra de tipo Hohmann;
en torno a la conjunción de referencia se resuelve el problema
de Lambert, para una variedad de tiempos de vuelo y
posiciones relativas de los planetas; con la solución se hace
una gráfica y se escoge la solución más favorable.

26 / 44
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Trayectoria heliocéntrica V
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Trayectoria heliocéntrica VI

28 / 44
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Órbita de llegada

V¢

¯

1v±

La llegada, de la misma forma que la salida,
será por las aśıntotas de una órbita
hiperbólica.

Por el cambio de sistema de referencia, dada
la velocidad heliocéntrica a la llegada ~VH

2

hay que calcular ~V∞ = ~VH
2 − ~VP .

El radio de periapsis de la órbita de llegada no está
determinado y es prefijado por el diseñador (se realizan
pequeñas correcciones a lo largo de la órbita heliocéntrica
para asegurar la situación deseada al final)
Si se quiere obtener una órbita en torno al planeta, será
necesario realizar una maniobra para frenar el veh́ıculo.
Esta maniobra se puede realizar empleando la atmósfera del
planeta (aerobraking) caso de que dicha atmósfera exista y
sea lo suficientemente densa. 29 / 44
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Maniobra asistida por gravedad I

El elevado coste energético de una misión
interplanetaria puede ser mitigado usando
la maniobra asistida por gravedad.

Tras 20 años de debate e incredulidad, en
1974 la Mariner 10 realizó esta maniobra
para alcanzar Mercurio v́ıa Venus.

Esta maniobra cambia la velocidad de un
veh́ıculo relativa al Sol (la velocidad
relativa al planeta permanece constante).

La maniobra se realiza acercándose a un planeta dado, lo que
también se puede aprovechar desde el punto de vista cient́ıfico
(ningún planeta ha sido visitado “demasiadas veces”).

Ya en el siglo XIX se hab́ıa observado que los cometas, al
acercarse a Júpiter, modificaban considerablemente su órbita.
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Maniobra asistida por gravedad II
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1
Hv
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±

2
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1
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PV

pr

PV

¯
1
Pv

2
Pv

±

Llamemos ~vH1 y ~vH2 a las velocidades
antes y después de la maniobra, en el
sistema de referencia heliocéntrico.

Igualmente, llamemos ~vP1 y ~vP2 a las
velocidades antes y después, en el sistema
de referencia planetocéntrico.

La velocidad del planeta respecto al Sol
se denomina ~Vp.

Recordemos que δ es el ángulo entre las aśıntotas de la
hipérbola.
Se tiene que ~vP1 = ~vH1 − ~Vp y que ~vH2 = ~vP2 + ~Vp.

Por otro lado vP1 = vP2 = v∞ =
√
−µp

a , a =
rp

1−e , sen δ/2 = 1
e .

De la figura: ∆V = 2v∞ sen δ/2. Operando, llegamos a:
∆V = 2v∞

1
1+rpv2

∞/µp
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Maniobra asistida por gravedad III
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¯
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En la expresión ∆V = 2v∞
1

1+rpv2
∞/µp

tenemos como datos de entrada
v∞ = |~vH1 − ~VP | y el radio de
acercamiento máximo rp.

Se observa que ∆V es decreciente con
rp. El máximo pues se dará para el menor
valor (teórico) posible de rp, que es
rp = Rp, el radio del planeta.

Maximizando ∆V con respecto a V∞, se llega a que el
máximo ∆V se obtiene cuando V∞ =

√
µp/Rp, e = 2,

δ = 60o . Entonces ∆VMAX =
√
µp/Rp.

Es decir el máximo ∆V teórico es la velocidad circular en
periapsis, cuando la periapsis es la ḿınima posible (Rp).
Variante: para aumentar la velocidad de salida se puede
aumentar V∞ con un impulso en periapsis de la maniobra. 32 / 44
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Maniobra asistida por gravedad IV

En la tabla se puede ver el valor de ∆Vmax para
los diferentes planetas.

Este valor está limitado en la práctica por el
acercamiento máximo posible (p.ej. por atmósfera
o por peligro de radiación).

La Voyager II pudo alcanzar la velocidad de escape del
Sistema Solar realizando varias maniobras consecutivas (el
“grand tour”), aprovechando una configuración planetaria que
sólo se repite cada 176 años.

Vehículos Espaciales y Misiles 24Apr-10-07

2. Misiones Interplanetarias
Maniobra asistida por gravedad  por El máximo anteriormente conseguido
es teórico, ya que muchas consideraciones diferentes impiden alcanzarlo;
p.ej. atmósferas planetarias. Asimismo, no es recomendable acercarse a
Júpiter más de 10 radios planetarios debido a su fuerte campo magnético.

En la figura, las maniobras consecutivas que permitieron a la Voyager II
alcanzar la velocidad de escape del Sistema Solar (la configuración
planetaria que permite el llamado “Grand Tour” se repite sólo una vez
cada 176 años).

Misiones No Geocéntricas
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Maniobra asistida por gravedad V
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PV

¯
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Es importante obtener la velocidad y el
ángulo de trayectoria tras la maniobra.

Aplicando el teorema del coseno en el
triángulo superior,

vH2 =
√

V 2
P + v2

∞ − 2VPv∞ cosα. Del

teorema del seno, sen γ2 = v∞ senα
vH

2
.

Por tanto hay que calcular α. Del triángulo inferior,

sen(δ + α) =
vH

1 sen γ1

v∞
.

Teniendo vH2 , γ2 y la distancia del planeta al Sol, LP , se tiene
la órbita heliocéntrica a la salida de la maniobra.

Obsérvese que no sólo es importante el aumento de vH2 , sino
también el cambio en γ, que desv́ıa la trayectoria heliocéntrica
y puede permitir acercarse a un planeta.
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Maniobra asistida por gravedad VI

Existen dos posibles configuraciones para realizar la maniobra
asistida por gravedad. El diseñador de la maniobra deberá
decidir cual es la que conviene.
La primera configuración transcurre por la “cara iluminada”
(por el Sol) del planeta. La segunda, por la “cara oscura”.
Obsérvese que el triángulo de velocidades cambia en la
segunda configuración; para este triángulo,

sen(2π − (δ + α)) =
vH

1 sen γ1

v∞
.

® 2°
1°

2
Hv

1
Hv

V¢

±

2
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1
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PV

pr

PV

¯
1
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2
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®
2°

1°

2
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1
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2
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1
Pv

PV¯

PV

2
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±

pr

1
Pv
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Maniobra asistida por gravedad VII

Un concepto avanzado basado en la
maniobra asistida por gravedad es el de las
órbitas ćıclicas o “cycler orbits”.

La idea es tener una serie de veh́ıculos
espaciales en órbitas en torno a dos cuerpos
que se repiten periódicamente; cada
sobrevuelo a un cuerpo arroja al veh́ıculo a
una órbita en torno al otro.

Un ejemplo clásico de órbitas ćıclicas se
debe al astronauta Buzz Aldrin.

Aldrin diseñó dos órbitas acopladas entre
Marte y la Tierra; en cada órbita hay
siempre un veh́ıculo, uno de ellos se usaŕıa
para viajar a Marte desde la Tierra (147
d́ıas) y el otro para volver (170 d́ıas).

short transit times (~5 months) and regular transit
opportunities. However, the planetary encounters occur
at high relative velocities and typically, impose harsher
requirements on the Taxi craft than other cyclers. Also,
the Aldrin Cycler requires a modest mid-course
correction on 3 out of 7 orbits to maintain the proper orbit
orientation. These delta-Vs will be carried out using low-
thrust, solar powered ion propulsion systems (IPS).

Figure 2 Aldrin Cycler Orbits

Stopover Cyclers are direct transfers from Earth to Mars
with high-thrust propulsive maneuvers at both ends of
the trajectory and a stop at each planet. Stopover
Cyclers require two Astrotels operating. Flight time
varies between 4-7 months depending on opportunity
and propellant loading. Stay time at Mars is identical to
the Semi-cyclers or about 1.5 years. Advantages of
Stopover Cyclers are low departure and arrival velocities
for a given flight time, flexible launch and arrival dates,
elimination of the hyperbolic rendezvous, close vicinity of
the station to the planet for replenishment and
refurbishment, and alternate mission uses for the
stations while in orbit about each planet, waiting for the
next opportunity to return.

At this time, the Aldrin Cycler orbits have been selected
as the reference because of several key advantages.
One advantage is that Astrotels do not require high-
thrust chemical propulsion systems, whereas, in the
Stopover Cycler concept, high-thrust propulsion must be
used to keep the flight time short. Another important
advantage of Aldrin Cyclers is that the Astrotels never
stop. The implication of this advantage, combined with
the use of low-thrust systems, is that one can
incrementally increase the Astrotel capability over time
with very little propulsion cost. Example increased
capabilities include more radiation shielding,
incorporation of artificial gravity if desired, redundancy in
the form of additional Taxi and/or escape vehicles, and a

growing cache of repair hardware, propellants and
consumables at the Astrotel. Finally, by using the low-
thrust Aldrin Cyclers, only two Astrotel vehicles need to
be constructed and maintained.

GETTING ON AND OFF THE TRAIN

Cycler orbits with Earth and Mars hyperbolic flybys
necessitate transfers between a planetary Spaceport
and an Astrotel via a Taxi vehicle. The Astrotel flyby is
completely constrained in periapsis date, distance, and
inclination, since it must continue to travel on its desired
cycler path between the planets.  One of the major
concerns in the use of cyclers for human transportation
has been the hyperbolic rendezvous where the Taxi
departs the Earth with a near instantaneous launch
period without any margin for error or hardware delay.
The primary restriction here is that the rendezvous must
take place within about 7 days from the time of departure
from the Spaceport because Taxi vehicles have limited
consumables and life support and are lightly shielded
against radiation. Figure 3 (adapted from Penzo and
Nock 2002a) shows the Spaceport orbit, the Astrotel
flyby and three Taxi hyperbolic rendezvous options. We
have selected the 3-burn option for the reference
because it requires a low total delta-V and a short flight
time. The 4-burn option has a lower delta-V however a
prohibitively long transit time for a Taxi. The 3-burn
option consists of a Taxi departure maneuver, ∆V1, to
lower periapsis altitude for the injection delta-V, ∆V2,
followed several days later by the rendezvous
maneuver, ∆V3.

Figure 3 Hyperbolic Rendezvous Options

Having to solve the hyperbolic rendezvous problem
provides insight into the desired location of the Earth
Spaceport.  Plane changes are best made far from the
planet where the orbital velocities are low.  Velocity
changes are best made close to the planet, i.e. within
the gravity well.  In LEO, the orbital velocity is almost 8
km/s, whereas at lunar distance, the velocity is about 1
km/s, which is a better place to make a required plane
change.
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Esferas de influencia y órbitas de intercepción
Ajuste de cónicas
Maniobra asistida por gravedad

Maniobra asistida por gravedad: validez

periapsis de rp = 18,4 RX, llevando a cabo la maniobra hacia fuera y hacia dentro,
respectivamente.

(a) Maniobra realizada hacia fuera.

(b) Maniobra realizada hacia dentro.

Figura 3.1: Comparación de los resultados obtenidos mediante el ajuste de cónicas
(Azul) y mediante la resolución del P3CCR (Verde).

7

En realidad para tratar el problema con
mayor realismo seŕıa necesario resolver un
problema de 3 o 4 cuerpos (ver tema 9).

Una comparativa numérica (C. Duran)
permitió comprobar que el ajuste de cónicas
constituye una buena aproximación al
Problema de los Tres Cuerpos (Circular
Restringido) con diferencias razonablemente
pequeñas, pero que crecen si disminuye el
radio de aproximación (particularmente
Júpiter).

En la figura se puede ver una comparativa
t́ıpica entre el ajuste de cónicas (linea
continua) y el problema de los tres cuerpos
(linea discontinua).
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Anexo: resolución de triángulos

Existen varios métodos para resolver los triángulos que surgen
en las maniobras asistidas por gravedad:

Trigonometŕıa plana
Vectores
Fasores

A continuación se explicarán el primer y último métodos. El
método basado en vectores es análogo al basado en fasores.

La base de la resolución son las ecuaciones ~V P
1 = ~VH

1 − ~VP ,
~VH

2 = ~V P
2 + ~VP , y recordar que ~V P

2 es ~V P
1 girado un ángulo δ.

T́ıpicamente los datos de entrada son VH
1 , VP , γH1 y el radio

al que se efectúa la maniobra asistida por gravedad.

Normalmente será necesario encontrar VH
2 y γH2 , que

permitirán determinar la cónica a la salida de la maniobra,
aunque se pueden pedir otros datos.
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Anexo: resolución de triángulos por trigonometŕıa

¯ 1

H°

1

HV
1

P
V

PV PV

1

PV
1
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¯

¯
1

H°

1
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1

PV

PVPV

1

PV
1

HV

1

H°¯

A) B)

C) D)

En primer lugar, partiendo de VH
1 , γH1 y VP dibujamos el

primer triángulo y calculamos V P
1 y β.

Si γH1 < 0 estamos en los casos C y D. Tomamos el valor
absoluto de γH1 pero pintamos el triángulo “hacia abajo”.
Por el teorema del coseno:
(V P

1 )2 = (VP)2 + (VH
1 )2 − 2VPV

H
1 cos γH1 . 39 / 44



Misiones Lunares
Misiones Interplanetarias

Esferas de influencia y órbitas de intercepción
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Anexo: resolución de triángulos por trigonometŕıa
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Para calcular β, usamos el teorema del seno:

senβ =
VH

1

V P
1

sen |γH1 | o del coseno: cosβ =
(V P

1 )2+(VP)2−(VH
1 )2

2VPV
P
1

.

Si usamos el teorema del seno, es necesario ver si β > 90o;
eso sucede si (VH

1 )2 > (V P
1 )2 + (VP)2 (casos B y D), y

entonces habŕıa que coger la segunda solución del arcoseno.
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Anexo: resolución de triángulos por trigonometŕıa
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Una vez hallado V P
1 , identificamos v∞ = V P

1 y calculamos los
datos de la maniobra asistida por gravedad (∆V , δ).
Si se realizara la maniobra con propulsión adicional en
periapsis, entonces habŕıa que recalcular tanto v∞ (que
cambiaŕıa después de la maniobra y por tanto también V P

2 )
como δ (el δ = θ∞ + θ′∞ − π, donde θ∞ es el de la hipérbola
antes de la maniobra y θ′∞ después).
A continuación se calcula el segundo triángulo. Nos centramos
en el caso A, los otros casos generan posibilidades similares. 41 / 44
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Anexo: resolución de triángulos por trigonometŕıa
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El segundo triángulo se monta sobre el 1o; hay que hallar α
A1 y A2 tienen giro a la izquierda. En el caso A2
β+ δ > 180o. Para A1, α = β+ δ. Para A2, α = 360o− δ−β.
A3 y A4 tienen giro a la izquierda. En el caso A2 β − δ < 0o.
Para A3, α = β − δ. Para A4, α = δ − β.
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Anexo: resolución de triángulos por trigonometŕıa
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Finalmente, con α hallamos VH
2 y γH2 .

Se tiene (VH
2 )2 = (VP)2 + (V P

2 )2 − 2VPV
P
2 cosα.

Para calcular γH2 , usamos el teorema del seno:

sen |γH2 | =
V P

2

VH
2

senα.

γH2 es negativo si VH
2 está “por debajo” (casos A2 y A4).
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Anexo: resolución de triángulos por fasores

Resolver el triángulo con fasores es equivalente al uso de
vectores planos. Su uso no exime de dibujar el triángulo, pero
simplifica los cálculos. En primer lugar se calcula
V P

1 β = VH
1 γH1 − VP 0o, aunque ahora β está medida

respecto a la misma dirección que γH1 (es decir como 180o − β
si lo comparamos con el β de los triángulos).

Posteriormente se obtiene v∞ = V P
1 y se calcula δ de la

maniobra asistida por gravedad y V P
2 = v∞, posiblemente

modificando los valores si hubiera propulsión en periapsis.

Finalmente VH
2 γH2 = V P

2 β ± δ + VP 0o, donde los signos
± representan los dos posibles giros.

Obsérvese que si se usan fasores se respetan los signos de los
ángulos, a diferencia del caso plano.

Con una calculadora capaz de trabajar con fasores, el
procedimiento de resolución es mucho más rápido.
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