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Introduccién Histdrica a la Mecdnica Orbital

El Problema de los Dos Cuerpos

Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales
Teoria de Perturbaciones

En los principios...
“Desde la Antiguedad, el hombre ha mirado a las estrellas™ ...

m Todas las civilizaciones antiguas
estuvieron interesadas en las estrellas
y en la Astronomia (en muchos casos
motivados por la Astrologia).

m Algunas civilizaciones notables en su
nivel de conocimientos astrondmicos
fueron la babilonia, la egipcia y la
maya.

m No obstante, fueron los griegos los primeros en tratar de
explicar como el Universo funciona, de una forma sistematica
y légica usando observaciones y modelos.
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Introduccién Histérica a la Mecdnica Orbital

El Problema de los Dos Cuerpos

Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales
Teoria de Perturbaciones

Aristételes (s. IV A.C.)

m La base: “El Universo es perfecto”

m Por tanto plantea un modelo geocéntrico basado
en la figura mas perfecta, la esfera.

m Los planetas y el Sol residen en esferas
“cristalinas” concéntricas centradas en la Tierra.

Schema huius pramiffe divifionis Sphararum.
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Introduccion Histdérica a la Mecanica Orbital

Aristarco de Samos (s. Il AC)

m El modelo de las esferas tiene un grave
problema: No se corresponde con las
observaciones!

m Aristarco de Samos propone por primera
vez un modelo heliocéntrico.

m No obstante, el modelo es demasiado
avanzado para la época, y no encaja con
las teorias de Aristételes (cuyo prestigio
es ya inmenso), ni con la observacién de
que “todo’ se mueve hacia el centro de
la Tierra.

m Ademas, no explica la ausencia de
paralaje de las estrellas.
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Introduccién Histérica a la Mecdnica Orbital

El Problema de los Dos Cuerpos

Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales
Teoria de Perturbaciones

Ptolomeo de Alejandria (s. | AD)

m Ptolomeo propone un modelo geocéntrico
practico, el llamado modelo ptolemaico.

m Dicho modelo se usa a efectos de célculo, y
para ello introduce un artefacto matematico
(los epiciclos, desarrollados por el también
griego Apolonio de Pérgamo).

m La capacidad predictiva del modelo es buena
para los instrumentos de la época. Conforme
la precision de los instrumentos va
mejorando, se tratan de solucionar las
discrepancias introduciendo mas epiciclos.
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Introduccion Histdérica a la Mecanica Orbital

El modelo ptolomaico

m Un epiciclo es una circunferencia que se

desliza sobre otra (llamada la deferente).

Para aumentar la capacidad predictiva del
modelo, Ptolomeo permite que la deferente
no esté centrada en la Tierra. Define un
punto, el ecuante, tal que el centro de la
deferente se encuentra en el centro del
segmento definido por el ecuante y la Tierra.

El modelo permite acomodar los
movimientos retrégrados de los planetas y su
brillo variable.

Si las érbitas planetarias fueran circulares, eL

modelo seria cierto! -
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Introduccion Histdérica a la Mecanica Orbital

Copérnico (s. XV)

m Astronomo y matematico
polaco.

m Publica “"De revolutionibus
orbium coelestium”, donde
propone un modelo
heliocéntrico, con los planetas

orbitando en circulos alrededor
del Sol.

m El modelo no ofrece buenas
predicciones; Copérnico se ve
forzado a introducir epicicloides
para poder ajustar los datos al
modelo.

AL e ¥
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Introduccion Histdérica a la Mecanica Orbital

Evidencia a favor de Copérnico

m Galileo (s. XVI), que inventa el
telescopio, es capaz de observar
las fases de Venus, que no se
pueden explicar con el modelo

geocentrlco.
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m El modelo copernicano ofrece

la primera explicacién
sencilla al movimiento

retrogrado de los planetas.

-

M=y,
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Introduccion Histdérica a la Mecanica Orbital

Tycho Brahe (s. XVI.)

m Astrénomo danés de gran fortuna personal.

m 'El hombre de la nariz de plata”

m Realiza observaciones de gran precisién (minutos
de arco) con su ojo desnudo.

m Crea el modelo "ticdnico”, donde el Sol gira
alrededor de la Tierra, y los planetas alrededor del
Sol; el modelo explica las fases de Venus!

fme
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Introduccion Histdérica a la Mecanica Orbital

Kepler (s. XVII)

m Matematico, astrénomo y astrélogo aleman.

m 'Heredd’ las medidas de Tycho Brahe,
puesto que este murid poco después de
contratarlo como asistente.

m Inicialmente tratd de encontrar modelos
basados en los sélidos platénicos.

m Tras anos de intentos fallidos, encontré un
modelo que se ajustaba perfectamente a los
datos y formuld sus famosas tres leyes. 11/133




Introduccion Histdérica a la Mecanica Orbital

Las Tres Leyes de Kepler

ASTRONOMIA NOVA

Leyes del Movimiento Planetario pALE 0 ORI,

Arhi PHYSICA COELESTIS,
La orbita de cada planeta es 4

tradita commentariis

una elipse con el Sol en uno de ~ DE MQTIBVS STELLA

sus focos. B A R T 15,

Ex obfervationibus G. V.

1 NIS BR AHE:
Una linea que una el Sol con un TTCHO

planeta barre areas iguales en

. . 4 ullu & fumptibus
tiempos iguales (Ley de Areas). RVDIO Li’HI H
. . .

El cuadrado del periodo orbital - il OMANORYM
de cada planeta es directamente i '
proporcional al cubo del semieje e

. s . elaborata Pragz ,
mayor de la elipse de la drbita e
deIpbneUa JOANNE KEPLERO,

n4 &M?jﬂ&lﬁm Ce m.""’Prz'fUi!:'gfﬂ &l{f‘ﬂﬁ
Anno =zrx Dionyflanz clo Isc 1x.

v
I
N,

112 /133



Introduccion Histdérica a la Mecanica Orbital

Newton (s. XVII)

m Publica los “Principia” donde demuestra las
Leyes de Kepler.

m La demostracién se basa en principios fisicos
basicos (introducidos por él mismo) y en el
cdlculo infinitesimal (también inventado por él).

fmeo
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Introduccién Histérica a la Mecdnica Orbital

El Problema de los Dos Cuerpos

Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales
Teoria de Perturbaciones

Otros cientificos que trabajaron en Mecdanica Orbital

Francia, s.XVII

Estabilidad; puntos
de Lagrange.

m Francia, s.XVII

m Teoria del potencial,
armonicos esféricos.

m Formulacion
moderna de la
mecanica celeste.

m Movimiento lunar.

m Teoria de
perturbaciones.

m Francia, s. XIX

m Formulacién
moderna del
problema de los tres

m Alemania, s. XVIII

m Determinacion de
érbitas (Ceres).

Minimos cuadrados. |

Cuerpos.
Teoria de L. .
. | ~ m Orbitas no triviales
perturbaciones. ' = s
Poincaré Caos. -
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Introduccién Histérica a la Mecanica Orbital

El Problema de los Dos Cuerpos

Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales
Teoria de Perturbaciones

Einstein (s. XX)

No o< Credis nada do 1 qQue

digan Vies1Tos profeseslll

&

www. hetemaal.com

m Demostré que todos los anteriores estaban equivocados!
m No obstante la Teoria de la Relatividad no juega un papel
importante en la astronautica, excepto en aplicaciones muy e

especificas (p.ej. en la red de satélites GPS, por precisién). 15/1‘;



Hipdtesis generales y ecuacién del movimiento
Resolucién de la ecuaciéon del movimiento. Cénicas.
Prueba de las Leyes de Kepler. Ecuacién de las Fuerzas Vivas.

El Problema de los Dos Cuerpos

Hipotesis generales

Problema: Estudiar el movimiento de dos cuerpos masivos en el
espacio, sometidos a la fuerza de la gravedad.

] m m Se considera el sistema aislado del resto
del Universo (no hay mas fuerza que la
atraccién gravitatoria mutua entre los dos
2 CUerpos).

=3y

L

m Las masas se pueden considerar puntuales
y localizadas en el centro de masas de
cada cuerpo. Las denominamos m; y mo.

Teorema (Newton)

Un cuerpo rigido con forma esférica y densidad constante genera el
mismo campo gravitatorio que una particula, situado en el centro

. . )
de dicha esfera, con la misma masa del cuerpo. L]

X
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Hipdtesis generales y ecuacién del movimiento
Resolucién de la ecuaciéon del movimiento. Cénicas.
Prueba de las Leyes de Kepler. Ecuacién de las Fuerzas Vivas.

El Problema de los Dos Cuerpos

Ecuacion del movimiento |

m La fuerza en cada particula es la atraccidn

) . gravitatoria ejercida por la otra particula:

R - Gmimo r
i > Fio= =
re r

— Gm1 mo r

’ F, = ———+— <~

2
r< r

donde G = 6,67 x 107! Nm?/kg? y
F= R, — R;.
m Por tanto, la ecuacién del movimiento de cada particula es,
respecto al sistema de referencia inercial:

2 - -, Gmo r
mq Rl — Fl — Rl — 5~
r r
m2R2 — F2 — R2 = — 5~ LR
r r
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Hipdtesis generales y ecuacién del movimiento
Resolucién de la ecuaciéon del movimiento. Cénicas.
Prueba de las Leyes de Kepler. Ecuacién de las Fuerzas Vivas.

El Problema de los Dos Cuerpos

Ecuacion del movimiento |l

m Consideremos la ecuacién que verifica el

centro de masas (CM) cuya posicién viene

mRi+mR,
m1—+mo

5 mlﬁl + mzl'__\SQ
Rem =

y mp + mp

Gmy r Gmi r
_ ma r227 — 1112 r21 :6
mi + my

=

definida por ﬁCM =

=Nl

r
r

m Por tanto, integrando, la posicién del CM viene dada por:
ﬁCI\/I(t) = \7(:/\4(0)1’ + I':\;CM(O)

es decir, un movimiento rectilineo y uniforme. o
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Hipdtesis generales y ecuacién del movimiento
Resolucién de la ecuaciéon del movimiento. Cénicas.
Prueba de las Leyes de Kepler. Ecuacién de las Fuerzas Vivas.

El Problema de los Dos Cuerpos

Ecuacion del movimiento Il

m Si desplazamos el origen del sistema de
referencia al CM, el nuevo sistema de
referencia sigue siendo inercial. En el nuevo
sistema, la posicidn de los cuerpos viene
definida por los vectores r1 y r»:

!

=

7, ’ n = Ri—Rem = (Rl — Rz) p———
1 2

My r = R2 — RCM = (R2 — Rl) m o+ m

1 2

m Por tanto, conocido r se obtienen r1 y r»:

n = —-—r , o =17r
mi + my my + my

my

m Obsérvese que si my > my, entonces 1 ~ 0 (R1 ~ Rcpm) y
r» =~ r. Es decir el movimiento se puede aproximar por el -
“problema de un cuerpo”, alrededor del cuerpo masivo. 19 /133



Hipdtesis generales y ecuacién del movimiento
Resolucién de la ecuaciéon del movimiento. Cénicas.
Prueba de las Leyes de Kepler. Ecuacién de las Fuerzas Vivas.

El Problema de los Dos Cuerpos

Ecuacion del movimiento |V

m De la definicién de r:
Gm1 r Gm2 r

: _ j o GmP_ Gmar
re r r2 r

r r

= —G(m1+mz)ﬁ=—uﬁ

m = G(my+ my) es el Parametro Gravitacional de las Masas
Combinadas. Si m; > my, entonces u ~ u; = Gmy.

m Por ejemplo, dado que mo = 2 X 10%° kg, mg = 6 x 10%* kg,
y mg = 7,3 x 10% kg, se tiene que en el estudio del
movimiento de la Tierra respecto al Sol:

1A e = 132712439935,5 km? /s
En el estudio del movimiento de la Luna en torno a la Tierra:

1A e = 398600,4 km? /s? L]
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Hipdtesis generales y ecuacién del movimiento
Resolucién de la ecuacién del movimiento. Codnicas.
Prueba de las Leyes de Kepler. Ecuacién de las Fuerzas Vivas.

El Problema de los Dos Cuerpos

Conservacion de la energia

m Por tanto la ecuacién del movimiento es [F: —ur r3j.

m Definimos r = |r] y v = F. Obsérvese que v = |V| # F.
m Tomando producto escalar de la ecuaciéon del movimiento con
r, se tiene que

m Setieneque r-r=r-v =rr jPor qué? Por tanto,
F-r=—ur/r’

m Puesto que d/dt(v2) = d/dt(V - V) = 2F - F, obtenemos que

d  v? r d /u V'
dt(2) Hr2 dt(r) 2>y T
donde e=energia especifica. L]
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Hipdtesis generales y ecuacién del movimiento
Resolucién de la ecuacién del movimiento. Codnicas.
Prueba de las Leyes de Kepler. Ecuacién de las Fuerzas Vivas.

El Problema de los Dos Cuerpos

Conservacion del momento cinético

m Tomando producto vectorial de r con la ecuaciéon del
movimiento:

o FXF_—»
rxr=—u 3 =0
m Puesto que d/dt(Fx F) =F X F+ rx F=r x F, obtenemos
que
d, . . = T it AN
a(rxr):O = rXr=rxv=cte.=h

donde h=momento cinético especifico.
m h = |h| se denomina constante de las areas.

m Se tiene que r - h=0 y V- h = 0, con h constante; por tanto
el movimiento es plano, es decir, estd confinado a un plano
perpendicular a h. Ll
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Hipdtesis generales y ecuacién del movimiento

El Problema de los Dos Cuerpos . ., .. -
Resolucidn de la ecuacién del movimiento. Cdnicas.

Prueba de las Leyes de Kepler. Ecuacién de las Fuerzas Vivas.

Descripciéon del movimiento |

m Tomando producto vectorial de la ecuacidon del movimiento

con h : ~
= - rx h
r<xh=—u 3
m Puesto que 3 x (b x &) = (§- €)b— (& b)&, obtenemos que
.o rx (rx V) (r-vV)r—(r-rv rir— r’v
PXh=—p——7 = K 3 = THhT3

m Ademids d/dt(Fx h) =Fx h+ 7 x h =7 x h. Por tanto

d . d /, - Fr—rv d [pr
(7 = g () =T G (1
dt(v>< e\ A dt(r)

m Por tanto, integrando:

X

vxh—u—:(:te.:,ue
r

v
I
S,

donde eé=vector de Laplace o vector excentricidad. 23 /133



Hipdtesis generales y ecuacién del movimiento
Resolucién de la ecuacién del movimiento. Codnicas.
Prueba de las Leyes de Kepler. Ecuacién de las Fuerzas Vivas.

El Problema de los Dos Cuerpos

Descripcion del movimiento ||

m Finalmente, tomando producto escalar de la dltima ecuacién
con r : o

L L = purer

Fovxh—t

= ue-r
r

m Obsérvese que 7 Vx h=h-Fx Vv="h-h= h%

m Definimos |€] = e (excentricidad) y 8 (llamada la anomalia
verdadera) como el angulo que forma r con €. Por tanto
é-r=ercosf, y llegamos a

h® — pur = pre cos

m Despejando r:

h2
r = H — p
1+ ecosf 1+ ecosb
donde p es el llamado “parametro”. Esta es la ecuacidn de 3

una conica. 24 /133



Introduccidn Histérica a la Mecanica Orbital L. ., .
Hipdtesis generales y ecuacién del movimiento
El Problema de los Dos Cuerpos ., y . -
Resolucion de la ecuacidon del movimiento. Cénicas.

Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos bitales o .
Y e e bert. memen Or '. Prueba de las Leyes de Kepler. Ecuacién de las Fuerzas Vivas.
Teoria de Perturbaciones

Cdnicas

@

’
&5
|

Circle and Ellipse Hyperbolas

Parabola- cutting plane
parallel to side of cone.

. s L p . s,
m La ecuacion r = 155 corresponde a la ecuacion de una

cénica (elipse, pardbola o hipérbola) en coordenadas polares.

m Las secciones cdnicas las describié Apolonio en el s. || AC en
su tratado “Conicas”, el cual Kepler conocia. Se obtienen .
u]

como las intersecciones de un cono circular recto con un plano 2

oblicuo a su eje. 25 /133



Hipdtesis generales y ecuacién del movimiento
Resolucién de la ecuacién del movimiento. Codnicas.
Prueba de las Leyes de Kepler. Ecuacién de las Fuerzas Vivas.

El Problema de los Dos Cuerpos

Elipse |

m Ecuacién en cartesianas (con origen en el
2 2
n y

a2 b2
es el semieje mayor y b es el semieje menor.

— 1| donde a

centro de la elipse):

m Ecuacién en polares (con origen en uno de
p

1+ ecost

el “semilatus-rectum” y e € [0,1).

los focos):| r = , donde p > 0 es

{!_______‘L__________

rp
m Se define el punto de periapsis (simplemente,

periapsis/peridpside) como el de minima distancia al foco; en

tal caso, 0=0yr,= 1+ es el radio de periapsis.
m Se define el punto de apoapsis (simplemente,

apoapsis/apoapside) como el de maxima distancia al foco; en .

— _ _P : : 11
tal caso, 0 = my r, = 7— es el radio de apoapsis /
26 / 133



Hipdtesis generales y ecuacién del movimiento
Resolucién de la ecuacién del movimiento. Codnicas.
Prueba de las Leyes de Kepler. Ecuacién de las Fuerzas Vivas.

El Problema de los Dos Cuerpos

Elipse Il

Los parametros de la elipse se expresan en funcién de a vy e.
m Delafigura, ,=a—-cyrn=a+tc.

m Por tanto, r, + r; = 2a, y de la definicién en

2
polares, r, + r, = = + 2 = =55, luego:

—e 1—e?!
[p = a(l — ez)j.
m Por tanto, [rp = a(l — e)] y [ra = a(l + e)j.

m Puesto que ry — rp, = 2¢ y de la definicién en polares
_ - P _ P _ 2pe _ €
b=l =1fe ~Te— 1-& luego ¢ = p7— y usando la
definicién de p en funcién de ey a: [c = ae|.

m Finalmente, puesto que se tiene a° = b® + c2, obtenemos que
[b = av1— ezj.

m Para e = 0, se obtiene una circunferencia de radio
R=p=a=b, conc=0.

(me
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El Problema de los Dos Cuerpos

Elipse Il

Nombres que reciben periapsis y apoapsis seglin a qué cuerpo

celeste se refieren:

Hipdtesis generales y ecuacién del movimiento
Resolucién de la ecuacién del movimiento. Coénicas.

Prueba de las Leyes de Kepler. Ecuacién de las Fuerzas Vivas.

Maxima aproximacién(periapsis)

Maximo alejamiento(apoapsis)

Cuerpo
Galaxia Perigalacticon Apogaldcticon
Estrella Periastro Apoastro
Agujero negro Perimelasme /Perinigricon Apomelasme/Aponigricon
Sol Perihelio Afelio
Mercurio Perihermo Afhermo
Venus Pericitera Apocitera
Tierra Perigeo Apogeo
Luna Periselenio/Pericintio/Perilunio Aposelenio/Apocintio/Apolunio
Marte Periareion Apoarerion
Japiter Perijovio Apojovio
Saturno Pericrono/Perisaturnio Apokrono/Aposaturnio
Urano Periuranio Apouranio
Neptuno Periposeidinion Apoposeidinion
Plutén Perihadio Apohadio

Fuentes:

http://www.astronoo.com/es/articulos/
caracteristicas—-de—los—-planetas.html
https://es.wikipedia.org/wiki/Apside

fme
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http://www.astronoo.com/es/articulos/caracteristicas-de-los-planetas.html
https://es.wikipedia.org/wiki/Apside

Parabola

El Problema de los Dos Cuerpos

Hipdtesis generales y ecuacién del movimiento
Resolucién de la ecuacién del movimiento. Codnicas.
Prueba de las Leyes de Kepler. Ecuacién de las Fuerzas Vivas.

m Ecuacién en cartesianas (con origen en un

extremo de la paradbola): [yz = ozx].

m Ecuacién en polares (con origen en el

p
1+ cosé
“semilatus-rectum” .

foco):|r = , donde p > 0 es el

m En el caso de la parabola, [rp = p/2j y

=%

m Obsérvese que a = r, = oo (la trayectoria no
es cerrada), y e = 1.

m Nota: Para p =0y e = 1 se tiene una trayectoria rectilinea

(un caso degenerado que nunca aparece en la practica).

(me
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Hipérbola |

Hipdtesis generales y ecuacién del movimiento
Resolucién de la ecuacién del movimiento. Codnicas.
Prueba de las Leyes de Kepler. Ecuacién de las Fuerzas Vivas.

El Problema de los Dos Cuerpos

m Ecuacidn en cartesianas:

X% y? ..
— — — = 1|, donde a es el semieje

a?  b?
mayor y b es el semieje menor, que

por definicién son negativos.

m Ecuacién en polares (con origen en

uno de los focos):| r = P ,
1+ ecosf
donde p > 0 es el “semilatus-rectum”

ye> 1.

m Se verifican relaciones similares a la elipse: [p = a(l — ez)],

[rp = a(1l — e)j, (c = ae], [b = ave? — 1].

m Sin embargo r, = o0, ya que la trayectoria no es cerrada.

fme
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Hipotesis generales y ecuacion del movimiento
El Problema de los Dos Cuerpos P > & y ecl .. -
Resolucidn de la ecuacién del movimiento. Cdnicas.

Prueba de las Leyes de Kepler. Ecuacién de las Fuerzas Vivas.

Hipérbola Il

El angulo 6, que forma la asintota
con el eje x se obtiene buscando el
valor de 6 que hace que r — oo. Este

valor es [(900 — cos | (—%)j

Por otro lado, el angulo entre las
asintotas 0 = 260,, — m, por tanto

[5 — 2sen—! (%)j

Estos angulos son importantes en las
maniobras asistidas por gravedad.
m Obsérvese que la hipérbola tiene dos ramas; sélo la rama que
“rodea” al foco donde se ubica el cuerpo central es una
solucién valida de la ecuaciéon. La otra rama representa
soluciones para fuerzas repulsivas (p.ej. las fuerzas °
electromagnéticas que se dan en un acelerador de particulas)

31/133



Hipdtesis generales y ecuacién del movimiento
Resolucién de la ecuaciéon del movimiento. Cénicas.
Prueba de las Leyes de Kepler. Ecuacién de las Fuerzas Vivas.

El Problema de los Dos Cuerpos

Demostracion de las Leyes de Kepler |

Primera ley de Kepler: “La orbita de cada planeta es una elipse
con el Sol en uno de sus focos".

Demostracidon

m Puesto que el Sol es mucho mas masivo que los planetas, se
puede considerar el centro de masas del sistema Sol-planeta
centrado en el Sol y éste inmdvil.

m Por tanto el movimiento del planeta es una cénica con el Sol
en uno de sus focos.

m Observacionalmente, sabemos que las érbitas de los planetas
son cerradas. Por tanto, ya que la unica cénica cerrada es la
elipse, las orbitas deben ser elipses.

)
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Hipdtesis generales y ecuacién del movimiento
Resolucién de la ecuaciéon del movimiento. Cénicas.
Prueba de las Leyes de Kepler. Ecuacién de las Fuerzas Vivas.

El Problema de los Dos Cuerpos

Demostracion de las Leyes de Kepler Il

Segunda ley de Kepler: “Una linea que una el Sol con un planeta
barre areas iguales en tiempos iguales”. Es decir, la velocidad con
la que el vector r barre dreas (velocidad areolar) es constante.

m Para la demostraciéon, definimos un nuevo
\ sistema de referencia local en el plano
N Y orbital, con origen cada punto de la
:, trayectoria r(t), de forma que el eje €, es
/ paralelo a r'y el otro eje, &, define la
\ horizontal local, y estd orientado “a la
\ izquierda” (en la direccién contraria a las
y | agujas de un reloj) respecto a €.

=y

\ m El angulo entre vy & es v, el angulo de
trayectoria (flight path angle).

m Portanto r=re, y -
vV = vsenwé}%— VCOS”ye_é. 33/133



Hipotesis generales y ecuacion del movimiento
El Problema de los Dos Cuerpos P g Y

Resolucidn de la ecuacién del movimiento. Cdnicas.

Prueba de las Leyes de Kepler. Ecuacién de las Fuerzas Vivas.

Demostracion de las Leyes de Kepler Il

Segunda ley de Kepler: “La velocidad areolar es constante”.

Demostracion

N Calculemos h = r x v usando los ejes locales.
h = vrsenv(&, x e,) + vr cosy(e, X €9) = Vr cosye;.

m Por otro lado, v =7 = re, + re, — re, + r@eg, luego
repitiendo el calculo obtenemos h = r20g,.

m Por tanto h = r20 = vr cos~ = cte.
m El area se define como

r r 2
A(t) = fe(t) fOW) pdpdi) = fe(t) (QZP) di.

9 A(t) = 26— b — cte.

m Por tanto, T 5 =5 =

La Segunda Ley de Kepler se cumple para todas las cénicas!

o
8]
Trm=,
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Hipdtesis generales y ecuacién del movimiento
Resolucién de la ecuaciéon del movimiento. Cénicas.
Prueba de las Leyes de Kepler. Ecuacién de las Fuerzas Vivas.

El Problema de los Dos Cuerpos

Demostracion de las Leyes de Kepler IV

Tercera ley de Kepler: “El cuadrado del periodo orbital de cada
planeta es directamente proporcional al cubo del semieje mayor de
la elipse de la o6rbita del planeta”.

Demostracion

m Puesto que conocemos A , el periodo sera:

T_A_W_ab_27rab
A h/2 — h -

m En las definiciones de la elipse, tenemos que b = av/1 — e2.
. . 2
Por otro lado, definimos p = % luego h = /pu y de la

definicién de p, h = \/a(1 — e?)p.
_ 2ma*/1—e? __ ad
m Por tanto T = ol 27 / .
w2 3

m Finalmente llegamos a T2 = 473 .

v
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Hipdtesis generales y ecuacién del movimiento
Resolucién de la ecuaciéon del movimiento. Cénicas.
Prueba de las Leyes de Kepler. Ecuacién de las Fuerzas Vivas.

El Problema de los Dos Cuerpos

Ecuacion de las “fuerzas vivas”

m El término fuerza viva es una forma arcaica de denominar a la
energia cinética.

m Obtuvimos la ecuacién de la energia € = v?/2 — uu/r = cte.
En periapsis: € = v5/2 — j1/r,. Sabemos que r, = a(1 — e).
Por otro lado, puesto que en periapsis 7, = 0 o , se tiene

—_ a2
que h = rpv, y por tanto v, = % = \/28_:))”.
m Se tiene pues que
c— 2=eHhp _p _ (4ep _p _ plye=2
T 2a%(1—e)? a(l—e) = 2a(l—e) a(l—e) = a2(l—e)’ y
operando llegamos a [e — —%j
m Sustituyendo en la ecuacién de la energia: v?/2 — p/r = — 4=

;{zw;ﬁj_ .
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Clasificacién de Orbitas

El Problema de los Dos Cuerpos

eT

\\/\//

Hipdtesis generales y ecuacién del movimiento
Resolucién de la ecuaciéon del movimiento. Cénicas.
Prueba de las Leyes de Kepler. Ecuacién de las Fuerzas Vivas.

m Para un valor fijo de p (es decir, de h), las
orbitas se pueden clasificar de menos a mas
energia especifica:

Orbitas circulares: e = 0, R = p,

€EC = —% < 0.

Orbitas elipticas no circulares: 0 < e < 1,
a= 15, ee = —5- < 0. Se tiene que
€EE > €C.

Orbitas parabdlicas: e =1, ep = 0.
Orbitas hiperbdlicas: e > 1, a = 17,
€EH = —2%, > 0.

m En drbitas circulares la velocidad es v (R) = /u/R = cte.
m En drbitas parabdlicas se tiene que v, = \/2u/r = v/2v,(r);
ésta es la conocida como velocidad de “escape’.
m Para hipérbolas se define la velocidad de “exceso” como S

Voo = lim, oo v = y/—p/a. En el caso parabdlico voo = 0. ., .



Leyes horarias. Ecuacién de Kepler
El Teorema de Lambert

Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales :
Elementos orbitales

Leyes Horarias |

m Hemos demostrado las Leyes de Kepler y en concreto que las
trayectorias orbitales son cénicas.

m No obstante, al resolver de la ecuacidn del movimiento se ha
eliminado la dependencia del tiempo. Es necesario un método
para localizar a un cuerpo en su érbita en un instante dado.

m Este problema es trivial sélo en el caso circular.

m Fijamos como punto de referencia el punto de periapsis.
Denominamos t, al tiempo de paso por periapsis.

(me
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Leyes horarias. Ecuacién de Kepler

: : ElI T L
Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales coremsa de_ ambert
Elementos orbitales

eyes Horarias ||

Leyes Horarias: Problemas

m Problema 1: Dada una érbita (a, e) [o (p, €)] y una anomalia
verdadera 6 en el instante 7, encontrar At(6).

m Problema 2: Dada una érbita (a,e) [o (p, e)] y At, encontrar
6(At) (es decir, localizar el cuerpo en el instante 7).

. Ve . . 7 . )
Nota: Si la érbita se recorre en sentido opuesto, sélo cambia el LS
signo de 6; por tanto consideramos el sentido de la figura. 39/133




Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales

Leyes horarias. Ecuacién de Kepler
El Teorema de Lambert
Elementos orbitales

eyes Horarias: Caso Parabdlico |

El caso parabdlico es el unico que se puede resolver analiticamente.

Partimos de la identidad deriqua en la demostracidn de la
segunda ley de Kepler: h = r?6.

Usando la definiciéon de h = /up y la ecuacién de la cénica
-

_ p _ p<o
F'= T¥coso llegamos 2 VHP = (1+cos6)?"
Obsérvese que
14 cosf =1+ cos?0/2 —sen’0/2 =2cos?0/2.

2 2
Por otro lado, tan? ) = Senzg = % = %9 — 1. Por tanto
5 1 COoSs COoSs COoSs
cos“ 0 = TTan?0-
Combinando las dos identidades anteriores,
1+ cosf = TrtanZ0/3 Sustituyendo esta identidad en la
2 2 20
. s : __ p(1+tan<6/2)<0

ecuacion del segundo punto, se obtiene /up = 2 .

y v
Esta es una ecuacién diferencial que se puede integrar. =
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Leyes horarias. Ecuacién de Kepler
El Teorema de Lambert

Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales :
Elementos orbitales

Leyes Horarias: Caso Parabdlico |l

m Separando variables, llegamos a
4./mpdt = p?(1 4+ tan?6/2)2d0.
m Por tanto, integrando desde el paso por el perigeo, se obtiene:

4 /p(T — t,) = [2 p2(1 + tan?4p/2)2d.

2
m Recuérdese la identidad 2 tan§/2 = 2720 %2 Por tanto,

realizando el cambio de variable x = tan/2, obtenemos que
p2(1 4 tan2¢/2)2dyp = [F"2 p2(1 4 x2)2dx =

2p x +2/3p23|2" 2 = 2p2(tan /2 + B L2),
m Sustituyendo el resultado de la integral, obtenemos que

2,/ 45(7 —tp) =tan0/2 + ta“‘;@/z.
m Definamos B = 3, /%(7‘ — tp). La ecuacién que hay que

resolver es entonces [28 — 3tanf/2 4+ tan’ 9/2], conocida
como la “Ecuacion de Barker”.

(me
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Leyes horarias. Ecuacién de Kepler
El Teorema de Lambert

Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales :
Elementos orbitales

Leyes Horarias: Caso Parabdlico Il

Resolucién de 2B = 3tanf/2 4 tan36/2.

m Dado 6 es facil obtener B (es decir, 7 — tp). Sin embargo,
dado B, es complicado obtener 8; hay que resolver una cibica.

m Para resolver el problema introducimos la variable z, definida
de modo que tanf#/2 = z — 1/z. Por tanto,
2B = 3(z —1/z) + (z — 1/z)3. Operando, se llega a
2B = 73 — 1/23, es decir, z° — 2Bz3 — 1 = 0. Resolviendo:
z3 = B4+ +/B? + 1, de donde (tomando la solucién positiva)

z=+vB+VB2+1.

m Por tanto, la solucion final de la ecuacidon de Barker es

1
9 =2arctan [ VB + VB2 +1 —
( VB + VB2 +1 o

S,
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Leyes horarias. Ecuacién de Kepler
El Teorema de Lambert

Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales :
Elementos orbitales

| eyes Horarias: Caso Eliptico |

En el caso eliptico (6rbitas cerradas), el problema es mads complejo.
Introducimos algunos conceptos nuevos:
m Velocidad orbital media: n = , /4. Esta velocidad coincide

con la velocidad angular real en el caso de érbitas circulares.
Obsérvese que T = 2x/n.

m Observacién: Por simetria, el tiempo que tarda en cuerpo en
pasar por el punto de apoapsis es igual al semiperiodo de la
érbita. Es decir, |t, — tp| = 4 = 7/n. Igualmente, para 6 > ,
se tiene que At(0) = T — At(2m — 6).

m Anomalia media: M = nAt, es decir, el dngulo que se
recorreria en la érbita en un tiempo At si la érbita fuera

circular. Por la observaciéon anterior, M = 6 solamente en

periapsis y apoapsis. o
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Leyes horarias. Ecuacién de Kepler
. . El Teorema de Lambert
Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales :
Elementos orbitales

Leyes Horarias: Caso Eliptico |l

Considérese un circulo auxiliar de radio a tangente a la elipse en los
punto de periapsis y apoapsis. Se tienen las siguientes propiedades:
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Leyes horarias. Ecuacién de Kepler
El Teorema de Lambert

Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales :
Elementos orbitales

eyes Horarias: Caso Eliptico Il

m Para un angulo 6 dado, se define la
anomalia excéntrica E como en la figura.

m Para encontrar la relacién entre E y 0,
obsérvese que yo = rsenf y y. = asen E;
por otro lado como y./ye = a/b, se tiene

que av'1 — e?sen E = rsend.

m Ademas, x. = acosE y xe = ¢ + rcos?.
Como x. = x., acos E — ae = rcos?@.

m Sumando las dos relaciones al cuadrado:
r’sen? 0 4 r? cos® 0 = a*(1 — e?)sen? E + a%(cos E — e)?.
Luego r? = a%(sen? E + e?(1 — sen? E) + cos® E — 2ecos E),
de donde r? = a?(1 —2ecos E + e cos® E) = a*(1 — ecos E)?,

por lo que [r = a(l — ecos E)j

(me
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Leyes horarias. Ecuacién de Kepler
El Teorema de Lambert

Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales :
Elementos orbitales

Leyes Horarias: Caso Eliptico IV

m Por tanto obtenemos, sustituyendo r en las

vV1—e?sen E

anteriores relaciones, sen = “5——>==, y

~ __ cosE—e
cost) = l—-ecosE"

,,,,,,,,,,, . __ _senb
- m Recordemos que tan6/2 = =54

Sustituyendo las anteriores expresiones,

tan 9/2 _ vV1—e?sen E

~ l—ecos E+4cos E—e —

V1—e?senE _ y/1—e? senE
(1—e)(14cosE) = 1l—e 1l+cosE" Por tanto,

[tan 9/2 = \/H—etan E/2}

m Puesto que ya hemos obtenido E en funcién de 6, ahora
debemos escribir At en funcién de E. Realizamos la
deduccién de dos formas: una geométrica y otra analitica.

(me
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Leyes horarias. Ecuacién de Kepler
El Teorema de Lambert

Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales :
Elementos orbitales

Leyes Horarias: Caso Eliptico IV

m De la segunda Ley de Kepler,
At — Area}{ABAD}’ donde

A =h/2=/pp/2=/a(l - )u/2.
m De la figura,
Area {BAD} = Area {CAD} — Area {CBD}

y tenemos que

Area {CAD} = 2Area { CAF},

Area {CBD} = —(C Xe)ye (C_Xc)z(b/a)yc =
a’(e—cos E%(b/a) sen E.

m Por otro lado Area {CAF} = Area {OAF} — Area {OCF}.
m De la figura Area {OAF} = 3275 mientras que

2

Area {OCF} = % _ 3 cosgsenE

v
I
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Leyes horarias. Ecuacién de Kepler

Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales = UGarEre o Lemlper

Elementos orbitales

Leyes Horarias: Caso Eliptico V

m Por tanto, sustituyendo las anteriores

relaciones, se obtiene que Area {BAD} =

b (a°E  a’cosEsenE\ _ ab(e—cosE)senE
a 2 2 2

m Luego Area {BAD} = ab(E_ssen E) =
a’v/1—e2(E—esenE)
5 :

s Por tanto, At — AreajiBAD P

a’v/1—e?(E—esenE) _ E—esenE _ E—esenE

Va(l—e?)p Vi/a

m Asi pues, usando la definicién de anomalia media M = nAt,
llegamos a [M = E — esen E], la llamada ecuacién de Kepler.

v
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Leyes horarias. Ecuacién de Kepler
El Teorema de Lambert

Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales :
Elementos orbitales

Leyes Horarias: Caso Eliptico VI

Deduccién analitica de |la ecuacion de Kepler.

Area {BAD}
i .
m En la demostracién de la segunda ley de Kepler vimos que
2
Area {BAD} = foe #dé’.

m Realizamos el cambio de variable 8§ — E. De la ecuacion
vV1—e?sen E

m Como antes, partimos de la expresion At =

sen ) = Y=———>==, obtenemos
_ 2 cosE—e
cosfdf =1 —e (e cos E)’ dE. Puesto que
__ cosE—e _ Y1—e?
cost = —>-—=, llegamos a que df) = (T—ecosE) dE

m Por tanto Area {BAD} = 0E r2(25) (1_\/6120221:_) dE y sustituyendo

la expresidon r(E) = a(1 — ecos E) llegamos a Area {BAD} =
FV1Ze® [5(1 — ecos E)dE = ZV1=€(E

— esen E). °

S,
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Leyes horarias. Ecuacién de Kepler
El Teorema de Lambert

Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales :
Elementos orbitales

La ecuacion de Kepler |

La ecuacién de Kepler nos permite resolver los problemas de leyes
horarias que habiamos planteado antes.

Problema 1: Dado 6, encontrar At.

m El procedimiento que seguimos es § — E — M — At.

m En primer lugar usamos la relacién Ecan 0/2 = /1= tan E/2j

para hallar la E que corresponde a 6.

m Hallamos M con la ecuacidon de Kepler [M = E — esen E].
m Finamente [At = M/n].

m Este procedimiento permite calcular directamente At sin
ambiguedades.

v
I
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Leyes horarias. Ecuacién de Kepler
El Teorema de Lambert

Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales :
Elementos orbitales

La ecuacion de Kepler |

Problema 2: Dado At, encontrar 6.

m Seguimos el procedimiento opuesto: 6 < E <+ M + At.
m En primer lugar, [M = nAt].

m E se calcula de [M = E — esen E]. Es una ecuacién
transcendental, luego hay que resolverla numéricamente.

m Conocida E, 6 se calcula de Ecan 0/2 = /1L tan E/2j

m Nota: Si At > T, considerar At' = At mdd (T), es decir,
escribir At = qT + At’ donde g es un entero (el ndmero de
érbitas completas recorridas) y At’ € [0, T]

v
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Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales

Leyes horarias. Ecuacién de Kepler
El Teorema de Lambert
Elementos orbitales

La ecuacion de Kepler Il

Para resolver numéricamente M = E — esen E usaremos el

método de Newton-Raphson (convergencia cuadratica). Con
M dado, llamemos f(E) = M — E + esen E.

Partimos de una estimacién Eg, que nos arroja un error

€0 = % Tipicamente este error sera mayor que la precisiéon
0E que queramos obtener.

lteramos el siguiente procedimiento:

Calcular f/(Ex_1) = ecos Ex_1 — 1.

Ex = Ex_1— %

Calcular ey = f(Ex)/f"(Ex)

Si |ex| < OE, finalizar. Si no, hacer k = k+ 1 y volver a 1.
Obsérvese que f(M —e) =e(1+sen(M —¢e)) >0y
f(M+e)=e(—1+sen(M+¢€)) <0 — Ec[M—e M+ e
Una buena estimacién inicial para E seria el punto medio, M.
Obsérvese que ya que e < 1, f'(E) = ecos E —1 < 0, es decir, L]

la curva es mondétona decreciente: siempre hay solucién tnica. %2/ 13



Leyes horarias. Ecuacién de Kepler
El Teorema de Lambert

Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales :
Elementos orbitales

La ecuacion de Kepler |V

m Otro método para resolver la ecuacion de Kepler es el de las
aproximaciones sucesivas.

m Partimos de una estimacién que definimos como Ey = M.

m lteramos siguiendo la ecuacién de Kepler:
E,= M+ esen E,_q
m Por tanto los primeros términos de la iteracion son:

Eiz = M+esenM, Ey=M+ esen(M + esen M),
Es = M+ esen(M + esen(M + esen M)), ...

m Se puede demostrar que la sucesion de E, tiende a la solucién
correcta en el limite; no obstante para excentricidades altas
esta convergencia es lenta.

(me
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Leyes horarias. Ecuacién de Kepler
El Teorema de Lambert

Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales :
Elementos orbitales

La ecuacion de Kepler V

m Otro método cldsico para resolver la ecuacién de Kepler es el
desarrollo en serie en e, supuesto e pequeno.

m Buscamos una solucion del tipo serie de Taylor,
k ..
E = Ziozo ck%; hay que hallar los coeficientes cy.
dkE(e)’
dek le=0
m Por tanto hay que tomar la ecuacidon de Kepler
E = M + esen E y, en primer lugar, sustituir e = 0, y después

ir tomando derivadas con respecto a e y sustituir en e = 0.

m Recordemos que ¢, =

m Sustituyendo en e = 0, se tiene ¢cg = E(e =0) = M.
m Derivando: E’ = sen E + eE’ cos E. Sustituyendo en e = 0,
c1 = E’'(e=0) =sen M.
m lgualmente, E” = 2E'cos E + eE"” cos E — e(E’)? sen E, luego
c; = E"(e=0) =2sen Mcos M =sen2M. L
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Leyes horarias. Ecuacién de Kepler
El Teorema de Lambert
Elementos orbitales

La ecuacion de Kepler VI

m Prosiguiendo hasta orden 5, se encuentra:

3
g = - 2 (sen M — 3sen 3M)
ca = —4sen2M + 8sen4M
5
g = e (2sen M — 81sen3M + 125 sen 5M)

m Por tanto:

E

e? e3
M + esen M + ?sen2M— 5 (sen M — 3sen 3M)

4 5
e e
Y (sen2M — 2sen4M) + 384 (2sen M — 81sen3M + 125sen5M) + O(e6)

e3 e e2 et 3e3 27e°
Mm+~le— —+—)senM+| — — — |sen2M 4+ | — — sen 3M
8 192 2 6 8 128

et 125¢° 6
—|—?sen4M+ 2 sen5M + O(e”)

m Esta serie, denominada serie de Lagrange, tiene el problema de
que converge lentamente para valores medios de e, y de hecho
diverge, como demostrd Laplace, para e > 0,6627434194. =
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Leyes horarias. Ecuacién de Kepler
El Teorema de Lambert
Elementos orbitales

La ecuacion de Kepler VI

3.5

3

m A la izquierda se representa la funcién
M = E — esen E para diferentes
1 excentricidades.

1 m Para excentricidades pequenas, la
] funcién es M =~ E, ya que la érbita es
casi una circunferencia.

m Sin embargo, para excentricidades
grandes (&rbita casi parabdlica), la

25 3 35 forma de la curva varia, especialmente
para M cerca de 0 o .
m En esa zona los método numéricos convergen lentamente,
sobre todo si se quiere alcanzar mucha precisidon; ademas para
excentricidades grandes, la 6rbita abarca grandes distancias,
con lo que un pequeno error de angulo puede implicar un gran =

1.5 2
E (rad.)

error en las coordenadas. 56 /133
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Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales :
Elementos orbitales

Leyes Horarias: Caso Hiperbdlico |

Dada una hipérbola de semieje mayor —a y semieje menor —b, se
considera una hipérbola auxiliar equilatera de semieje —a.

m Una hipérbola equilatera es aquella cuyas asintotas
tienen 45° de inclinacién, lo que implica a = b,
p—=—a, €= V2.

m El "angulo hiperbdlico” H juega el papel de la
anomalia excéntrica; se denomina anomalia
hiperbdlica.

m En concreto, xy = —acosh H e yy = —asenh H.

m Se tienen las siguientes propiedades:

, KAI&%{ACE}___E .
(Area {ACD} b =
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El Teorema de Lambert

Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales :
Elementos orbitales

Leyes Horarias: Caso Hiperbdlico Il

En caso de que b > a (es decir, e > \@) la hipérbola auxiliar
queda “por dentro” de la hipérbola de la érbita.

o
8]
Trm=,
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Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales :
Elementos orbitales

Leyes Horarias: Caso Hiperbdlico Il

Relaciones entre la “anomalia hiperbélica™ Hy 6 vy r.

m Como xg = —ae —rcosf y xy = xg se
llega a: coshH = e+ r/acosf

m Como yg =rsenfy yy = (a/b)ye se
llega a: senh H = —r/bsen®.

m Combinando ambas expresiones:
r? = a’(cosh H — €)? 4+ b?senh® H =
a®(cosh® H+e? —2e cosh H) + b%>senh® H.
— m Como b = av/e2 — 1y cosh® —senh? = 1:
De— [r = —a(ecosh H — 1)]

a De donde cosh H = e — (ecoshH — 1) cosf y
senh H = (e?> — 1)71/2(ecosh H — 1) sen §. Como en el caso

eliptico, se llega a: Ecanh H/2 = \/%tan 9/2} L
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eyes Horarias: Caso Hiperbdlico 1V

Deduccién analitica de la ecuacién de Kepler hiperbdlica (1).

Area {BAD}

Como en el caso eliptico, partimos At = yi

Recordemos A = h/2 = . /pp/2 = v/a(1 — €2)p/2
Como antes Area {BAD} = f09 r2£9) do.

Realizamos el cambio de variable § — H. De la ecuacidn
__ Ve2—1senh H
sen ) = Y= — =7, obtenemos
_ 2 e—cosh H
cosfdf = Ve 1(ecosh H1)? dH. Puesto que

__ e—coshH _ vel—1
cos = ———7—7, llegamos a que db = (e cosh H-1) dH

)
I
N,
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Leyes Horarias: Caso Hiperbdlico V

Deduccién analitica de la ecuacién de Kepler hiperbdlica (I1).

m Por tanto Area {BAD} = fH ’ (2H) (ecvosesH ydH'y
sustituyendo la expresién r(H) = —a(ecosh H — 1) llegamos a
Area {BAD} = Y=L [H(ecosh H — 1)dH =

& 52_1(e senh H — H)

m Sellega a At = e? 1 (esenh H — H) = esenhH-H

\/a( 1—e?)p _Z3
m Definiendo n =, /25 y N = nAt (anomalia media

hiperbdlica), se llega a la ecuacién de Kepler hiperbdlica:
[N — esenh H — H]

m Su resolucién es andloga al caso eliptico

v
I
e,
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Calculo del tiempo de vuelo

Célculo del tiempo de vuelo

Dada una 6rbita (a, e), dos radios ry, 1 que corresponden a
puntos de la drbita, y el arco subtendido por dichos radios A6
calcular el tiempo que transcurre entre ambos puntos, t,.

m Definimos la cuerda ¢ como la distancia
entre los dos puntos. Por el teorema del
coseno: ¢? = r¢ + r# — 2rgry cos AG.

m Denotamos s =ryg+ 1.

m Asumimos (de momento) que la érbita es
una elipse.

m El problema es resoluble con leyes horarias,
pero el Teorema de Lambert lo resuelve
de forma directa.

o
8]
Trm=,
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El Teorema de Lambert |

Solucién al problema del célculo del tiempo de vuelo.

Teorema de Lambert

El tiempo de vuelo t, entre dos puntos rp y r; de una elipse
depende solamente de |la cuerda ¢, la suma s = rp + r1 y el semigje
mayor de la elipse a.

Observacion: t, no depende de e! Procedimiento de cdlculo de t,:
m Calcular los angulos v y 8 de las siguientes expresiones:

s+ c
cosay = 1—
2a
s—cC
— 1-—
cos o

tV:::(a—sena)—(B—senB)J.

m Usando a y 3, el tiempo de vuelo es { -

o
8]
Trm=,
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El Teorema de Lambert ||

El teorema de Lambert arroja cuatro posibles soluciones; por un
lado existe dos soluciones distintas, que corresponden a los dos
posibles modos de recorrer la elipse. Por otro lado, existe otra
elipse que también resuelve el problema. Las soluciones vienen
dadas por (o, 3), (a, —8), (27 — «, B), (27 — a0, —3). La forma de
diferenciar las soluciones se explica en las notas “El teorema de
Lambert: diferenciar las soluciones”.
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El Teorema de Lambert Il

Representacién grafica de las soluciones muiiltiples:

V2g

# P
tf > lm N

o
8]
Trm=,
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El Teorema de Lambert |V

Teorema de Lambert (érbitas parabdlicas)

El tiempo de vuelo t, entre dos puntos r; y r» de una parabola
depende solamente de la cuerda c y la suma s = r; + .

El Teorema (y una expresién para t,) se puede deducir teniendo en
cuenta que una parabola es el limite de una elipse cuando a — oc.
N Puestoquecosa:1—5+—C%1ycosﬁ—1———>1 se

tiene que a y 3 son pequenos. Por tanto, cosa ~ 1 — a2/2 y
cosBa~1—3%/2. Luego a =~ /=ty B~ /=€

m Por otro lado, t, = (&=se" O‘) (B=senB) \, hodemos aproximar
sena~a—a3/6ysenf~ 6 133/6, de donde

t, ~ =B (%)3/2—(%)3/2 _ (s+0)2—(s—c)*?

~  6n 7 6/ /a3 611

;. 3/2__ 3/2 -

m Tomando limite, se llega a [t (s+¢) - (s=c) j L X
\/_
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El Teorema de Lambert V

Teorema de Lambert (érbitas hiperbdlicas)

El tiempo de vuelo t, entre dos puntos r; y r» de una elipse
depende solamente de |la cuerda ¢, la suma s = r; + rn y el semigje
mayor de la hipérbola —a.

Procedimiento de cdlculo de t,:

m Calcular los “angulos hiperbdlicos” a y £ de las siguientes
expresiones:

cosha = 1+ st e
—2a
coshg = 1+ i
—2a
m El tiempo de vuelo es [tv = (Se”ho‘_o‘);(senhﬁ_ﬁ)} !
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Orbita en un plano. Sistema de referencia perifocal.

Dado el plano de la érbita y un sistema de referencia Oxo 0,0

centrado en el foco tal que el plano OxPy© coincide con el plano
de la orbita, son necesarios tres valores para determinar la orbita.

; m Los pardmetros a (o p) y e determinan el
tipo de 6rbita y su forma y tamano.

m El pardmetro w, llamado el argumento del
perigeo (o de periapsis) orienta la linea de
apsides (en la direccién del vector
excentricidad €, que apunta al perigeo).

Orbita (a,e

m Ademds, un cuarto pardmetro (6, E, M o

At) determina la posicién del cuerpo.

m El Sistema de referencia perifocal OxFyfzf estd centrado en
L

el foco, con Ox© apuntando hacia periapsis, y el eje OzF
B

hacia “arriba” (paralelo al vector h). L
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Determinacién de una érbita en el espacio

Para una orbita arbitraria en el espacio, ademas de los 4 parametros
anteriores, es necesario ubicar el plano orbital respecto a un plano
de referencia; para ello son necesarios dos pardmetros mas. Los 6
parametros resultantes reciben el nombre de elementos orbitales.

m El plano de referencia sera:

m Para drbitas planetocéntricas: el plano
ecuatorial del planeta.
m Para drbitas heliocéntricas: el plano de la

ecliptica.

-\ linea de nodos
plano de referencia

’
(‘(.7“ . 10) linea de apsides
zf
e ' periapsis
«,apoapsis A
n

TP

m La interseccién entre el plano orbital y el de
referencia determina la llamada linea de

nodos.
m La érbita corta la linea de nodos en dos puntos, los nodos.

Aquel donde la trayectoria “asciende” (de abajo a arriba) es el
nodo ascendente (§?); el otro es el nodo descendente (75). L
m El vector nodo n es un vector unitario en la direccidon de {). 69/133



Leyes horarias. Ecuacién de Kepler
El Teorema de Lambert

Leyes horarias. Teorema de Lambert. Elementos Orbitales .
Elementos orbitales

| os elementos orbitales |

Es el conjunto minimo de datos que, junto a la época (tiempo
inicial tp) permite determinar la posiciéon de un cuerpo en una
érbita en cualquier instante de tiempo. Es decir, 6 datos (mas tp).
Los elementos cldsicos (keplerianos) son los siguientes:

m (2: Ascension recta del nodo
ascendente (RAAN). Es el angulo,
medido en el sentido contrario de las
agujas del reloj, entre Ty n.

linea de nodos

' m w: Argumento de periapsis (o del

periapsis
“,‘ perigeo/perihelio). Es el angulo,

/ medido en el plano orbital y en la
direccion del movimiento, entre n'y €.

w
B
S,
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plano
orbital

linea de nodos

n

Leyes horarias. Ecuacién de Kepler
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Elementos orbitales

I: Inclinacién de la érbita entre O y
7, mide el angulo entre el plano de
referencia y el plano orbital, con el
sentido indicado por n.

a, e: Determinan la forma 'y
tamano de la drbita. A veces a se
sustituye por p, T o n.

0: Determina la posicién del cuerpo
en la orbita (para la época). Se
puede sustituir por At, M o E (H).

m Las orbitas con inclinacion 1 = 0° se denominan ecuatoriales,
mientras que si i =~ 90° las érbitas se llaman polares. Si
I < 90° la drbita es directa, mientras que si i > 90° la drbita

es retrograda.

@
1
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linea de nodos

) 'Zfiif‘“ ,

.
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Ejemplo de 6rbita retrograda

m Esta 4rbita es la misma que en la

anterior figura pero con sentido
contrario en su movimiento.

Puesto que el nodo ascendente se
encuentra opuesto al caso anterior, el
angulo se mide al revés, obteniéndose
I > 90°.

Dado que §) esta en el lado opuesto,
(2 es m mayor que en la figura anterior,
mientras que w es el complementario
de la figura anterior y # cambia de
SIgno.

m El término retrégrado se debe a que el movimiento del cuerpo =m
se opone a la rotacién del cuerpo central. 72 /133
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Los elementos orbitales IV

Existen casos especiales en los que algiin elemento no estd bien
definido; estos casos son importantes porque se dan en la practica.
s Orbitas elipticas ecuatoriales: ni £2 ni w estan bien definidos
(no existe linea de nodos). Se sustituyen por el dngulo @
(longitud del perigeo) entre 7"y €, medido en el sentido

contrario de las agujas del reloj, de forma que @w = 2 + w.

m Orbitas circulares no ecuatoriales: w y 6 no estan bien
definidos (no existe linea de dpsides). Se sustituyen por el
angulo u = w + 0 (el argumento de la latitud) para medir la
posicion del cuerpo desde §) en el sentido del movimiento.

m Orbitas circulares ecuatoriales: no existe ni linea de nodos ni
linea de apsides. Por tanto ni €2, ni w ni 6 estan bien
definidos. Se sustituyen por A+ = Q 4+ w + 6, la longitud
verdadera, que es la que forma el cuerpo con ", medido en el .

sentido contrario de las agujas del relo;.
73 /133
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Conversion entre representaciones de una drbita |

Problema I|: (F{ty), v(to)) — (Q,w, i, a, e, )

/)7

7;/\

m En primer lugar se determina h=rx vy é=

m Se tiene ﬂ. Aplicamos € = v2/2 — u/ry [a = —,u/2e].

Obtenemos [cos@ —= %F} (si r'- vV < 0 entonces 6 € [, 27]).

m Puesto que h es perpendicular al plano orbital, se obtiene que
[cosi — h-kg/|h| = hz/]f_)U (i € [0,7]), y por otro lado

7= kg x h/|kg x h| = [—hy/\/h§ + 2, h X/\/h2 + h2,0

m () se obtiene de [cosQ = nxj (si n, <0, Q€ [rm,27]).

m Finalmente w es el dngulo entre n'y €, luego [coscu =¢€-n/ ]
(sie; <0, w e [m27]).

1
=,
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Correccion de cuadrantes

m Dados los vectores a = (ax, ay,a;) y b= (bx, by, b;),

—

determinar el dngulo « entre 3y b medido desde 3 en un
sentido dado.
i'b
|a1[b]
m El problema es que la funcién arc cos ofrece un resultado
ay € [0, 7], pero ap = 2w — 1 también es solucién. j Cudl
elegir? Segln la geometria planteamos una condicién.
m 0:Sir-v <0, entonces el angulo de trayectoria es negativo,
ya que -V = vrsen-y: se estd viajando de apoapsis a
periapsis, luego 6 € [, 27]. Esto se deduce de la expresidn
tany = esenf/(1 + ecosh).
m (2:Sin, <O, el vector n' esta “a la izquierda” de T, luego
Q e [m,27].
m w: Sie, <0, el perigeo (periapsis) estd por debajo del plano
de referencia: w € [, 27].

m El angulo siempre viene dado por cosa =

(me
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Conversion entre representaciones de una orbita |l

Problema II: (r{ty), v(ty)) < (Q,w, i, a, e, )

m Usamos el sistema de referencia perifocal. Sabemos r = ré,,

V = ré, +rfey,eF = [cosh,sen,0]",ef =[—send,cosf,0]".

m Calculemos p = a(1 — e?). Entonces r = p/(1 + ecosf).

T _ 2 ) _ VPH _ Iz
También h = \/pi = r6, luego rf = ¥ —(1—|—ec059)\/;.

m Finalmente

F=09r(0) =0 200 :réL”@:\/%esenQ

(1+ecos6)? 1+ecosb
m Operando se llega a:

cosf —senf
= 2 senf |, v = # e + cos b
1+ ecos6 0 p 0

v
I
S,
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Angulos de Euler de una orbita |

Para pasar del s.d.r perifocal (F) al geocéntrico ecuatorial o
heliocéntrico (R), calculamos primero el cambio inverso desde R a

F, ya que es mas sencillo. Para ello usamos tres rotaciones:
m La primera rotaciéon es en torno al
eje z™ con dngulo Q.

m La denotamos

R%N

m Su matriz es

[ cos2 sen) 0 |
CH(Q)=| —senQ cosQ 0
0 0 1]
= (3(2) =
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Angulos de Euler de una orbita Il

m La segunda rotacién es en torno al
eje xV con dngulo i.

m La denotamos

N—50
XN

m Su matriz es

1 0 0
CI(Y=]0 «cosi seni
| 0 —sen/ cosi
= C1(4)

o
1
Ny,
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Angulos de Euler de una orbita Il

m La tercera rotacion es en torno al
eje z© con dngulo w.

m La denotamos
O—F
ZO

m Su matriz es

[ cosw senw 0 ]
C5w)=| —senw cosw 0
0 0 1
= G3(w) .
LR
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Angulos de Euler de una orbita |V

m La rotacidon completa sera pues.

m Su matriz es

Ch(w,i,Q) = ctcQcl
— (:3(uj)(:1(i)(:3(§2)

cSlcw — sCswel sQlcw + cfdswei swsi
= —cQsw — sf2cwel —sQsw + cQecwel cwsi
sQ)s/ —cS2si cl

donde s = senw y cyw = cos . -
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Conversion entre representaciones de una orbita |l

Problema Il (cont.): (r(tp), V(to)) < (R, w, i, a, e, 0)

m Puesto que ya conocemos 7 y v, sélo tenemos que usar la
matriz de rotacién que nos lleva los ejes F a los R.

m Por las propiedades de las matrices de rotacidn,
CE = (CL)™t =(CL)T. Por tanto:

b [ cosf
R R -F F\T
= CFr = C 6
' F 1+ec056’( R) seg

[ —senf |
v = C,E\?F:\/E(Cg)T e + cos 6

p
0

)
I
N,
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Determinacion de orbitas: el Problema de Lambert |

m El problema de determinar una drbita a partir de un cierto
nimero de datos (observaciones) fue considerado ya por
Kepler y mas adelante por Newton.

m Por ejemplo, Newton propuso un método practico basado en
tres observaciones, que Edmond Halley (s. XVII-XVIII) empled
para realizar predicciones sobre un cometa—hoy conocido
como el cometa Halley.

m Si el problema estd sobredeterminado, son necesarios métodos
estadisticos: Gauss desarrollé el método de los minimos
cuadrados para resolver el problema, y alcanzé la fama en el
campo de |la astronomia cuando fue capaz de predecir la
orbita de Ceres.

m Un caso de interés es el llamado problema de Lambert:
encontrar una érbita conocidos dos puntos y el tiempo de
transito (tiempo de vuelo) entre ambos.

(me
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Determinacion de orbitas: el Problema de Lambert 1l

Problema de Lambert

—

Dados ry, i1 y t, encontrar una érbita tal que si r{0) = rp,
entonces r(t,) = 1.

m Aplicaciones

m Determinar |la érbita de un cuerpo a partir de dos
observaciones y el tiempo transcurrido entre ambas.

m Diseno de misiones: dado un origen en t = 0 y un destino en
t = t,, encontrar una érbita de transferencia, para realizar una
maniobra (e.g. ir de la Tierra a la Luna u otro planeta).

m Intercepcidn y rendez-vous (encuentro): dado un cuerpo
orbitando y un origen, disehar una orbita de intercepcién.

m Trabajando en el plano definido por el origen, rp y r1, el

problema se reduce a uno plano; el problema se puede resolver

[~ ]
numéricamente. LR
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Generalidades. Ecuaciones planetarias
Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.

Teoria de Perturbaciones Propagadores.

Critica al problema de los dos cuerpos

m El modelo de los dos cuerpos es poco realista.
m Recordemos las hipdtesis principales:
Se considera el sistema aislado del resto del Universo.
Las masas se pueden considerar puntuales y localizadas en el
centro de masas de cada cuerpo.
m La primera suposicién permite reducir las fuerzas que actuan a
las gravitatorias entre los cuerpos. Pero existen otras fuerzas:
m La fuerza gravitatoria ejercida por otros cuerpos.
m La resistencia atmosférica en drbitas bajas.
m Fuerzas propulsivas (especialmente durante maniobras).
m La presién de radiacién solar.
m La segunda suposicidon es sélo valida si los cuerpos son esferas
macizas y homogéneas. No obstante:
m Los planetas (o el Sol) no son esferas perfectas. En concreto la
Tierra estd achatada.
m Los vehiculos espaciales no son esferas perfectas. Un vehiculo
no esférico se ve afectado por el gradiente gravitatorio.



Generalidades. Ecuaciones planetarias
Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.

Teoria de Perturbaciones Propagadores.

Efecto de un tercer cuerpo |

Consideramos como ejemplo de perturbaciones un cuerpo en drbita
en torno a la Tierra, pero afectado por la atraccién gravitatoria de
la Luna:

m El vector rg representa el vector posicion de la Luna respecto
de la Tierra.

m Al incluir el efecto de la Luna, tenemos también que
considerar que la Tierra ya no es el centro de un sistema de
referencia inercial, sino que se debe considerar el centro de

("
masas lierra-Luna, CM@( . LR
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Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.

Teoria de Perturbaciones Propagadores.

Efecto de un tercer cuerpo |

m La ecuacidon del movimiento, escrita en el sistema de
referencia inercial centrado en CM ¢ , es

3 7 e — 7
N = —He 73 T /¢ FPREEE

—

m Por otro lado, rg = r» — 1, y se tiene que mgr; + mg 2 = 0.
m

Luego n = ~ g Em@ r¢ - La ecuacién del movimiento de la
3 G(mg+mg )7,
Luna dicta que rg = — (me r3m( g . De donde
(
_-’1 _ m@ Fq _ mq G(m@—|—3mq )F( _ ,uq;?@ | i
mq tme mq tme rq r@ 86 /133
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Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.

Teoria de Perturbaciones Propagadores.

Efecto de un tercer cuerpo Il

m Puesto que nn = r+ r, llegamos a que

- r rq — L . .
r:—,u@—3—|—,u( _,q 3 Q3( = YK + VP,
r g —r rz
m Yk es la fuerza kepleriana clasica: Y = —pg 5 4
m 7p es la fuerza de perturbaaon debida al tercer cuerpo:
r@ —r B ,qu i’q
Yp = g 7 —1° r%
m Usando que si b~ 0, se tiene que |5_14|n L4 na,,+2,

podemos aproximar a primer orden en r en Ia fuerza de

QT g (A
perturbacion: 7 = ~ 7 + 3r¢ Z o 87 /133
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Efecto

Generalidades. Ecuaciones planetarias
Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.

Teoria de Perturbaciones Propagadores.

de un tercer cuerpo |V

. 4 — lu( — r@ F —
Se llega a la estimacién Yp ~ —— |3rg —5— — .
'« '
Si rg y restan alineados, el corchete valdra 2r. Si son
ortogonales, —r. El orden de magnitud de vyp sera r/rq3 .
Podemos estimar el orden de magnitud de |la perturbacidon con

respecto a la fuerza kepleriana 7k = —pg -3 como

3 - .
e/ VK| &~ (pg /pe) (r/rg)”. En érbita baja,
[vp/vK| = 10™7, pero en geostacionaria, |vp/vk| ~ 10

lgualmente considerando el efecto del Sol,

v/ vkl &~ (pe/pe) (r/r@)3, y se tiene que en 6érbita baja,
[vp/vk| & 5 x 1078, y en geostacionaria, |vp/vk| =~ 5 x 107°.
Como comparacién, Venus produciria un efecto del orden de

5 x 10710 en érbita geostacionaria.

Por tanto las perturbaciones (por tercer cuerpo) mas .
importantes en satélites en érbitas geocéntricas son debidas al =
Sol y Luna. Se Ilaman lunisolares. 88/133
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Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.

Teoria de Perturbaciones Propagadores.

Andlisis matematico/numérico de perturbaciones

m Para tratar los efectos de perturbaciéon hay esencialmente dos
metodologias:

m Método de perturbaciones generales: emplea los elementos
orbitales como base, estudiando su variacidn con el tiempo. El
que usaremos en la asignatura y desarrollado en posteriores
transparencias.

m Método de perturbaciones especiales: no emplea elementos
orbitales sino directamente las ecuaciones del movimiento. A
su vez se divide en dos posibles formas de tratar el problema:

m Método de Encke: Resolucién directa de las ecuaciones del
movimiento, incluyendo las perturbaciones y tantos cuerpos
como sea necesario. El mas usado en la actualidad.

m Método de Cowell: Resuelve las ecuaciones de una correccidn
dr sobre una solucién de referencia de los dos cuerpos
r = —uF/r3. Si la correccidn crece, es necesario recalcular la
solucién de referencia. Poco usado hoy en dia. -
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Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.

Teoria de Perturbaciones Propagadores.

Orbitas Keplerianas y no Keplerianas |

m El llamado método de las perturbaciones generales (utilizado
cldsicamente antes de disponer de computadores
suficientemente potentes) se basa en la siguiente idea:

m Las perturbaciones modifican las ecuaciones del movimiento,
cambiando la solucién. La 6rbita resultante se denomina no
Kepleriana. Dado que estos efectos son pequenos, la drbita
“se parecera” a una Kepleriana.

m Consideremos una érbita Kepleriana (érbita osculante) en
cada instante, que va cambiando con el tiempo.

v
I
S,
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Generalidades. Ecuaciones planetarias

Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento

Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.
Teoria de Perturbaciones Propagadores.

Orbitas Keplerianas y no Keplerianas ||

m Llamemos @ = [Q2,/,w, a, e, M] el vector de elementos
orbitales, donde se ha escrito M por comodidad. Recordemos

que & es equivalente a r{tp), V(tp).
m Para una orbita Kepleriana:
2 di _dv_da_de
dt dt dt dt dt ’
y se podria escribir % = n.
m Para una érbita no Kepleriana, @(t) determina la érbita.

)
I
S,
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Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.

Teoria de Perturbaciones Propagadores.

Teoria de Perturbaciones aplicada a Mecéanica Orbital

m Encontrar @, en funcién de la propia « y de la perturbacion
7p, es decir encontrar & = l—:(62, Ap), no es trivial.

m El sistema de ecuaciones @ = F(&@,Jp) se denomina
Ecuaciones Planetarias, ya que permiten predecir el
movimiento de los planetas, incorporando fuerzas adicionales
a la atraccién gravitatoria del Sol como perturbaciones.

m En el caso de que vp derive de un potenC|a| vp = VU,, las

ecuaciones se pueden escribir como a = F(a Up). En tal caso
se denominan las Ecuaciones Planetarias de Lagrange.

m Observacién: en Astronomia/Astrondutica no se usa la
convencion de Mecédnica F = —V U.

m En caso contrario conS|deramos > VP = Re, + Sey + We,. Las
ecuaciones escritas como @ = F(&, R, S, W) se denominan las
Ecuaciones Planetarias de Gauss. o

. s . . . I
m La deduccidn de las ecuaciones se puede solicitar al profesor. -
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Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.

Teoria de Perturbaciones Propagadores.

Ecuaciones Planetarias, forma de Lagrange

m Hipdtesis: podemos escribir yp = VU, y consideramos U,

como funcién de los elementos orbitales, es decir, U, = Up(&).

da 20U,

dt — nadM

de  1-¢e?0U, V1-—e20U,

dt ~  na’e OM  na’e Ow

a = - ! (5’Up +cosi%)

dt na’v/1 — e2seni \ 0N Ow

aQ 1 oU,

dt  na2VJ/1—e2seni Oi

dw V1—e2 ouU, CoSs | oU,

dt na%e Oe na’yv/1 — e2seni Oi
aMm n_2aup_1—e2aup

dt na Oa na’e Oe o
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Ecuaciones Planetarias, forma de Gauss

m Hipdtesis: podemos escribir Yyp = Re, + Séy + We,.

2
da — [esen @R + (1 + ecos 0)S]

dt nv1 — e2
_ A2 A2
de v1—e lsen9R+(1+ec059 1—e )>S]

dt na e ~ e(1+ecosf
di V1-—e€?

— = 0 W

dt na(1l + cos ) cos(0 + w)

dw V1 — €2 [_cos@l:\>+sen9<1jL 1 )S_COSi

— 7%
e e 1+ ecosf sen(0+ w) ]

dt na sen |
M 1 2(1 — €2 1 — e? 1 — €2 1
d— = n-— ( ( e)_ ecos@)R— € <1—|— )5

dt na \1-+ ecosf e nae 1+ ecosé

dQ2 vV1—e?2 sen(f+w) W

dt na(l 4+ cosf) seni o
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Estudio de perturbaciones |

Mealj/wég Nn-periodic plus long-periodic, and secular

| | |
I I I I I T I T T ¥ I I I ! T I T | T I T i T 1 T I {
L £ ty

Pyl

(3

Lyl

¢

Secular

Long-periodic and
secular

I O I I A

N
|

-~
-

Time

m Los cambios en los elementos orbitales debidos a
perturbaciones se clasifican como:
m Seculares: términos de crecimiento mondtono en el tiempo.
m Periddicos (de largo periodo): términos cuya variacién se repite
con periodo largo (mayor que el periodo orbital).
m Periddicos (de corto periodo): términos cuya variacion se repite
con periodo corto (del orden del periodo orbital).

m Por ejemplo, si a(t) = 10000 + 3t + sen(wst) + cos(wat) y
wy > w1, entonces el segundo término es secular, el tercero
periédico de largo periodo, y el cuarto periddico de corto
periodo.

w
B
T,
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Estudio de perturbaciones ||

m Si bien los términos periddicos pueden tener interés, en
general los efectos mas importantes son los seculares.

m Los términos seculares y periddicos se separan realizando una
expansion en serie de Fourier con respecto a la anomalia
media M.

m En concreto el término secular es el primer coeficiente de
Fourier, que es el valor medio; por tanto se encuentra
promediando en cada drbita. En el ejemplo anterior, 3 = 3t.

m En general, @; = - 027T a;(M)dM.

m Igualmente la variacion secular de un elemento se encuentra
promediando su derivada (obtenida de las ecuaciones
planetarias): &; = 5= OZW a;i(M)dM.

m La variacion secular por orbita (cambio por revolucién) se

obtiene multiplicando &; por el periodo orbital: Aa; = Ta;. LR
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Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.
Teoria de Perturbaciones Propagadores.

Estudio de perturbaciones Il|

m Una forma de calcular aproximadamente las variaciones
seculares es usar un modelo de perturbaciones de primer
orden, donde se aproxima a = a. Por tanto, se tendria:

da 290,
dt na oM
m A la hora de promediar, la siguiente relaciéon es util:

27 27
/ f(M)dM = / f(E)(1 — ecos E)dE
0 0

°m (1 — ecos E)?
/o e %

27 _42)3/2
1
/ F0) L) g
0 (1 + ecosb)
donde se utilizd: cosf = -SE=€ genh = Vl=esenE

("]
b l—ecos E’ l—ecosE y \!-\
m:a(l—eCOSE). 97 /133
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Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.

Teoria de Perturbaciones Propagadores.

El potencial gravitatorio de un planeta no esférico

m El potencial gravitatorio U permite obtener la fuerza
gravitatoria especifica como v = VU.

m Para un cuerpo esférico y homogéneo con parametro
gravitatorio 1, se tiene que su potencial gravitatorio es
Uk = &,y por tanto Yk = VUx = —58& = —5T.

m ; Como se obtiene el potencial gravitatorio para un cuerpo
cualquiera? El potencial gravitatorio verifica la Ecuacién de
Laplace V2U = 0.

m Luego U para un cuerpo con forma arbitraria vendra dado por
la solucién de la ecuacion de Laplace, sujeta a condiciones de
contorno dadas por la distribucién de masa del cuerpo.

m En la practica, se busca una solucion en serie de potencias y
se ajustan los coeficientes con datos experimentales.

m La ciencia que estudia la forma de la Tierra y sus variaciones

gravitatorias se denomina geodesia.

w
B
T,
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Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.
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Cuerpo con simetria de revolucion |

m Supongamos un cuerpo cuya masa estd distribuida
homogéneamente con simetria de revolucién (alrededor de un
eje), es decir, sélo varia con ¢ (no con \).

z

=

X

m En tal caso, usando coordenadas esféricas, U = U(r, ¢).
m La ecuacién de Laplace queda como:

1 9 <r28U) + ! 9 <cosgbau> =0

mC

r2or or r2cos ¢ 0 0

N,
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Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.
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Cuerpo con simetria de revolucion |l

m La solucién general de la ecuacion viene dada por

@) R n
U= s 1 - ZJn (69) Pn(sen )
r — r
donde
m El primer término representa el potencial de una esfera,
mientras que el resto (la serie) representa la desviacion del
modelo esférico.
m Los coeficientes J, son los llamados armonicos zonales del
potencial.
m p, es el n-ésimo polinomio de Legendre, definido
recursivamente como

po(x) =
pl(X) = X [
Pnri(x) = n _T_ 1 (20 4 1)xpn(x) — npy-1(x)) 100/1;



Generalidades. Ecuaciones planetarias
Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.

Teoria de Perturbaciones Propagadores.

Cuerpo con simetria de revolucion Il

m El significado de los diferentes arménicos se puede ver en la
siguientes figuras (segundo, tercer, cuarto y quinto armdnicos
esféricos).

o
1
N
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Cuerpo con simetria de revolucion |V

m Los primeros armdnicos son los mas importantes. Para la
Tierra, J» = 1,083 x 1073, J3 = —2,534 x 107°,
Ji=—-1620x107%, Js = —-2273 x 107 "...

m Un modelo frecuentemente utilizado consiste en despreciar
todos los armédnicos excepto el segundo, lo que equivale a

considerar la tierra como un elipsoide de revolucidn.

. 2_
m Usando la férmula encontramos que py = 3X2 L

m Por tanto el modelo de potencial considerando sélo el J, es

R\ 2
U="He 1+J2< @> (1 — 3sen? )

r 2 r

v
I
N,
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Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.
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Perturbacion debida al achatamiento de |la Tierra |

m El efecto mas importante es el debido al J,. Consideremos el
modelo del J> antes escrito:

e (R@>2(1 —3sen2gb)}

U="re

r 2 r

donde J, = 1,083 x 1073.
m El potencial de perturbacion es:

R 2
Up:“@Jz( @) (1 — 3sen” )

ro 2 r

m Es necesario expresar U, en funcién de los elementos
orbitales. Usando la trigonometria esférica (que se estudiara
en el siguiente tema), se tiene que sen ¢ = senisen(w + 6).
Por tanto:

o R2 (1 + e cos 0)3
U, =

v
I
N,
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Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.
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Perturbacion debida al achatamiento de la Tierra |l

m Calculemos ahora Up:

— 1 [?" bugR:(1+ ecosh)?

_ 2 . 2
Uy = o o 233(1— &) (1 —3sen”isen“(w + 6))dM
huaRE [?™ 14 ecosd >. o
= - /0 1) (1 —3sen”isen“(w+ 60))do
m Puesto que sen? ) = 1_“2’5%, tenemos:

(14 ecosf)(1 — 3sen? isen?(w + 6))

(14 ecosd)(1 - 3se2n2i N 3sen2iseg2(w+9)
m Integrando y usando n = \/u/a3:
_— ./2/72f?éé 5 .
Up = 4(1_62)3/2(2—3sen I)

)
I
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Perturbacion debida al achatamiento de la Tierra ||

m Por tanto U, = f(a, e, ). Esto implica que
da/dt = di/dt = de/dt = 0, es decir: el J no produce
variaciones seculares en a (la energia, en media, no varia) ni
en la inclinacién / o en e.

m Si hay cambios seculares en w y Q (también en M):

_Eifi_ :3.ﬁzl7f3%9 ) _Eﬁ;; B E&Jbl?fa%)

— = CoS — =
dt 2p? bt 4p?

m El primer fendmeno se llama regresion de los nodos, vy el
segundo, avance del perigeo.
m La variacién por revolucién es, usando T = 27/n:
AQ = —3J27T2R629 cosi, Aw = 3J27TR%
p 2p?
m El J, si produce variaciones periédicas en todos los elementos.
105 / 133
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Regresion de los nodos

m La regresidén de los nodos

I} Precession of angular momentum
o e cambia el plano de la 6rbita
. B
o de forma continua.
7 R >>V m Una “explicacién grafica” de
ARy Bra pul la fisica fendmeno:

Extra pu End é

¥

i1 0 j

'df

o ——

= ///’l((

= :2000><2000km,e=0 //
1 ‘/

RR— [ T -
ST u
r//g\ 10D X 200 km, e 50.008

_1”0:’%30 ’ f”?sz""'?vff‘)I%, T T 106/133
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Avance del perigeo

- m El avance del perigeo modifica la
= localizacién geografica de la linea
de apsides, y por tanto los puntos
donde la érbita permanece mas
tiempo (apogeo) y menos tiempo
(perigeo).

Perigee (Start)

20T
ﬁ;\\\100><100 m,e =0
i 100 3 500 km, e = 0.030
7 10D X 1000 km, e = 0.065
15 -

1100 X 2000 kny, ¢ = 0.128

km, ¢ = 0.183

I

w (°/day)
s
| ;
|

v
I
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Cuerpo general |

m Supongamos un cuerpo general, donde la distribucién de masa
depende tanto de la longitud como de la latitud.

z

el

xr

m De nuevo usando coordenadas esféricas, U = U(r, ¢, \).
m La ecuacién de Laplace queda como:

10 (LU, 1 0 ( oU\ 1 PU_
r2 or or r2 cos ¢ 0o O r2 cos2 ¢ ON2 i

N,
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Cuerpo general ||

m La solucion general de la ecuacion viene dada por

1 — Z Z Jom R—r@ ’ Pnm(sen @) cos(m(\ — Apm))

n=2 m=0

U =

S~ | =

donde
m El primer término representa el potencial de una esfera,
mientras que el resto (la serie) representa la desviacién del

modelo esférico.
m Los coeficientes J,, Y Anm son los coeficientes asociados al

arménico nm.
®m Ppm es el polinomio asociado de Legendre de grado n y orden

m, definido a partir de p, como

d" py(x)
- — 1 . 2 n/2
Prm(Xx) = (1 — x°) I

v
I
e,
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Cuerpo general |l

Generalidades. Ecuaciones planetarias

Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.

Propagadores.

m Visualizacidn de los armdnicos mediante las zonas de cambio
de signo (en la figura, / corresponde a nuestra definicién de n).

m Zonales: para m =0, los

armonicos coinciden con los
del modelo con simetria de
revolucion. Sin variaciones
respecto a .

Sectoriales: para n = m, no
tienen variaciones respecto a
@ y dividen la esfera en
“sectores’ .

Teserales: para n # m, varian

respecto a ¢ y A, dividen la
esfera en “cuadrados =
esféricos” . 110/133
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Cuerpo general |V

m Modelo triaxial: se toma la serie de segundo orden con
Jbo =, b1 =0, ) = —5,35 % 10_6 y Aoy = 123°.
Equivale a suponer que la Tierra es un elipsoide (con los tres

semiejes diferentes).
m El coeficiente J»; = 0 por simetria, ya que se sitian los ejes
coordinados de forma que coincidan con los principales del

elipsoide.

mpn=(1- )d P20x) — 3(1 — x2). Por tanto
p22(sen ¢) = 3(1 — sen2 ¢) = 3 cos® ¢.

m Entonces el modelo queda:

R 2
u = H 1+J2( @) (1 — 3sen? )

r 2 r

2 v
—3J () cos? ¢ cos(2(A — A22)) =
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Resistencia atmosférica |

m Es el efecto de perturbacién mas importante en drbitas bajas
y Orbitas muy excéntricas con perigeo bajo (r, = a(l — e)).
Muy importante también en estudios de reentrada.

m La resistencia tiene la direccidn de la velocidad relativa a la
atmosfera, pero el sentido opuesto: 7p = — %

m La velocidad relativa v, = V — V,tm; suponiendo que la
atmoésfera rota con la Tierra, Varm = W X 1 = w@E X T.

m Se modela la resistencia D como D = %pvrze,, donde
B = 2 es el coeficiente balistico, con my/ la masa del

vehl’cjl%D, S la superficie “frontal” (depende de la actitud), y
Cp el coeficiente de resistencia aerodindmico.

m La densidad del medio p depende de la altura y es dificil de
modelar; para una misma altura los valores fluctian entre un
maximo y un minimo debido a mdltiples factores (variaciones o

. . I
debidas a la geografia y el achatamiento, ciclos solares...)
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Resistencia atmosférica |l

m Ejemplo de modelo: US Standard Atmosphere 1976.

10"  Sea level (1.225 kg/m3)
10°
i '\ Beginning of space
;: TS A A
2
(2]
= ¢ : .
a : : = . : : : :
. Sputnik 1 perigee. L .
10" : : ; : : - : : . : : _
Explorer 1 'perigeeé A -
o International space station
Hubble space telescope :
10" | : I I I i I I i I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Altitude (km)

Obsérvese que decae de forma aproximadamente exponencial.
)
8]

No obstante el modelo no es exacto ya que la realidad fluctia. =
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Resistencia atmosférica ||

m Se emplea la formulaciéon de Gauss y se integran
numéricamente las ecuaciones para hacer predicciones. Se
pueden obtener resultados analiticos aproximados.

m Se encuentran variaciones seculares en a y e.

m Si e >0, el efecto inicial de la perturbacién es el de
circularizar la orbita, haciendo disminuir el radio de apogeo
hasta que coincide con el de perigeo.

m Una vez la érbita es circular, el efecto es la lenta disminucidn "
del radio (caida en espiral), hasta la reentrada del vehiculo. 114,133
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Resistencia atmosférica |V

m También produce perturbaciones seculares en la inclinacién y
periédicas en todos los elementos.

m Es el efecto que tipicamente, para érbitas bajas, determina el
tiempo de vida de un satélite.
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m Este efecto se puede aprovechar para realizar maniobras de

aerofrenado (aerobraking).

m Por ejemplo, en la “Mars Reconnaissance Orbiter” (2005), se
consiguieron ahorrar 600 kg. de combustible.

Mars Global Surveyor Project

MGS Aerobrake

Baseline Profile

Aerobraking From Capture Orbit
to Mapping Orbit Altitude Takes
About 130 Earth Days

Middie Main Phase
(period = 12 hours)

Early Wain Phase
(period = 24 hours)
MO+

40 Days

initial Capture Orbit ‘l

Walk-In Phase b\\
P

~— o

Early Wain Phase
(period = 34 hours)

Napping Orbit
{period = 2 hours)

Late Main Phase

(period = 48 hours) (period = 6 hours)

s Otros jemplos: Magallanes (Venus) — 1989-1994. Mars Ll
Surveyor — 1996—2006. Mars Odissey —2001.
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Presion de radiacion solar |

La incidencia de la luz solar (fotones) en una superficie
produce un efecto mecdnico: la presién de radiacién solar.

m A1 AU del Sol, el flujo medio de radiacién solar es de

2
ls = 1367 W /m?. A otras distancias se tiene | = I (%‘9) .

La presidn se calcula usando ¢ (la velocidad de la luz) como
p=1/c. Se tiene Ig/c = 4,5 x 107 N/m?.

La fuerza en una placa plana (como un espejo, o un panel
solar) serd F = pA(1 4+ €)cos ), donde A es el drea, € el
coeficiente de reflectividad, y ¢, el angulo de incidencia.

e = 1: totalmente reflectante
e€[-1,1] : ¢ e =0: absorbente (cuerpo negro)
e = —1: totalmente transparente

La fuerza de perturbacién es yp ~ —mive_’@, donde my, es la

masa del vehiculo y €5 apunta en la direccién del sol desde el =
vehiculo. 117 /133
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Presion de radiacion solar |l

m Ademads existird una fuerza de magnitud similar debida a la
reflexién (perpendicular a los rayos reflejados). Todo esto para
cada superficie expuesta al Sol.

m Es complejo de tratar analiticamente. Se puede demostrar que
sélo se producen variaciones seculares en €2 y w, mientras que
el resto de variaciones son periddicas (con un periodo del
orden de un afio).

m En periodos de eclipse, la fuerza desaparece; ademdas hay que
tener en cuenta la sombra de la Tierra.

m Hay que tener en cuenta el albedo de la Tierra (reflexién de la
luz del Sol en la Tierra).

m Para vehiculos con grandes paneles solares, A es grande,

s =0,y e~ 0,21: el efecto puede ser apreciable.

m La presion de radiacion solar se puede utilizar para obtener .
propulsién (velas solares) o como mecanismo de control de N
actitud (flaps solares). 118/133
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Presion de radiacion solar ||

Figura: Flap Solar

(me

Figura: Vela Solar
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Gravedad 3¢" cuerpo | Atmost | Pres Rad
Zonal | Sect/Tes
a P P P P S |P
€ P P P P S |P
? P P P P S |P
Q [P S P P S P P S
w | P S P P S P P S
My | P S P P S P P S

P: Periddicos
S: Seculares

Figura: Efectos de perturbacién

v
I
N,
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Aceleraciones sobre el satélite (CB=50)

1e+06 T T T T T T T T
Kepler ——
Jy ——
10000 -\~ Shuttle Ciz — 1
5 5 5 : 5 Pert solar ——
X T T R, (baja) —— |
1 R, (alta) —w—
NE : ‘ pld(,i :;
= ry A . IsS A A ]
=] L i : : : : : : : ]
E o —
Tc'; | | | | | | | |
®
00001 [ N
L s SN S S A A M o . ~ TPV
i R D B O I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
Altura (km)
-
u]
Semmm
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Resumen de efectos de perturbacion ||

Aceleraciones sobre el satélite (CB=50)

1e+06 T T T T T T |
Kepler ——
CJz B
10000 [ e o
Pert solar ——
I R e e R, (baja) —— |
10 3 K. (alta) —x—
W rad — %
E I T N R R |
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N i
2
& 0,01 Frrrm ———— e S e .
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5 3 GEO
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Periodos orbitales

m Puesto que la érbita de un satélite sujeto a perturbaciones ya
no es fija en el espacio, el concepto de “periodo” deja de estar
claro. Por ello se definen los siguientes tipos de periodo:

m Periodo kepleriano (Tk): el periodo clasico definido segtin el

problema de los dos cuerpos. Ty = 27/ ‘Zj

m Periodo anomalistico (T4): tiempo que transcurre entre dos
pasos consecutivos por periapsis.

m Periodo nodal ( Ty, también llamado dracénico): tiempo que
transcurre entre dos pasos consecutivos por el nodo
ascendente.

m Periodo sidéreo (Ts): tiempo que transcurre entre dos pasos
sucesivos por un mismo valor del argumento de latitud
u=uw-+80.

m Para d6rbitas no perturbadas, To = Ty = Ts = Tk.
m Si tenemos en cuenta los efectos seculares del J, se puede
aproximar 4 ~ 3\; Ty~ Tg=

v
I
e,

M—|—w 123 /133
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Propagadores

Un propagador de 6rbitas es un algoritmo que permite obtener
efemérides futuras a partir de los elementos dados en una
época.

Formulacién bésica: dado (ag, eg, fo, £20, wo, Mp) en el instante
to, calcular (a, e, i,€2,w, M) en el instante t.

En ausencia de perturbaciones, el propagador basico es el
kepleriano o de los dos cuerpos:
(a,e,i,Q,w) = (ao, €, fo, Q2o,wo) y M = My + n(t — to).

El caso opuesto, el mas complicado posible, seria usar las
ecuaciones planetarias (Lagrange o Gauss) e integrarlas
numéricamente con el modelo mas completo posible de
perturbaciones.

Existen muchos modelos intermedios, semianaliticos, que
permiten obtener buenos resultados.

(me
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Propagador J2 medio

m Empleando los valores medios seculares encontrados para el
J2, un posible propagador seria:

a = do,
€ = 6,
— ﬂo,
2
Q = Qp-— gnl[;@Jg cosi(t — tg),
w = wy+ jn pEB J2(5 cos i — 1)(t — tp),

M = My+(n+> n Jzﬂ(2—3sen'2) (t — to),

m Este propagador es simple de usar y util en misiones en érbita
baja, donde la influencia del J2 es grande.

)
I
S,
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Propagador planetario |

m Los elementos heliocéntricos de los planetas estan sujetos a
perturbaciones, pero éstas actian de una forma bastante
lenta.

m Clasicamente los elementos heliocéntricos de los planetas
estan dados en la forma (a,e,/,Q,w, L), donde w = Q + w es
la longitud del perihelio, y L = @ 4+ M es la llamada longitud
media.

m Modelo de primer orden:

%i, Q,?.D, L) X TO
donde T es el nimero de centurias julianas entre J2000 y el
dia en el que se quieren calcular los elementos planetarios
heliocéntricos. Ty se calcula con la férmula T = JDggggéS%,
donde JD es el dia juliano de calculo.

m Los valores de los elementos y su variacidén estan en una tabla L}
en la siguiente transparencia. 126 /133
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Propagador planetario ||

m Valores de los elementos y su variacion para su uso en la
anterior férmula:

|l Planetary orbital elements and their centennial rates. From Standish et al. (1992).
Used with permission

a, AU e i, deg 2, deg w, deg L, deg
a, AU/Cy é,1/Cy i,/ ICy Q,"ICy @,"ICy L /Cy
Mercury  0.38709893  0.20563069  7.00487  48.33167  77.45645 252.25084
0.00000066 0.00002527 —23.51 —446.30 573.57 538101 628.29
Venus 0.72333199  0.00677323  3.39471  76.68069 131.53298 181.97973
0.00000092  —0.00004938 —2.86  —996.89  —108.80 210 664 136.06
Earth 1.00000011  0.01671022  0.00005 —11.26064 102.94719 100.46435
—0.00000005 —0.00003804  —46.94 —18228.25 119828 129 597 740.63
Mars 152366231  0.09341233  1.85061  49.57854 336.04084 355.45332
—0.00007221  0.00011902  —25.47 —1020.19  1560.78 68 905 103.78
Jupiter 520336301  0.04839266  1.30530  100.55615  14.75385 34.40438
0.00060737 —0.00012880  —4.15 1217.17 839.93 10925 078.35
Saturn 9.53707032  0.05415060  2.48446 113.71504  92.43194 49.94432
—0.00301530  —0.00036762 6.11 —1591.05 —1948.89 4401 052.95
Uranus  19.19126393  0.04716771  0.76986  74.22988 170.96424 313.23218
0.00152025 —0.00019150 —-2.09  —1681.4 131256  1542547.79
Neptune  30.06896348  0.00858587 176917 131.72169  44.97135 304.88003
—0.00125196  0.00002514  —3.64  —151.25  —844.43 786 449.21
Pluto 39.48168677  0.24880766 17.14175  110.30347 224.06676 238.92881 o
—0.00076912  0.00006465 11.07 97,33, vk iy 522 747.90 n
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Propagador GPS |

m Una aplicacién en la que es de particular importancia conocer
con precisidon los elementos es la de los satélites GPS.

m Los receptores (navegadores) reciben de los propios satélites
informacién (efemérides) que les permite reconstruir la
posicion del satélite; por tanto todo receptor GPS debe
contener un propagador de orbitas.

m La informacion emitida por los satéelites es:
to, \/57 e, {20, wo, lo, Mo, An, €2, %’.7 Cucs Cusy Crey Crs, Cic,y Cis.

m Las férmulas que se emplean son:

M = M0+<W+An) (t — to),

Q = Qo+ Qt—ty),
w = wo+ Cyecos(2ug) + Cyussen(2up),
d o
i = dg+ —i(t—tg)+ Ciccos(2ug) + Cis sen(2up). S
dt 128 /133
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Propagador GPS I

m En las anteriores férmulas, una vez encontrada M hay que
resolver la ecuacidon de Kepler M = E — esen E, hallar 6 de E,
y calcular ug = wp + 6.

m Por otro lado también se suelen dar férmulas para calcular la
distancia geocéntrica del satélite. Se calcula
ro =a(l —ecosE) y se emplea la férmula:

r =ry+ Crecos(2ug) + Crssen(2ug).

m Si bien las anteriores férmulas permiten reconstruir con una
precisidon razonable |la posicién de los satélites GPS, dicha
precisidon no es suficiente para aplicaciones de mucha precision.

m Para dichas aplicaciones, se pueden obtener efemérides
post-procesadas (con precisiéon de cm), basadas en
observaciones. Estan disponibles de forma gratuita, del 1GS
(International GPS Service), por ejemplo, en internet, y se dan
en forma de coeficientes de polinomios de Lagrange que i

interpolan con gran precisidon los elementos. 129 /133
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Modelo de perturbaciones y propagador SGP4

m Un modelo semianalitico que tiene en cuenta perturbaciones
hasta el J3 y rozamiento atmosférico es el SGP4 (Simplified
General Perturbations Satellite Orbit Model 4).

m Este modelo, desarrollado por la NASA, es especialmente util
para drbitas bajas donde la influencia del rozamiento
atmosférico es considerable. Se consiguen precisiones en torno
a un kildmetro durante unos dias (mas tarde habria que
actualizar los elementos con nuevas observaciones).

m Existen otras versiones (SGP8, SDP4) con mayor precisidn,
pero ésta es la mas usada por su sencillez y rapidez de calculo,
y sobre todo por compatibilidad.

m Su precisién es de aproximadamente un kildmetro. Emplea
elementos orbitales medios, dados en el formato de dos lineas
(TLE: two line elements) que estudiamos a continuacién.

(me
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Formato NASA/NORAD

st derivative of Mean Drag termor
Name of Satellite Motion or Ballistic Coefficient  radiation pressure
{11 characters) coefficient Element Nurber

International Epoch Year & 2nd derivative of Mean & Check sum
Designator Dy Fraction Motion, usually blank Ephereris

Type
(NDAA 6)
1(§14162}84123 EXBG 50.28438588)0.00000140 00000-0 67960-4) 0 5293
1416

2 98.5105 ) 69.3305)0012788 | 63. 2828 (296.9658)14.24899292346978
7
/
Satellite  Inclination Eccentricity Mean Anoraly

INwomber

Right Ascension Argurrent Mean Motion
of the Ascending of Perigee Revolution number
Node at epoch & check sum

m Los satélites vienen descritos en las bases de datos por dos

lineas de nimeros (en inglés “two-line elements”).

m En la priméra linea viene ty (la época, en forma de afio y

fraccidn de dias), y en la segunda, /, €2, e (se asume un punto

decimal al principio), w, M, y n (en revoluciones por dia). El

numero de revoluciones es el nimero de vueltas que el satélite

ha dado a su orbita en tp.

m Los otros niimeros sirven para clasificar el satélite o para

modelos mas complejos, que incluyen perturbaciones.

o
8]
Trm=,
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Formato NASA/NORAD

1st derivative of Mean Drag termor
Name of Satellite Motion or Ballistic Coefficient  radiation pressure
(11 characters) coefliclent  Bloment Nunber
International Epoch Year & 2nd derivative of Mean & Check sum
Designator  Day Fraction Motion, usually blank Ephermeris
Type
(NORL 6)

1/11416TNS4123 86 50.28438588)0.00000140  00000-0 { 67960-4)0 { 5293)
2311416 /(98.5105 ( 69.3305) 0012788 63.2828(296.9658)14.2480920234697 8

Satellite  Inclination T Eccentricity Meantmon'aly T
Nunber Right Ascension Argurrent Mean Motion
of the Ascending of Perigee Revolution nwrnber
Node at epoch & check sum
m Ejemplos (celestrak.com):
ISS(ZARYA)

1 255440 98067A 07281,99344815 ,0000942300000 — 0 64778 — 4 0 1234

2 25544 51,6338 236,8689 0003196 79,3949 325,2109 15,75490408508738
METEOSATY

1 24932U 970498 07280,81168990 ,00000059 00000 — 0 10000 — 3 0 2809

2 24932  3,6428 76,9883 0001162 185,2668 103,4399 1,00269406 3698§

N
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Actualizacion de elementos

m En la practica, los propagadores nunca predicen con total
exactitud los elementos orbitales, y con el tiempo las
predicciones se degradan.

m El procedimiento utilizado para evitar esta degradacion
consiste en obtener medidas de posicion y velocidad a partir
de observaciones realizadas con cierta frecuencia (por ejemplo
cada dia o semana).

m Se combinan las medidas obtenidas con el modelo de
propagador para obtener una “actualizacién” de los elementos.

m La herramienta que permite decidir como combinar las
medidas con el modelo de propagacién se conoce como “Filtro
de Kalman”, pondera medidas y modelo en funcién del error
esperado de ambos.

(me
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