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Introducción

En general, no es posible alcanzar la órbita requerida para una
misión directamente en el lanzamiento.

El rango de inclinaciones que se pueden alcanzar es limitado.
Las sondas lunares o interplanetarias no se suelen lanzar a su
trayectoria definitiva, sino a una órbita de “aparcamiento”
intermedia.
El objetivo de la misión puede necesitar una órbita inicial que
luego debe ser modificada.

Además, debido al efecto de perturbaciones, las órbitas se
degradan con el tiempo y es necesario corregirlas
(stationkeeping).
Por tanto, las maniobras para modificar una órbita son parte
de cualquier misión. La forma de llevar a cabo una maniobra
es mediante propulsión, proporcionada por motores cohete de
combustible sólido o ĺıquido (en este curso no consideramos
otros tipos de propulsión continua, como motores eléctricos o
velas solares, que exigen integración numérica). 2 / 36
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Maniobra básica I

Hipótesis fundamental: El tiempo de combustión de los
cohetes es muy pequeño comparado con el periodo orbital del
satélite.
Entonces el efecto de la propulsión se puede asimilar a un

impulso instantáneo
−−→
∆V en la velocidad; la nueva velocidad

~Vf = ~Vi +
−−→
∆V define una órbita diferente, con el mismo foco:
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Introducción a los fasores

Resolución del triángulo: Hay varios métodos para resolverlo,
siendo los 2 primeros los generalmente utilizados.

Trigonometŕıa plana: Empleando el teorema del seno y del
coseno (observe el Anexo del Tema 8).
Fasores: Empleando vectores coplanarios.
Vectores.

Resolución con fasores: El triángulo de la figura pueden
entenderse matemáticamente como ~a = ~b + ~c . Esta expresión
se puede calcular mediante fasores como:
a α = b 180− β + c 0◦

b

c

a

α β

Los ángulos deben de medirse
todos en el mismo sentido. Por
eso, la fase de ~b es el ángulo
suplementario a β, el medido en
el sentido de α. 4 / 36
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Maniobra básica II

φ
Vi

r

Vf

Inicial

Final

∆VΨ

Juan Miguel Monteagudo Ortega

Tema 7

3

mnttoar

flear

tor

Resolución trigonométrica

En el caso más simple (maniobra coplanaria) la
maniobra queda definida por el escalar

|−−→∆V | = ∆V y el ángulo ψ que forma
−−→
∆V con

~Vi (convenio: ψ medida en el sentido contrario
de las agujas del reloj).

Partiendo de la velocidad final deseada Vf y ϕ
(el ángulo entre Vi e Vf ), se obtienen (∆V , ψ)
mediante el teorema del coseno:
∆V 2 = V 2

i + V 2
f − 2ViVf cosϕ, y el teorema

del seno: senψ = Vf senϕ
∆V .

Obsérvese que la velocidad final se maximiza (minimiza) en el
caso de que ψ = 0o (180o). En tal caso Vf = Vi + ∆V
(Vf = Vi −∆V ). Es decir, la dirección tangente es la de
“máximo aprovechamiento” del impulso añadido.
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Maniobra básica III

Vf

Vi

ΔV
Ψ φ

Resolución por fasores

La maniobra se define de la misma forma
vista en la diapositiva anterior.

Partiendo de (∆V , ψ), se obtienen (Vf , ϕ)
mediante fasores (invariante con el convenio
de ángulos considerado):
Vf ϕ = ∆V ψ + Vi 0◦

Es muy importante recordar que ψ y ϕ
deben medirse en el mismo sentido,
respetando en todo momento los signos de
los ángulos para los cálculos.

Vf

Vi

ΔV

Ψ φ

Consejos:
Dibujar siempre el triángulo, para entender bien el problema.
Atención a las unidades: el problema puede resolverse en las
unidades que se desee, siempre y cuando se mantenga la
coherencia (P.ej: usar grados o radianes en la fase). 6 / 36
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Ventajas de la resolución por fasores

Simplifica los cálculos.
El problema puede ser resuelto rápidamente con las
calculadoras cient́ıficas habitualmente usadas, recurriendo al
modo de Complejos.

Facilita los giros de los vectores.
Aunque también es posible trigonométricamente, los
complejidad de este proceso y el riesgo de equivocarse
disminuye en gran medida ya que sólo implica sumar o restar
el ángulo de giro a la fase correspondiente.

Es más dif́ıcil equivocarse y agiliza la resolución.

Formulación independiente del convenio de ángulos
considerado, es decir, resulta la misma para ambos triángulos
mostrados en la diapositiva anterior (se respetan los signos de
los ángulos).
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Consumo de combustible I

El consumo de combustible viene dado por:

∆V = Ve ln
m0 + mp

m0

donde Ve es la velocidad espećıfica de escape del propulsante,
m0 es la masa sin propulsante y mp es la masa de propulsante.

Ve = Ispg donde Isp es el impulso espećıfico y g = 9,81 m/s2.

De la anterior expresión, mp = m0

(
e

∆V
Ispg − 1

)

Obsérvese que si se requieren n maniobras:
∆VTOTAL = ∆V1 + ∆V2 + . . . + ∆Vn

= Ve

(
ln

m0 + mp1 + . . . + mpn

m0 + mp2 + . . . + mpn
+ ln

m0 + mp2 + . . . + mpn

m0 + mp3 + . . . + mpn
+ . . . + ln

m0 + mpn

m0

)

= Ve ln
m0 + mp1 + . . . + mpn

m0

= Ve ln
m0 + (mp)TOTAL

m0
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Consumo de combustible II

El razonamiento anterior no es válido si consideramos
diferentes etapas, que no sólo constan del peso de
combustible mpi sino también del peso estructural msi de cada
etapa (que contiene al depósito), que se eyecta al consumirse.
Por ejemplo, para dos etapas, se tendŕıa:

∆V1 = Ve ln
m0 + ms1 + ms2 + mp1

+ mp2

m0 + ms1 + ms2 + mp2

= Ve ln

(
1 +

mp1

m0 + ms1 + ms2 + mp2

)

∆V2 = Ve ln
m0 + ms2 + mp2

m0 + ms2

= Ve ln

(
1 +

mp2

m0 + ms2

)

∆VTOTAL = Ve ln

[(
1 +

mp1

m0 + ms1 + ms2 + mp2

)(
1 +

mp2

m0 + ms2

)]

En la anterior expresión (también para n etapas) se pueden
buscar los valores óptimos de (mp1,ms1) y (mp2,ms2) que
minimizan el consumo mp1 + mp2 para un valor de ∆VTOTAL.
Esta distribución óptima del combustible por etapas (ya
considerada por Tsiolkovsky) permite alcanzar valores de ∆V
que no se podŕıan alcanzar con una sola etapa. 9 / 36
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Cambio de radio de perigeo/apogeo y circularización

Regla: Para cambiar el apogeo, aplicar un ∆V tangente en el
perigeo. Para cambiar el perigeo, aplicar un ∆V tangente en
el apogeo.
Ejemplo. Cambio de apogeo:

Supongamos un perigeo rp, un apogeo inicial rai y uno final raf .

Por tanto ai =
rp+rai

2 y af =
rp+raf

2 .
Usando la ecuación de las fuerzas vivas en el perigeo:

vi =
√

2µ
rp
− µ

ai
y vf =

√
2µ
rp
− µ

af
.

Por tanto:
∆V = |vf − vi | =

√
2µ
rp

∣∣∣
√

1− 1
1+raf /rp

−
√

1− 1
1+rai/rp

∣∣∣
Si el objetivo es circularizar, entonces es necesario hacer
ra = rp. En el ejemplo anterior, seŕıa lo mismo que hacer

raf = rp, y por tanto: ∆V =
√

µ
rp

(√
2
√

1− 1
1+rai/rp

− 1
)
> 0

En función de a y e: ∆V =
√

µ
a

√
1+e−1√

1−e
10 / 36
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Cambio genérico de órbita coplanaria I

En general un ∆V arbitrario en el
mismo plano provocará un
cambio de a, e y ω.

Conocidos (ai , ei , ωi ) y
(af , ef , ωf ), el punto de maniobra
se obtiene de
ri =

ai (1−e2
i )

1+ei cos θi
= rf =

af (1−e2
f )

1+ef cos θf
,

donde θi + ωi = θf + ωf .

vi depende de ai , ri y vf de af , rf .
Usando los ángulos de trayectoria, ϕ = γi − γf . Con estos
valores ya podemos hallar ∆V y ψ.
Para encontrar γf y γi se usa la fórmula tan γ = e sin θ

1+e cos θ .
En la siguiente transparencia detallamos más el procedimiento
para hallar θi y θf . 11 / 36
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Cambio genérico de órbita coplanaria II

¿Cómo despejar θi y θf de las dos siguientes ecuaciones?

ai (1− e2
i )

1 + ei cos θi
=

af (1− e2
f )

1 + ef cos θf
, θi + ωi = θf + ωf

Paso 1: Escribir por ejemplo θf en función de θi y eliminar las
fracciones:

ai (1− e2
i )(1 + ef cos(θi + ωi − θf ) = af (1− e2

f )(1 + ei cos θi )

Paso 2: Usar la fórmula del coseno de la suma y agrupar
factores:

[
af (1 − e2

f ) − ai (1 − e2
i )
]

=
[
ai (1 − e2

i )ef cos(ωi − θf ) − af (1 − e2
f )ei

]
cos(θi )

−
[
ai (1 − e2

i )ef sen(ωi − θf )
]

sen(θi )

12 / 36
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Cambio genérico de órbita coplanaria III

Paso 3: Identificando coeficientes, esta es una ecuación del
tipo A sen θ + B cos θ = C . En primer lugar, esta ecuación
sólo tiene solución si A2 + B2 ≥ C 2. Definimos
D =

√
A2 + B2 y dividimos la ecuación por esta cantidad:

A

D
sen θ +

B

D
cos θ =

C

D

Paso 4: Convertir esta ecuación a una del tipo
cos(θ − θ0) = C

D . Desarrollando la fórmula del coseno de una
diferencia:

cos θ cos θ0 + sen θ sen θ0 =
C

D

por lo que identificando coeficientes: sen θ0 = A
D , cos θ0 = B

D ,
lo que permite hallar θ0 sin ambigüedad.

13 / 36
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Cambio genérico de órbita coplanaria IV

Paso 5: Resolviendo la ecuación cos(θ − θ0) = C
D , obtenemos

θ = θ0 ± arc cos

[
C

D

]

donde vemos que hay dos posibles soluciones en general.

El procedimiento inverso (dado el ∆V y ψ, y la órbita original
ai , ei , ωi , aśı como el punto de aplicación θi ), es más directo.
Se calcula primero ri , Vi y γi . Con el triángulo de velocidades
se calcula Vf y ϕ. Se obtiene γf . Con Vf , rf = ri y γf se
calculan af y ef . Se obtiene θf y finalmente ωf = ωi + θi − θf .

14 / 36
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Rotación de la linea de ápsides
V¢~

i
V~

f
V~

r~

'

FINAL

INICIAL

µ
!¢

f
°

i
°

V¢~

i
V~

f
V~

r~

'

Se pretende rotar ω en una cantidad ∆ω, sin
modificar a ni e.

Por tanto, Vf = Vi =
√

2µ
r −

µ
a . Se deduce

que el punto de aplicación de ∆V vendrá
dado por θi = ∆ω/2, por tanto

r = a(1−e2)
1+e cos ∆ω/2 . Obsérvese que

θf = −∆ω/2 (otra solución es
θi = π + ∆ω/2, θf = π −∆ω/2).

Falta encontrar ϕ, que se deduce de
ϕ = γi − γf . Puesto que tan γ = e sin θ

1+e cos θ , se
tiene que γf = −γi , luego ϕ = 2γi y que
tan γi = e sin ∆ω/2

1+e cos ∆ω/2 .

Se deduce ∆V = 2Vi sen γi y desarrollando

∆V = 2e
√

µ
p | sen ∆ω

2 | (la otra solución

requiere el mismo ∆V ). 15 / 36
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Cambio de plano orbital

Ecuador

Ωi

Ωf

ii
if

Φ

∆A
I

♈

Tema 7
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CD

Qß

Y
's

q

Supongamos que queremos
mantener a, e, ω y θ pero
queremos variar el plano (Ω e i).

Si a no cambia,
Vf = Vi =

√
2µ/r − µ/a, por

tanto el ángulo ϕ (∆A en la
figura) determina la maniobra,
junto con la latitud φ en la que
se debe efectuar la maniobra.

De la trigonometŕıa esférica se encuentran las fórmulas:
cos ∆A = cos ii cos if + sen ii sen if cos(Ωf − Ωi ) y

senφ = sen ii sen if sen(Ωf−Ωi )
sen ∆A

Se tiene ∆V = 2Vi sen ∆A/2.
16 / 36



Maniobras

Conceptos Generales
Maniobras de un solo impulso
Maniobras de más de un impulso. Transferencias
Rendezvous

Cambio sólo de nodo o de inclinación

Cambio de Ω sin cambiar i : De
las fórmulas anteriores
cos ∆A = cos2 i+sen2 i cos(Ωf−Ωi )

y senφ = sen2 i sen(Ωf−Ωi )
sen ∆A .

Usando la fórmula
cosα = 1− 2 sen2 α/2 se puede
deducir:
sen ∆A

2 = sen i sen Ωf−Ωi
2 .

Se tiene entonces
∆V = 2Vi sen i sen(Ωf − Ωi )/2.

Cambio de i sin cambiar Ω:
cos ∆A = cos ii cos if + sen ii sen if = cos(ii − if ) luego
∆A = ii − if ; además, φ = 0.

Se tiene entonces ∆V = 2Vi sen(ii − if )/2.
17 / 36
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Introducción

Si la órbita final no tiene ningún punto en
común con la órbita inicial, no es posible
realizar la maniobra con un sólo impulso.

Es necesario realizar una transferencia,
con al menos dos maniobras intermedias
de un sólo impulso.

La órbita intermedia se denomina órbita
de transferencia.

En general existen infinitas posibles órbitas de transferencia.
El “coste” de la transferencia será ∆V = ∆V1 + ∆V2.

Es importante determinar cuáles son las óptimas en algún
sentido (ḿınimo consumo de combustible, ḿınimo tiempo de
transferencia...).

Inicialmente consideraremos transferencias coplanarias entre
dos órbitas circulares.

18 / 36
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Transferencia de Hohmann I

2. Transferencia de Hohmann

2. Transferencia de Hohmann

Dada una órbita circular inicial con un radio ri y una órbita circular final de radio rf , la
transferencia de Hohmann permite pasar de la órbita inicial a la final a través de una órbita
eĺıptica de transferencia tangente a las dos órbitas circulares. Además, como explicó Hohmann en
su obra original [6] es la transferencia de dos impulsos entre órbitas circulares de mı́nimo coste
energético. Se puede consultar una demostración de este hecho en [9].

Esta transferencia se realiza aplicando un impulso �V1 tangente a la trayectoria de la órbita
inicial, de forma que sea colineal con el vector velocidad del veh́ıculo. Este impulso aumenta la
enerǵıa del veh́ıculo, que pasa a la órbita eĺıptica de transferencia. Cuando el veh́ıculo llega al
apoapsis de esta órbita de transferencia se le aplica un segundo impulso �V2 también tangente a
la trayectoria de forma que el veh́ıculo termina orbitando en la órbita circular final. En la figura 1
se esquematiza la transferencia.

Como hemos visto en la introducción, consideramos que los impulsos de velocidad son ins-
tantáneos, por lo que la velocidad del veh́ıculo cambia de forma instantánea pero no aśı la posición.
Esto en la práctica solo seŕıa posible si el propulsor del veh́ıculo le proporcionase un empuje in-
finito durante un tiempo infinitesimal. Aunque esta hipótesis es una aproximación que da buenos
resultados, en la realidad, debido a que la maniobra no es infinitesimal, los costes energéticos serán
algo mayores que los calculados.

2.1. Análisis Coplanar

Comenzamos estudiando el caso de una transferencia de Hohmann sin cambio de plano or-
bital, de forma que consigamos determinar los impulsos tangenciales (�V1 y �V2) que hay que
proporcionar al veh́ıculo para realizar esta maniobra. Esta transferencia se ilustra en la figura 1.

Figura 1: Transferencia de Hohmann.

El eje mayor de una órbita eĺıptica viene dada por la siguiente expresión:

13

Dadas dos órbitas ćırculares de radios ri y rf ,
se puede demostrar que la transferencia de
ḿınimo ∆V usando dos impulsos es la
llamada transferencia de Hohmann.

El primer impulso lleva la órbita a una cuyo
apogeo coincide con rf , mientras que el
segundo circulariza la órbita.

La elipse de transferencia de Hohmann
cumple aH = ri+rf

2 .

Luego ∆V1 =
√

2µ
ri
− µ

aH
−
√

µ
ri

, ∆V2 =
√

µ
rf
−
√

2µ
rf
− µ

aH
.

Llamando λ = rf
ri

, se llega a ∆V1 = Vi

(√
2λ

1+λ − 1
)

,

∆V2 = Vi

(√
1
λ −

√
2

λ(1+λ)

)
, luego se llega a

∆VT
Vi

=
√

2
λ(1+λ) (λ− 1) +

√
1
λ − 1. También TH = π

√
a3
H
µ . 19 / 36
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Transferencia de Hohmann II

2. Transferencia de Hohmann

�V1

Vi
=

s
2µri

riµ
� 2µri

µ(ri + rf )
� 1 =

s
2

✓
1 � 1

1 + �

◆
� 1 =

r
2�

1 + �
� 1 (2.10)

�V2

Vi
=

r
µri

µrf
�
s

2µri

µrf
� 2µrf

µ(ri + rf )
=

r
1

�
�
s

2

✓
1

�
� 1

1 + �

◆
=

r
1

�
�
s

2

�(�+ 1)
(2.11)

�VT

Vi
=

r
2�

1 + �

✓
1 � 1

�

◆
+

r
1

�
� 1 (2.12)

Esta última expresión (2.12) representa el coste total de la transferencia de Hohmann adimen-
sionalizado con la velocidad del veh́ıculo en la órbita circular inicial.

En la figura 2 se representan el coste, en términos de incrementos de velocidad, de la trans-
ferencia de Hohmann coplanar en función del parámetro �. Como se observa en esta figura, una
de las caracteŕısticas interesantes de la transferencia de Hohmann es que al aumentar �, el �VT

Vi

alcanza un máximo de 0.536 para � = 15,58. A partir de este punto va decreciendo hasta alcanzar
una aśıntota en �VT

Vi
=

p
2 � 1 con � ! 1. Este comportamiento se puede deducir de la misma

figura examinando la evolución de �V1
Vi

y �V2
Vi

. La curva de �V1
Vi

crece con � y se aproxima a
p

2� 1

para �! 1. Sin embargo, �V2
Vi

alcanza un máximo de 0.19 en � = 5,88 y después decrece hasta 0
para �! 1. Un análisis similar al realizado puede encontrarse en [3].

100 101 102 1030
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∆v
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Máx: λ=5.88

Figura 2: Coste de la transferencia de Hohmann en función de �.

15

El coste de la transferencia de Hohmann está representado en
la figura más arriba, incluyendo transferencias interiores.
Para λ→∞ tenemos el impulso de escape (

√
2− 1).

Sólo para valores de λ en torno a la unidad es más económica
la transferencia que el escape.
Existe un máximo, λ ≈ 15,58, para el cual el costo es máximo. 20 / 36
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Transferencia biparabólica/bieĺıptica I

3. Transferencia Bieĺıptica

3. Transferencia Bieĺıptica

En esta sección vamos a estudiar la transferencia bieĺıptica que nos permite pasar de una órbita
circular inicial a otra órbita circular de un radio mayor. En este caso, a diferencia de la transferencia
de Hohmann se utilizan dos órbitas de transferencia eĺıpticas para llegar a la órbita final y, por
tanto, se necesitan tres impulsos en vez de dos. A pesar de esto, vamos a ver como hay ciertos casos
en los que la transferencia bieĺıptica mejora el rendimiento de la transferencia de Hohmann.

La transferencia comienza con un impulso �V1 tangente a la órbita inicial que inyecta al veh́ıculo
en la primera órbita de transferencia eĺıptica. Cuando se llega al apoapsis de esta órbita, que se
encuentra a una cierta distancia rt del cuerpo central, se realiza un segundo impulso �V2 con el
que se pasa a la segunda órbita de transferencia, cuyo radio de periapsis coincide con el radio de la
órbita final deseada. Por tanto, al llegar al periapsis de la segunda órbita de transferencia se aplica
un tercer impulso contrario a la dirección del movimiento que inyecta definitivamente al veh́ıculo
en la órbita final. En la figura 25 se puede observar un esquema de esta transferencia.

En los próximos apartados vamos a comenzar realizando un análisis coplanar de la transferencia
bieĺıptica para poder compararla con la transferencia de Hohmann. Y después analizaremos el caso
de la transferencia bieĺıptica con cambio de plano.

Figura 25: Transferencia bieĺıptica coplanar.
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Es posible mejorar la transferencia de Hohmann
realizando más impulsos. La transferencia bieĺıptica
requiere tres impulsos (que siempre son tangentes)
y emplea dos órbitas de transferencia.

La primera órbita de transferencia tiene como
perigeo ri y apogeo rt ; mientras que la segunda
tiene como perigeo rf y apogeo rt .

Si rt =∞ la transferencia se denomina
“biparabólica” (caso a) ya que las dos órbitas de
transferencia son parábolas.

Se cumple a1 = ri+rt
2 y a2 = rf +rt

2 .

Se tiene ∆V1 =
√

2µ
ri
− µ

a1
−
√

µ
ri

,

∆V2 =
√

2µ
rt
− µ

a2
−
√

2µ
rt
− µ

a1
y ∆V3 = −

√
µ
rf

+
√

2µ
rf
− µ

a2
.
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3. Transferencia Bieĺıptica
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en los que la transferencia bieĺıptica mejora el rendimiento de la transferencia de Hohmann.

La transferencia comienza con un impulso �V1 tangente a la órbita inicial que inyecta al veh́ıculo
en la primera órbita de transferencia eĺıptica. Cuando se llega al apoapsis de esta órbita, que se
encuentra a una cierta distancia rt del cuerpo central, se realiza un segundo impulso �V2 con el
que se pasa a la segunda órbita de transferencia, cuyo radio de periapsis coincide con el radio de la
órbita final deseada. Por tanto, al llegar al periapsis de la segunda órbita de transferencia se aplica
un tercer impulso contrario a la dirección del movimiento que inyecta definitivamente al veh́ıculo
en la órbita final. En la figura 25 se puede observar un esquema de esta transferencia.

En los próximos apartados vamos a comenzar realizando un análisis coplanar de la transferencia
bieĺıptica para poder compararla con la transferencia de Hohmann. Y después analizaremos el caso
de la transferencia bieĺıptica con cambio de plano.

Figura 25: Transferencia bieĺıptica coplanar.
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Llamamemos como antes λ = rf
ri

y β = rt
ri

.

Se tiene ∆V1 = Vi

(√
2− 2 1

1+β − 1
)

,

∆V2 = Vi

(√
2
β − 2

λ+β −
√

2
β − 2

1+β

)
y

∆V3 = Vi

(
−
√

1
λ +

√
2
λ − 2

λ+β

)
.

Por tanto: ∆VT =

Vi

(√
2β

1+β − 1 +
√

2λ
β(λ+β) −

√
2

β(1+β) −
√

1
λ +

√
2β

λ(λ+β)

)

Si rt →∞, entonces β →∞ y

∆VT → Vi

(√
2− 1

) (
1 +

√
1
λ

)

Se tiene que ∆VT es decreciente con β, por lo tanto el
anterior valor es el ḿınimo.
El tiempo de transferencia será la suma de los dos

semiperiodos: TB = T1+T2
2 = π

(√
a3

1
µ +

√
a3

2
µ

)
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Figura 26: Comparación entre el coste de la transferencia de Hohmann y la transferencia bieĺıptica
en función de � y para distintos valores de �.

Esta figura es muy interesante porque nos permite conocer el coste de una maniobra tanto
si se realiza con una transferencia de Hohmann como con una bieĺıptica. Por un lado, para la
transferencia de Hohmann, se observa que el resultado es análogo al que se obtuvo en la figura 2.
El coste alcanza el máximo en � = 15,58, y para �! 1 el coste tiende a �VT

Vi
=

p
2 � 1.

Por otro lado, para la transferencia bieĺıptica encontramos tres tramos bien diferenciados: para
� < 11,94 la bieĺıptica no mejora a la de Hohmann con ningún valor de �; para 11,94 < � < 15,58,
la transferencia bieĺıptica mejora a la de Hohmann cuando se toman valores grandes de �. Un
análisis y ecuaciones que describen este hecho vienen dados por [4] citado en [12]; y para valores
de � > 15,58 la transferencia bieĺıptica mejora a la de Hohmann siempre que � > �. Como se
puede ver, el coste de la maniobra va disminuyendo con � hasta alcanzar el mı́nimo para valores de
� ! 1. Los valores � = 11,94 y � = 15,58 son conocidos como ĺımites cŕıticos del problema de la
transferencia [12]. Estos valores se obtienen del corte de la curva de la transferencia de Hohmann
con las curvas de la transferencia bieĺıptica para � ! 1 y � = 15,58 respectivamente.

Además, en esta figura 26 también se puede observar que las curvas de las transferencias bieĺıpti-
cas presentan una discontinuidad al llegar a � = �. Para � > � el radio de la órbita final es mayor
que el radio de apoapsis de las órbitas de transferencia. Cuando esto ocurre vemos que el coste
de la maniobra aumenta bastante. Esta es la razón de que, como dijimos anteriormente, no tenga
sentido en la práctica realizar una transferencia bieĺıptica con un valor de � > �.

Un dato curioso que podemos concluir de este análisis es que el coste de una transferencia de
Hohmann para ir a una órbita geoestacionaria ó a una lunar (� = 6,46 y � = 58,88 respectivamente)
suponiendo que no se realiza un cambio de plano orbital, es aproximadamente el mismo. Y se
puede encontrar una transferencia bieĺıptica a una órbita lunar cuyo coste sea menor que la de una
Hohmann para ir a una órbita geoestacionaria.

45

Se usan transferencias no tangenciales
para disminuir los tiempos, si bien
aumenta el coste.

El aerobraking puede disminuir mucho el
coste de una transferencia a una órbita
de menor radio, ya que se obtiene un
impulso “gratis”.

La transferencia biparabólica
(y por tanto la bieĺıptica)
sólo mejora a la de Hohmann
para λ > 11,94).

Para λ ∈ [11,94, 15,58] es
necesario tomar β grande
para mejorar la transferencia
de Hohmann.

Para λ > 15,58 la bieĺıptica
siempre mejora a la
Hohmann para β > λ.

Observación: el coste de ir a
la órbita lunar es similar al
coste de ir a GEO.
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Figura 27: Estudio del tipo de trasferencia (bieĺıptica ó de Hohmann) que es más eficiente en función
de la maniobra que se vaya a realizar.

La figura 27 es congruente con las conclusiones que se alcanzaron tras el análisis de la figura
26. En primer lugar, para valores de � < 11,94 la transferencia bieĺıptica no es mejor que la de
Hohmann en ningún caso. Para valores 11,94 < � < 15,58 hacen falta valores grandes de � para
que la transferencia bieĺıptica mejore a la de Hohmann. Podemos ver que en � = 11,94 � tiene
una aśıntota tendente a infinito, por lo que para que una transferencia bieĺıptica iguale el coste
de una de Hohmann para un valor de � cercano a 11.94, se tendrá que utilizar una transferencia
biparabólica, algo que como dijimos no interesa en la práctica. Por último, antes vimos que para
� > 15,58 la transferencia bieĺıptica mejora a la de Hohmann cuando � > �, y esto es lo que refleja
la figura 27.

En cuanto al tiempo que se emplea en realizar las maniobras, vemos que si se utilizan trans-
ferencias bieĺıpticas con valores razonables de �, se llega a multiplicar por 5 el tiempo que se
necesita para realizar el mismo cambio de órbita con una transferencia de Hohmann. Las curvas
de TB/TH = cte son monótonas crecientes con �. Esto quiere decir que si aumentamos el valor
de � manteniendo constante el valor de � en la transferencia bieĺıptica, el tiempo que se tarda
en completar la transferencia de Hohmann aumenta más que el tiempo que se tarda en realizar
la bieĺıptica. Dicho de otro modo, si al aumentar � mantenemos � constante, el valor de TB/TH

disminuye. Además, en las curvas se observa que al aumentar TB/TH la pendiente de las rectas
aumenta. Por este motivo, en una transferencia con � grande, el hecho de utilizar un valor de �
grande no va a hacer que el tiempo de la transferencia bieĺıptica crezca tanto con respecto a la de
Hohmann.

47

En la figura se aprecia el otro aspecto de usar una
transferencia bieĺıptica en lugar de una de Hohmann: aunque
disminuya el coste (en muchos casos ligeramente), aumenta
considerablemente el tiempo.
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Figura 20: Ahorro adimensional en función de � y �i.

2.3. Transferencia de Hohmann entre Órbitas Eĺıpticas

En este apartado vamos a analizar un caso particular de la transferencia de Hohmann entre
dos órbitas eĺıpticas coaxiales, es decir, que compartan la misma ĺınea de ápsides [7][1]. Esta trans-
ferencia raramente se utiliza en la práctica. Primero vamos a estudiar la transferencia coplanar
para después ver un caso con cambio de plano. La idea es la misma que en las transferencias de
Hohmann que hemos estudiado anteriormente: tenemos una órbita inicial y una órbita final y para
pasar de una a otra se utiliza una elipse de transferencia, también denominada elipse de Hohmann.
La diferencia en este caso es que tendremos dos posibles órbitas de transferencia debido al hecho
de que la órbita inicial y final son eĺıpticas. Una de las órbitas de transferencia va del perigeo de
la órbita inicial al apogeo de la final, y la otra órbita de transferencia va del apogeo de la órbita
inicial al perigeo de la órbita final. Todo esto se ilustra en la figura 21.

Figura 21: Transferencia de Hohmann entre órbitas eĺıpticas.

34

Entre dos órbitas eĺıpticas (alguna de ellas posiblemente
circular) coaxiales (con la misma ĺınea de ápsides), se puede
encontrar una maniobra óptima tipo Hohmann.
Las dos posibles trayectorias conectan el apogeo de una de las
órbitas con el perigeo de otra; la regla óptima consiste en
elegir el mayor de los apogeos. Observación: para una órbita
circular, los radios de apogeo y perigeo son iguales entre śı e
iguales al radio nominal (todos sus puntos son perigeo y
apogeo). 25 / 36
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5

Ejemplo comparando la maniobra óptima con la alternativa,
para varios casos.

26 / 36



Maniobras

Conceptos Generales
Maniobras de un solo impulso
Maniobras de más de un impulso. Transferencias
Rendezvous

Maniobra restringida de tres impulsos para cambio de
plano I

Para disminuir el coste de la maniobra de
cambio de inclinación, se puede considerar
una transferencia de tres impulsos.

Consideremos el caso circular, con dos
órbitas circulares de radio r1 y diferencia de
inclinación ∆i . Si se utiliza una sóla
maniobra, el gasto es ∆V = 2V1 sen ∆i/2.

Consideremos una órbita de transferencia con radio de perigeo
r1 y radio de apogeo r2. Una vez alcanzado r2, se cambia de
plano y se vuelve por una órbita de transferencia similar.

Por tanto: ∆V1 =
√

2µ
r1
− 2µ

r1+r2
−
√

µ
r1

, ∆V3 = ∆V1.

∆V2 = 2
√

2µ
r2
− 2µ

r1+r2
sen ∆i/2.

27 / 36



Maniobras

Conceptos Generales
Maniobras de un solo impulso
Maniobras de más de un impulso. Transferencias
Rendezvous

Maniobra restringida de tres impulsos para cambio de
plano II

Llamando λ = r2
r1

, se tiene: ∆VT =

2V1

(√
2λ

1+λ − 1 +
√

2
λ(1+λ) sen ∆i/2

)
.

Por tanto,
∆VT
V1

= 2
[√

2λ
1+λ

(
1 + sen ∆i/2

λ

)
− 1
]
.

Podemos buscar el valor de λ óptimo
maximizando el corchete.

Se llega a λOPT = sen ∆i/2
1−2 sen ∆i/2 .

De aqúı obtenemos la siguiente regla:
Si ∆i ≤ 38,94o , no emplear esta maniobra (no compensa).
Si 38,94o < ∆i ≤ 60o , emplear λ = λOPT.
Si ∆i > 60o , emplear λ→∞ (tan grande como sea posible).
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2.2. Análisis No Coplanar

2.2. Análisis No Coplanar

Estudiamos ahora la transferencia de Hohmann con un cambio de plano orbital �i. Mientras
que en el caso coplanar los impulsos de la transferencia eran tangentes a la trayectoria, en este caso
formarán un cierto ángulo (�i1 y �i2 respectivamente) con ésta. Esta maniobra es la transferencia
de dos impulsos óptima para cubrir la transferencia entre órbitas circulares con cambio de plano.
En la figura 3 se representa un esquema de esta transferencia.

Figura 3: Transferencia de Hohmann con cambio de plano repartido.

2.2.1. Cambio de Plano en el 2o Impulso

Para minimizar el coste energético de la transferencia vamos a analizar de qué forma hay que
repartir el cambio de plano entre los dos impulsos de forma que optimicemos la maniobra. Como
veremos más adelante, para valores de � > 1 prácticamente todo el cambio de plano se va a realizar
en el segundo impulso, por lo que es una buena simplificación que no penaliza mucho la eficiencia
de la maniobra.

Dejando todo el cambio de plano para el segundo impulso, el primer impulso será tangente y
se define de la misma forma que en el caso coplanar: �V1 = Vp � Vi. Para el segundo impulso nos
quedará un triángulo de velocidades como el de la figura siguiente.

Utilizando el teorema del coseno se puede deducir de la figura que el segundo impulso viene
dado por:

16

Es t́ıpico tener que realizar una maniobra
para cambiar el radio y una maniobra para
cambiar de plano.

Es más económico realizar ambas maniobras
simultáneamente.

Se puede realizar el cambio de plano
simultáneo con el primer impulso, con el
segundo, o “repartirlo” entre ambos.

2. Transferencia de Hohmann

�V2 =
q

V 2
a + V 2

f � 2VaVf cos(�i) (2.13)

2.2.2. Cambio de Plano Repartido

2.2.2.1. Estudio de la Distribución del Cambio de Plano

Ahora vamos a estudiar el caso en el que se reparte el cambio de plano entre los dos impulsos.
Tendremos un cambio de plano �i1 en el primer impulso y un �i2 en el segundo. Siguiendo el
mismo razonamiento que antes ambos impulsos vendrán dados por las siguientes expresiones:

�V1 =
q

V 2
p + V 2

i � 2VpVi cos(�ii) (2.14)

�V2 =
q

V 2
a + V 2

f � 2VaVf cos(�i2) (2.15)

siendo �i = �i1 +�i2. El coste total de la maniobra vendrá dado por la suma de los dos impulsos.
Si ahora adimensionalizamos el impulso total de la maniobra con la velocidad inicial nos queda lo
siguiente:

�VT

Vi
=

s
1 +

V 2
p

V 2
i

� 2
Vp

Vi
cos(�i1) +

s
V 2

f

V 2
i

+
V 2

a

V 2
i

� 2
VfVa

V 2
i

cos(�i ��i1) (2.16)

En esta última ecuación hemos tenido en cuenta que �i2 = �i��i1. Sustituimos las expresiones
de las velocidades (2.4-2.7) para que nos quede todo en función de �, �i y �i1:

�VT

Vi
=

s

1 +
2�

1 + �
� 2

r
2�

1 + �
cos(�i1) +

s
1

�
+

2

�(1 + �)
� 2

�

r
2

1 + �
cos(�i ��i1)

=

s
1 + 3�

1 + �
� 2

r
2�

1 + �
cos(�i1) +

s
3 + �

�(1 + �)
� 2

�

r
2

1 + �
cos(�i ��i1)

(2.17)

Para asegurar la máxima eficiencia de la maniobra tenemos que obtener los valores óptimos
de �i1 y �i2 que realizamos en el primer y segundo impulso respectivamente. Para ello vamos

17

El “reparto” del cambio de inclinación se puede realizar de
forma óptima.
El nuevo ∆V se encuentra usando el teorema del coseno.
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2. Transferencia de Hohmann

ó � ⇠ 58,8, que se corresponden con las transferencias desde una órbita de aparcamiento cercana a
la Tierra (h ⇠ 150km) a una órbita geoestacionaria y a la Luna respectivamente, se puede ver que
el porcentaje de �i que realizamos en el primer impulso es muy inferior al del segundo impulso.
De aqúı se deduce que la aproximación que realizamos anteriormente concentrando todo el cambio
de plano en el segundo impulso no perjudica en exceso la eficiencia de la maniobra.

Por otro lado, para � < 1, que es el caso en el que queremos pasar de una órbita circular a otra
de un radio menor, vemos que el comportamiento es el opuesto al anterior. Ahora para optimizar
la maniobra realizamos la mayor parte del cambio de plano en el primer impulso. Por tanto, para
� < 1 podŕıamos hacer la simplificación de realizar todo el �i en el primer impulso sin que esto
afecte mucho a la eficiencia. Además, el porcentaje de �i1 presenta un mı́nimo que al aumentar
�i aumenta su valor y se va desplazando hacia valores de � más pequeños (el mı́nimo se desplaza
hacia la izquierda con �i).
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Figura 4: Porcentaje de cambio de plano que realizamos en el primer impulso.

En la anterior figura, debido a que se ha representado el porcentaje de �i1 en vez del valor real
de ese cambio de plano, no se aprecia el hecho de que según la transferencia que realicemos (valor
de �), �i1 alcanza un máximo con �i. En la figura 5 se representa la variación de �i1 en grados
en función de � para diferentes valores de �i. En esta figura se observa que para cada valor de �, el
máximo de �i1 se da para un valor de �i distinto. Además, también es muy interesante comprobar
que para que la maniobra sea óptima, el mayor cambio de plano que se realiza en el primer impulso
no llega a superar los 6o en ningún caso (para cualquier � y �i).

Este hecho se observa claramente en la figura 6, en la que representamos la variación de �i1 en
grados frente a �i para el caso práctico de la transferencia desde una órbita de aparcamiento a una
órbita geoestacionaria (� ⇠ 6,5). En este caso vemos que �i1 alcanza un máximo para �i = 61,6o.
Por este motivo interesará repartir el cambio de plano cuando tengamos un �i cercano a este

19

En la figura está la optimización resuelta para varios λ y ∆i .
Se observa que salvo ∆i pequeños, en general casi todo el
impulso se realiza en el impulso más lejano (el 2o cuando se
aumenta el radio, y el 1o cuando se disminuye).
Para evitar resolver la optimización, en problemas realizaremos
todo el cambio de plano en el impulso más lejano. En la
práctica siempre se resolveŕıa. 30 / 36
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Rendezvous e intercepción

Rendezvous/intercepción: Encontrar una transferencia para ir
de un punto dado de una órbita a un punto dado de otra.
El problema genérico es equivalente al problema de Lambert;
algunos casos particulares se pueden resolver mediante las
maniobras y transferencias que hemos visto.
Estudiamos el caso en el que ambos puntos están en la misma
órbita, pero desfasados en su anomaĺıa verdadera.
En dicho caso la maniobra de rendezvous se llama “phasing”.
Consideramos primero órbita circulares y luego elipses. 31 / 36
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Maniobra de phasing en órbitas circulares I

Órbita de Phasing
(En atraso)

Órbita de Phasing
(En adelanto)

Objetivo (t0)

Objetivo (t1)
Interceptor (t0,t1)∆v

∆v

Objetivo (t0)

Objetivo (t1)
Interceptor (t0,t1)

ν
ν

Tema 7

32

Lsobjetivo

Do

Órbita de Phasing
(En atraso)

Órbita de Phasing
(En adelanto)

Objetivo (t0)

Objetivo (t1)
Interceptor (t0,t1)∆v

∆v

Objetivo (t0)

Objetivo (t1)
Interceptor (t0,t1)

ν
ν

Tema 7

32

Lsobjetivo

Do

Puede haber dos casos: el interceptor se
encuentra un ángulo ν en atraso (arriba) o un
ángulo ν en adelanto (abajo).

La idea es modificar ligeramente la órbita del
interceptor, de forma que al volver a pasar por
el punto de inicio, se encuentre al blanco.

Si T es el periodo de la órbita común, el nuevo
periodo ha de ser Tph = T (1− ν

2π ) (atraso) o
Tph = T (1 + ν

2π ) (adelanto).

A partir de Tph obtenemos aph =
(
µ(

Tph

2π )2
)1/3

y el impulso ∆V1 =
√

2µ
r −

µ
aph
−
√

µ
r

necesario. Para regresar a la órbita inicial habrá
que aplicarlo una segunda vez, frenando. Por
tanto ∆VT = 2∆V1. 32 / 36
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Maniobra de phasing en órbitas circulares II

El tiempo que se tardará en realizar la maniobra de phasing
será igual a Tph.

Para reducir ∆V se puede realizar la maniobra más despacio,
imponiendo que el encuentro sea tras k órbitas de phasing del
interceptor. Entonces Tph = T (1± ν

2πk ), bajando ∆V , pero el
tiempo de maniobra será entonces kTph.

En ciertas misiones donde se quiere ubicar un satélite en una
órbita circular con una cierta anomaĺıa verdadera, se puede
dejar al satélite en una cierta órbita con menor altitud (drift
orbit) de forma que eventualmente adquiera la anomaĺıa
verdadera deseada, momento en el cual se realizará la
transferencia final a la órbita de destino ya con el valor
correcto de θ.
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Maniobra de phasing en órbitas eĺıpticas I

En realidad no existen órbitas perfectamente circulares. Un
análisis más preciso requiere considerar la maniobra de
phasing para órbitas eĺıpticas.
La idea es modificar la órbita del interceptor de modo que
cuando complete un número entero de periodos se encuentre
con el blanco o posición final deseada. Sin embargo, un
phasing en órbitas eĺıpticas se debe hacer usando tiempos, no
ángulos, ya que la ley de áreas determina que los ángulos no
se recorren de forma regular.
Si T es el periodo de la órbita en la que se encuentra el
interceptor, θA la anomaĺıa verdadera del interceptor y θB la
anomaĺıa verdadera de la posición final que se quiere alcanzar,
el periodo de la órbita de phasing debe ser Tph = T − tAB
siendo tAB = ∆t(θB)−∆t(θA), donde los incrementos de
tiempo se calculan según las leyes horarias.
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Maniobra de phasing en órbitas eĺıpticas II

Este planteamiento engloba tanto cuando el
interceptor está en retraso como cuando está en
adelanto ya que en el primer caso tAB > 0 y en
el segundo tAB < 0, interpretándose como que
en la situación de retraso el periodo de la órbita
de phasing es menor que el de la órbita de
referencia y al contrario en adelanto.

A partir de Tph se obtiene aph y el impulso

∆V1 =
√

2µ
r −

µ
aph
−
√

2µ
r −

µ
a . Su signo

dependerá de si el interceptor está en retraso o
en adelanto. En cualquier caso, el impulso ∆V2

será igual en módulo y de sentido contrario a
∆V1 de modo que ∆VT = 2|∆V1|.
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Maniobra de phasing en órbitas eĺıpticas III

Al igual que cuando se analizaban las órbitas circulares, es
posible disminuir ∆VT realizando la maniobra más despacio.
Para ello se considera Tph = T − tAB

k , siendo k el número de
revoluciones en que se completa el phasing. El tiempo de
maniobra será entonces kTph.

A priori esta maniobra puede hacerse en cualquier punto de la
órbita puesto que lo único que hay que satisfacer es tardar un
tiempo mayor o menor, según el caso, al periodo para volver
donde estaba. Sin embargo, resulta conveniente realizarla en
el perigeo de la órbita atendiendo a la ecuación de la enerǵıa.
De ella se deduce que el mayor aumento posible de enerǵıa se
da donde la velocidad inicial es la mayor, por lo que el mismo
nivel de impulso ∆V provoca mayores cambios en aph y, por
tanto, en el periodo.
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