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Trigonometria Esférica

Geometria en esferas

Definiciones y Férmulas
Aplicaciones
El tridngulo astronédmico

En problemas de misiones geocéntricas, es
necesario considerar las érbitas en el espacio
en el entorno de la Tierra.

No es posible limitarse al problema plano,
por lo que es necesario trabajar en un
entorno geométrico tridimensional.

Asimilando la superficie de la Tierra a una
esfera, se usan coordenadas esféricas (segtin
el sistema de referencia, latitud ¢ y longitud
A o declinacién § y ascensién recta AR).

En este marco, aparecen tridngulos y

circunferencias esféricos; estos son el objeto

de estudio de la trigonometria esférica. .
1
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Definiciones y Férmulas
Aplicaciones
El tridngulo astronédmico

Trigonometria Esférica

Trigonometria Esférica |

Objeto: Estudiar relaciones angulares en triangulos esféricos (los
tridngulos de la geometria esférica).

m En una esfera, un “circulo mayor” (gran
circulo, circulo maximo) viene dado por la
interseccion de un plano que pasa por el
centro de la esfera con la esfera.

m Las “rectas esféricas” (geodésicas) son
los circulos mayores. Obsérvese que
cualesquiera dos rectas esféricas cortan
siempre en dos puntos; por tanto, no
existen paralelas en geometria esférica.

La Encyclopaedia Britannica de 1911 dice:

“Perhaps to the student there is no part of ele. M E| @ngulo entre dos rectas esféricas viene
mentary mathematics so repulsive as is spherical dado por el a’ngulo entre |aS tangentes

geometry.” ©
en el punto de corte. —
3/69



Trigonometria Esférica

Trigonometria Esférica Il

Al-Jayyani

Matematico musulman nacido en Cérdoba o Jaén
en el siglo X. Escribié el primer tratado sobre trigo-
nometria esférica, “Libro de los arcos desconocidos
sobre una esfera” .

Definiciones y Férmulas
Aplicaciones
El tridngulo astronédmico

Un tridngulo esférico es el
determinado por tres rectas esféricas.

En un tridngulo esférico hay seis
angulos: los formados entre las rectas
en los vértices, que llamaremos «, By
v, (que NO suman 180°) y tres
angulos interiores, a, b, y ¢, que se
oponen a los anteriores.

Obsérvese que si el radio de la esfera

es unidad, entonces a, by ¢ (en

radianes) corresponden a las

longitudes de los arcos que forman el

tridngulo; por ello se denominan

“lados”, mientras que a, By 7y son

los “angulos” . u
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Trigonometria Esférica

Definiciones y Férmulas
Aplicaciones

El tridangulo astronémico

Trigonometria Esférica |l

Figura: Representacion de un
tridngulo esférico
m Existen otras férmulas,

pero éstas son las mas
importantes. A veces se
usan simultdneamente
para resolver
ambiguedades de signo.

m Por simplicidad, podemos representar un
triangulo esférico como en la figura.

m Se cumplen las siguientes relaciones:

m Leyes de cosenos:

cos a
cos b
CoS C
CoS &
cos 3

COS 7Y

cos b cos ¢ + sen bsen c cos «
Cos acos ¢ + sen asen c cos 3
cos bcos a + sen bsen acos y
— cos (3 cos y + sen Bsen -y cos a
— COS (v COS Y + sen aseny cos b

— Cos 3 cos a + sen 3 sen . cos €

m Ley de senos:

sena  senf3  senwy

sen a sen b sen ¢

(me
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Definiciones y Férmulas
Aplicaciones
El tridngulo astronédmico

Trigonometria Esférica

Relacion entre Trigonometria Esférica y Plana

m Obsérvese que si los lados a, b, ¢ son pequenos, entonces se
tiene que sena~ ay cosa~ 1 — a%/2.
m Usando estas aproximaciones:

m La ley del coseno (cos a = cos bcos ¢+ sen bsen ¢ cos «) queda:

2 b2 2 b2 2 b22
1—%%(1—?)(1—%)+bccosa:1— 5 —C2 + 4C + bc cos a

despreciando términos de orden alto y cambiando el signo:
a’ = b* + ¢* — 2bccos

m La ley de senos queda:
sena senf3  sen-y

a b C

m Estos son los teoremas del seno y el coseno de trigonometria
plana. Por tanto para pequenas distancias la trigonometria
esférica coincide con la plana. ¥

Ty,
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Definiciones y Férmulas
Aplicaciones
El tridangulo astronémico

Trigonometria Esférica

Area de un tridngulo esférico

m El razonamiento anterior permite intuir que
cuanto mas “grande’ sea un triangulo
esférico, mas grande serd la desviacién de un
tridngulo plano.

m Esta idea intuitiva se puede cuantificar
mediante el llamado Teorema de Girard.

m Sillamamos S a la superficie del tridngulo esférico, y R al
radio de la esfera en |la que estd inscrita el tridngulo, se

verifica que:
S=(a+p+~—7m)R?

m S cuantifica el tamaio del tridngulo, y la férmula
a+ 0+ v — m (Illamada el exceso esférico) cuantifica la
desviacion de la trigonometria plana (donde los angulos de un
tridngulo suman ). L



Definiciones y Férmulas
Aplicaciones
El tridangulo astronémico

Trigonometria Esférica

Trigonometria Esférica: Aplicaciones

m En misiones geocéntricas o planetocéntricas en general
(tomando como modelo del planeta una esfera), la
trigonometria esférica permite determinar cantidades de
interés a partir de los elementos orbitales conocidos.

m Primera Aplicacion: Encontrar la latitud /declinacién de un
satélite dada su anomalia verdadera 6 y el argumento del

perigeo w.

m En este caso, v =90°, a= ¢ = (la latitud
o declinacién), a = i (la inclinacién sobre el

ecuador) y c = w + 0.

m Aplicamos la ley de senos:
sen¢  sen(w + 0)
seni  sen90°

) de donde despejamos la latitud como

. sen ¢ = sen(w + 6)sen i
7 8 /69
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Definiciones y Férmulas
Aplicaciones
El tridangulo astronémico

Trigonometria Esférica

Trigonometria Esférica: Lanzamiento |

m Segunda Aplicacién: Determinar la inclinacién de una érbita a
partir del azimut de lanzamiento y la latitud de la base de
lanzamiento.

m Hipotesis:
m La trayectoria de lanzamiento es
coplanaria con la drbita.
m Se desprecia el efecto de rotacion de
la Tierra.

m En este caso, v = 90°, a = ¢,
B=Az,a=iyc=w+0.

m Aplicamos la ley de cosenos a I:

cosi = —cosAzcos90°
wif A ¢ +sen Azsen 90° cos ¢
L de donde [cosi — sen Az cos gb] =

9/69



Trigonometria Esférica

Definiciones y Férmulas

Aplicaciones

El tridngulo astronédmico

Trigonometria Esférica: Lanzamiento ||

m Puesto que cosi = sen Azcos ¢, con Az = 90° (lanzamiento
hacia el Este) se tiene i = ¢. En cualquier otro caso, i > ¢.

m Cada base posee un azimuth maximo y minimo de lanzamiento
por razones geograficas, estratégicas y de seguridad.

m Habria que anadir la velocidad de rotacién de la Tierra en la
base, que es vi = wgr cos ¢ ~ wg Re cos ¢, con direccion Este.

el

i

-

=

Air Force Base

N

56° Inclination

Mimut;l/
L

ET Disposal
Problem

P ia”

tp-:linalinn 57°
Kennedy 2
Space Center 2?-5
39°

SRB
Impact
* Allowable
Launch
Azimuth

90°
120°

il

A

N\

P

b

N

LS
AN

>/

Space Shuttle Launch Sites

fme

10/ 69



. , L. Definiciones y Férmulas
Trigonometria Esférica .
Aplicaciones

Trazas, cobertura y visibilidad - _
El tridngulo astronémico

Trigonometria Esférica: Lanzamiento |l

m Sitios de Lanzamiento:
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Definiciones y Férmulas
Aplicaciones
El tridngulo astronémico

Trigonometria Esférica
Trazas, cobertura y visibilidad

Trigonometria Esférica: Lanzamiento |V

m Sitios de Lanzamiento:

TABLE 6-2. Locations of Selected Launch Sites. Minimum and maximum azimuth values
are usually determined so launches don’t fly over populated areas. [Source: Lar-
son and Wertz (1992, 679-681) and Chiulli (1994))

Site Latitude () Longitude ()  Azimuth Min (°)  Azimuth Max ()
Vandenberg 34.600 000 -120.600 000 147 201
Cape Kennedy 28.500 000 -80.550 000 37 112
Wallops 37.850 000 ~75.466 67 30 125
Kourou 5.200 000 ~52.800 000 340 100
San Marco -2.933 333 40.200 000 50 150
Plesetsk 62.800 000 40.600 000 330 90
Kapustin Yar 48.400 000 45.800 000 350 920
Tyuratam 45.600 000 63.400 000 340 90
Sriharikota 13.700 000 80.250 000 100 290
Shuang-Ch'Eng-Tzu 40.416 667 99.833 333 350 120
Xichang 28.250 000 102.200 000 94 105
Tai-yuan 37.766 667 112.500 000 92 190
Kagoshima 31.233 333 131.083 333 20 150
Woomera -30.950 000 136.500 000 350 15
Yavne 31.516 667 34.450 000 350 120

fme
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Definiciones y Férmulas
Aplicaciones
El tridangulo astronémico

Trigonometria Esférica

Trigonometria Esférica: Lanzamiento V

m Ventanas de Lanzamiento: Determinar la hora del lanzamiento
de forma que €2 sea la deseada.

m El dngulo formado entre la base y T serd 2 + \,,
donde A\, esta definida en la figura. Por definicién
dicho dngulo es LST.

m Encontramos )\, de la siguiente férmula

cosAz = —cosicos90° + senisen90°cos Ay

de donde [cos Ay = %J Para decidir la solucién

sen Az sen ¢
sen |

m Luego Q+ X, =LST =GST+ XA =GSTy+ A+ wat.

del arco coseno se usa sen A\, =

w+0 SAz
m Por tanto: |t = Q+’\“_’\_GST°].
We
7: - 1 ré
N m La “ventana de lanzamiento” At vendrd dada ¢

por la tolerancia AS2. 13 /69



Definiciones y Férmulas
Aplicaciones
El tridngulo astronédmico

Trigonometria Esférica

Trigonometria Esférica: Lanzamiento VI

m Azimuts de Lanzamiento: Determinar el angulo de
lanzamiento de forma que / sea la deseada o lo mas cercana
posible, partiendo de cos/ = sen Az cos ¢pase, CON

i € (0°,180°), y Az € (0°,360°) desde el Norte en sentido
horario. Se sigue un procedimiento.

A 1.42 = 0°
1 =90°
N .
i1 I i T
Az = 270° o) A)Z = 90°
[ = 180° — Iqbbasel = iméx E L= |¢base| = limin
i1 i 7
S

Az = 180°
i =90°

(me
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Trigonometria Esférica: Lanzamiento VI

Trigonometria Esférica

Aplicaciones

Definiciones y Férmulas

El tridngulo astronédmico

ie (|¢Base|190°)

Az=270° W <

i€ (90°,180°- | P gase | )

m llustracion adicional sobre el lanzamiento.

E Az=90°

I = |¢Base|

ie (|¢Base|’ 900)

'__> Se hace directa
v

S
Az=180°

Zona en la que se
puede lanzar

— |¢Base|

180°- | P gase |

Las inclinaciones alcanzables
desde la base estan comprendidas entre:

[l ¢ Base |, 180°- | ¢ Basel]

fme
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Trigonometria Esférica

Definiciones y Férmulas
Aplicaciones
El tridngulo astronédmico

Trigonometria Esférica: Lanzamiento VIII

Cabo Canaveral

(AZpin = 37°, Az s = 112°)

Az =0° NN
37°
I.-rrn'.;'u: = 58070
< r I.-Irm'."n = |¢!Jn.se|
S = 28.5°
12°
Woomera

(AZpin = 350° Azy4, = 15°)

A, =0° | N
350>’
I.-min = 77.18°
ime’lx =[8.57

AN

m Representar los azimuths minimo y maximo

disponibles en la base de lanzamiento.

La inclinacidn maxima serd la correspondiente a
tener sen Az més cercano a —1 (QOeste).

La inclinacién minima sera la correspondiente a
tener sen Az mds cercano a 1 (Este).

Existen algunos puntos clave:

(Norte) Az =0° — i = 90°,

(Este) Az =900° — | = ’Cbbase‘ = Imin,

(Sur) Az = 180° — i = 90°,

(Oeste) Az =0 — i = 180° — |dpase| = imax

Si no coincide con algunos de los puntos anteriores,
y la inclinaciéon es alcanzable, el azimuth o

. . . B
necesario se obtiene de cos/ = sen Az cos @pase
16 / 69



Definiciones y Férmulas
Aplicaciones
El tridangulo astronémico

Trigonometria Esférica

Trigonometria Esférica: Aplicaciones

m Ascension recta/longitud: Determinar la ascensién recta y/o
la longitud geografica de un satélite en un cierto instante.

A m Se usa la misma figura. En este caso Az serd el
azimut (geocéntrico inercial) con el que el satélite
surca una determinada zona.

w0 SAz
m Se calcula en primer lugar el valor de 6 en el
z instante de tiempo y luego ¢ (o d cuyo valor es el
A mismo) como antes.

m Posteriormente se aplica cos(w + 0) = cos ¢ cos A,,. Se
encuentra entonces A,. Para evitar calcular ¢ se puede usar:
tan A, = cositan(w + 0).
m El angulo formado entre el satélite y T serd 2 + A,. Por tanto
dicho angulo es la ascension recta del satélite:
AR = Q + arctan (cositan(w + 0)).
m Se calcula A de la férmula Q + A, = GSTo + A + wgt, luego: ¢

A= Q — GSTy — wgt + arctan (cos i tan(w + ). 17 /69



Definiciones y Férmulas
Aplicaciones
El tridangulo astronémico

Trigonometria Esférica

Ejemplo: Ascensidon Recta y Declinaciéon del Sol |

Problema: determinar la Ascension recta y declinacién del Sol
un cierto dia D a la hora t (UT).

Datos: D, t, y la fecha del Equinoccio de Primavera de dicho
ano tr.

Con los datos calculamos AT (en dias) como la diferencia
entre la fecha actual y la del Equinoccio de Primavera (se
suele despreciar t). Se hace la hipdtesis de que un ano tropical
= 365.25 dias.

Método 1:Si sélo hace falta la AR del Sol, se puede aproximar
por la AR del Sol Medio, que serd GST + 15(12 — t), donde t
se escribe en horas. Error maximo 5 grados.

Método 2: Suponiendo que la érbita de la Tierra es circular.
Entonces ug = 36A57T25. De las férmulas vistas anteriormente:

ARy = arctan (cosetan(ug)) (resolver ambigliedad segin la
época del afio) y do = arcsen(senesen ug). Se comete un o

pequeno error (maximo 2 grados). =
18 /69




Definiciones y Férmulas
Aplicaciones
El tridangulo astronémico

Trigonometria Esférica

Ejemplo: Ascension Recta y Declinacién del Sol |

Método 3: Si se considera tanto la inclinacién como la
excentricidad de la Tierra, hay que usar la ecuacion de Kepler.
Llamar 6+~ a la anomalia verdadera de la Tierra en el
equinoccio de Primavera. Se tiene 6 = 180 — wg (porque
ur = 180 desde el punto de vista del Sol). Calcular con leyes
horarias AT~ (tiempo entre perihelio y equinoccio).

El tiempo transcurrido desde perihelio es

ATg = AT 4 AT~; calcular con leyes horarias 0g(ATg).
Se tiene Uy = wa + 0g ¥y Uy = 180 + ug.

Finalmente: AR = arctan(cosetan(ug)) (resolver
ambigiiedad segiin mes) y d5 = arcsen(sen esen ug). Error
muy pequefio (sobre todo si no se desprecia t).

Se puede afinar alin mas (p.ej. para calcular eclipses)
incluyendo la precesion de los equinoccios y perturbaciones.
Otros datos de entrada pueden ser las fechas de afelio,
perihelio, solsticios...

(me
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Definiciones y Férmulas
Aplicaciones
El tridangulo astronémico

Trigonometria Esférica

El triangulo astrondmico |

m La aplicacién mas importante de la trigonometria esférica a la
astronomia es el llamado “tridngulo astronémico”. Permite
resolver los problemas de la astronomia esférica que
planteamos en el Tema 1.

m Sea un cuerpo S “infinitamente” distante de la Tierra, con
declinacién dg, cuyas coordenadas topocéntricas respecto a un
observador O son su elevacién h y azimut Az. El observador
se encuentra en un punto de la Tierra de latitud ¢, y el angulo
horario de S respecto al observador es Hs.

m Recordemos que el dngulo horario es la diferencia entre el
meridiano del observador y el meridiano en el que se
encuentra S, de forma que
Hs = LST — ARs = GSTy + A + wept — ARs).

m El tridngulo astrondmico permite obtener una pareja de datos
(coordenadas de S topocéntricas o geocéntricas, coordenadas
del observador) a partir del resto.



Definiciones y Férmulas
Aplicaciones
El tridangulo astronémico

Trigonometria Esférica

El triangulo astronomico Il

7 90°- ¢ P

Az - Hs

90°-h

Seria el equivalente al meridiano donde esta el observador.

. .. Plano tangente a la Tierra desde
Equivalente al meridiano

la posicion del observador.

en el que esta S

Ecuador Celeste

fme
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Definiciones y Férmulas
Aplicaciones
El tridangulo astronémico

Trigonometria Esférica

El triangulo astronomico ll|

m La clave para plantear el tridngulo consiste en desplazar el
centro del sistema de referencia geocéntrico al observador
(esfera celeste centrada en observador); no se alteran las
coordenadas angulares de S por la hipdtesis de estar
“infinitamente” distante de la Tierra.

90-¢

m En la figura, Z es el zenit,
N,S,E,W los puntos
cardinales, y P la direccidon
del eje de la Tierra (hacia la
estrella polar).

m Si el cuerpo S es préoximo a
la Tierra, hay que usar
ascension recta y declinacion
topocéntricas (o resolverlo

w

1

‘ horizont con vectores). -

S orizonte 22/69

ecuador celeste



Definiciones y Férmulas
Aplicaciones
El tridangulo astronémico

Trigonometria Esférica

El triangulo astronémico IV

90-¢ m Del tridngulo, obtenemos aplicando dos veces la ley
de cosenos y recordando que sen(90 — o) = cosa y
cos(90 — o) = sen q, se tiene:

90-h

sends = sen@senh+ cos ¢ coshcos Az,
senh = sen¢@sends + cos@cosoigcos Hg,

m Hay que recordar que: Hs = GSTo + A + wgyt — ARs.

m Usando las dos ecuaciones y sustituyendo Hs podemos
obtener una pareja cualesquiera de datos:

m Problema de posicionamiento: hallar ds, ARgs.

m Problema de observacidon: hallar h, Az.
m Problema de navegacion: hallar ¢, A.

m Hay que tener cuidado con las ambiguedades de signo; se

puede usar la ley de senos f:eons?; — —sigs’ff y recordar que

557 (rba h € [_9007 900]- LR




Definiciones y Férmulas
Aplicaciones
El tridngulo astronémico

Trigonometria Esférica

El triangulo astronomico V

> 111 Estrella Polar

Distancia @ - S — ®

m Casos particulares: Sol al mediodia, estrella polar.

fmeo

24 /69



Trazas (Groundtracks)
Circulos Esféricos

Trazas, cobertura y visibilidad R

Trazas |

m Traza: Lugar geométrico de los puntos (llamados puntos
subsatélite) de la superficie de la Tierra (u otro planeta)
directamente sobrevolados por el satélite o vehiculo.

m Las trazas son de gran utilidad a la hora de formular y
verificar requisitos en el diseno de misiones geocéntricas o
planetocéntricas, al ofrecer una representacién grafica de la
orbita desde el punto de vista de la superficie.

m Debida a la combinacién del movimiento (posiblemente
excéntrico) del satélite y de la Tierra, ademas del efecto de las
perturbaciones, el cobmputo de la traza no es trivial.

m Se suelen representar en una proyeccién terrestre tipo
cilindrica.



Trazas (Groundtracks)
Circulos Esféricos

Trazas, cobertura y visibilidad R

Proyecciones |

m La proyeccion de Mercator es una
proyeccién cilindrica definida por
una transformacién conforme.

Central Meridian
{selected by mapmaker)

Great distortion at
i high jatitudes

Examples of two rhumb
lines (direction true
between any
two points)
Equator touches cylinder
if cylinder is tangent

m Por tanto, tiene la propiedad de
que los dangulos medidos en la

Reasonably true shapes
and distances within
15 degrees of Equator

D5 e o2 = proyeccién corresponden con
L vy ) angulos reales.
T T 4‘L m Adema3s, tiene la propiedad de que
e las lineas de rumbo constante son
lineas rectas.

m No obstante, lejos del Ecuador la
| proyeccidn no es fidedigna, y los
T | TTT puntos cercanos a los polos (que se
~_ IS Qs proyectan en el infinito) quedan ¢
a alturas muy elevadas.

26 / 69



Trazas (Groundtracks)
Circulos Esféricos

Trazas, cobertura y visibilidad R
Proyecciones ||
0 60" 120° 180° 240° 300° 0°
L ] ] T ._l
. !EE?!.I!!!II . - ‘_!ggigéggiL .._I -
e -

-60°

0" 60° 120° 180" 240° 300° 0

m La proyeccién cilindrica equidistante escala los paralelos de
forma que angulos iguales abarcan distancias iguales. Por
tanto longitud y latitud tienen una escala lineal y uniforme.
m Por tanto, no es conforme, sin embargo permite representar
toda la Tierra en una superficie finita, por lo que es mas util .

que la de Mercator para representar trazas.
27 /69



Trazas (Groundtracks)
Circulos Esféricos

Cobertura y Visibilidad

=\
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P

\‘.ﬁﬁm@w@ﬁil
»\s\oﬁ e e taean
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ENGLETR

NS e

7
NS

Trazas, cobertura y visibilidad
(Also used by and named for' Postel; 1581)

Azimuthal Equidistant; Azimuthal;
Neither Conformal or Equal-area;

Originator Unknown; Ancient;

Proyecciones ||

m La proyeccidon azimutal equidistante es una proyeccién sobre

un plano tangente a la Tierra.
m Es atil para observar fendmenos cercanos al punto de

o
8]
Trm=,

tangencia. Las distancias y direcciones sélo son verdaderas
medidas desde el punto de tangencia.
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Trazas (Groundtracks)

o Circulos Esféricos
Trazas, cobertura y visibilidad R

Proyecciones |V

m La proyeccidn estereografica es
una proyeccién conforme sobre
un plano tangente a la Tierra
(tipicamente en el polo).

m Esta proyeccion respeta angulos
pero no areas, ademas requiere
una superficie infinita ya que el
punto opuesto al de tangencia
se proyecta en el infinito.

m La representacion es muy buena en las proximidades del punto
de tangencia, con lo que se usa con frecuencia para estudiar
orbitas proximas al polo, o la visibilidad de estaciones de
elevada latitud.

fme
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Trazas (Groundtracks)
Circulos Esféricos

Trazas, cobertura y visibilidad R
— 24
o Y \\ \4 - ~
d h . . ), paR Y 4y
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m La traza se representa usualmente sobre una proyeccién
cilindrica equidistante como una curva (A(t), ¢(t)).

m Las latitudes méximas alcanzadas por la traza son +i (para
érbitas directas) y £(180 — /) para orbitas retrégradas.

m Sila Tierra no rotase y en ausencia de perturbaciones, la
curva se cerraria tras 1 revolucién, asemejandose a una
sinusoidal. En general, no se cierra, y el retraso nodal
AN = —wg TPAT (en radianes por revolucién). Considerando
la perturbacién secular del J», AN = —(wg — Q) TRAT.
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Calculo de la Traza |

m La traza se puede determinar

los elementos en t = 0. En primer
lugar consideramos el modelo sin
perturbaciones.

m De la figura, u(t) =w+6(t) y
sen ¢(t) = sen u(t)sen .

m Por otro lado: tan u(t) cosi =
tan (GSTo + wgt + A(t) — Q).

m Por tanto las ecuaciones que determinan la traza son:
¢(t) = arcsen (sen u(t)sen )
At) =Q— GSTg — wgt + arctan (tan u(t) cosi).

m Queda determinar u(t) en funcién de t. Si la érbita es

analiticamente, si se conoce GSTg y

|

circular, u(t) = w + 6y + nt. 31/69
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Calculo de la Traza Il

Semieje

Mayor Directas Retrégradas . .
m En el caso circular, las ecuaciones son, por

a=1.02 UD, i il \‘*\ / tanto:

T EeE, T ¢(t) = arcsen | sen [w + O + t &3 sen i
a=4.01UD,, / ;\ ] : S / (REB +h)

A Lo o At) =Q—GSTog —wgt+arctan | tan |w + Op + t &3 cos i
2=6.20 Uy Y et (Rg+h)

. m Al aumentar la altura, aumenta el periodo y
a=6.59 UDg, SE-isNEn:

e por tanto aumenta el retraso nodal
2-690UD, - AX= —wg IsaT, hasta llegar a la altura
T geoestacionaria, donde es exactamente 360°.
a=10.0 UDg, e | T , o
\‘ T ~m Para alturas mayores, la érbita es

“supersincrona’ y la mayor parte de la traza
es retrégrada.

v
I
N,
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Calculo de la Traza Il

Argumento Subsincronas Sincronas , . , .
rerigee m En el caso excéntrico, seria necesario
w0 emplear la Ecuacién de Kepler para obtener
e 0 en cada instante.
w=45° ///; i ) .
: R m Las orbitas de pequena excentricidad no se
W= iz diferencian mucho de las circulares.
wer3s’ il m Las de elevada excentricidad modifican
- mucho su aspecto debido a los cambios de
w=180° A * ~ “\VVVVVVVVV'\'\"‘T"*~\\\ . P . .
e velocidad, ademas de introducir una
we225" N dependencia en el argumento del perigeo del
e aspecto de la traza.
w=270f i . . :
= m En la figura, un ejemplo con i =50° y
wo31s’ & e = 0,75. Obsérvese el movimiento

retrégrado en las proximidades del apogeo. ®
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Calculo de la Traza IV

Determinacion de la velocidad aparente del satélite sobre la traza.
m Queremos calcular ¢ y \. Se pueden calcular
geométricamente, pero lo mas sencillo es tomar derivada
temporal en ¢(t) = arcsen(senu(t)seni)y
AMt) =Q— GSTg — wgt + arctan (tan u(t) cosi).

m Llegamos a: ¢(t) = \/1(;0;:2?(5:)“5;”21,0(1“) y

\ n2 . .
At) = —we + 1—1—1:;1t2au(tL)l(cto)s2iu(t) oS/ = —WgT

m Recordando sen ¢(t) = sen u(t)sen i:

ot) — cos u(t) sen i[/(t) ~ tan¢(t) (1)

u(t)cosi
1—sin? u(t)sin? i’

cos ¢(t)  tan u(t) y
- cosi .
- — t
W) = —wot il
m Se tiene de problemas que d(t) = 0(t) = p{Ltecost) 1

(1—e2)3/2 ° LA
34 /69
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Calculo de la Traza V

m En un punto dado se puede calcular el Azimut relativo o
aparente con el que el satélite cruza el cielo como:

tan Azpp = cos gb%. Este es diferente del Azimuth en

proyeccidén que seria simplemente tan Az = %

m De la expresion sen ¢(t) = sen u(t)sen i se calculan la maxima
y minima latitud (¢ = +/); se tendran cuando u(t) = +90°.
m Orbitas retrégradas: se tendrdn cuando A(t) < 0, es decir:
cos |
cos? ¢(t)
m Si/ > 90° entonces la traza siempre es retrograda.

m Si existen puntos donde Coggj;'(t) tu(t) = wg en dichos puntos la

traza cambia de direccion.
m Para orbitas circulares:

' tan ¢(t) o cos i °
olt) tan (w + 6o + nt) n Alf) = —we + cos? ¢(t) "

u(t) < we
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Efecto de los elementos orbitales sobre la Traza |

m El elemento orbital €2 es sencillo de cuantificar; cambios en Q2
simplemente desplazan la traza hacia el Este (una translacién
simple) tantos grados como grados se modifique €2.

(0] 0 60) 90 120 1680 160 <is0 <120 G0 860
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Efecto de los elementos orbitales sobre la Traza |l

m Cambios en la inclinacién (cuando esta es menor de 90°)
elevan la “amplitud” de la traza (se alcanzan latitudes
mayores en el hemisferio norte y menores en el sur). Al mismo
tiempo se distorsiona la forma de la traza debido a que el
movimiento de |la Tierra es mds lento en mayores latitudes.

-

., P
- -'--.E_]' _._:!. “ﬂ‘.
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Efecto de los elementos orbitales sobre la Traza |l

m Si la inclinacién es mayor de 90° el efecto es inverso y toda la
traza se vuelve retrégrada (siempre avanza hacia el Oeste).

2y 180 180 180 120 90 (H0_ - 0 W e 1 =
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Efecto de los elementos orbitales sobre la Traza ||

m Cambios en 6 “mueven” el vehiculo sobre su traza y la
desplazan.
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Efecto de los elementos orbitales sobre la Traza IV

m Cambios en a aumentan el retraso nodal y por tanto acortan
la traza (si i < 90°) o la alargan (si i > 90°). Ajustandolo se
puede conseguir una traza que se repita (ver problema 9).

m Si/>90°:
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Efecto de los elementos orbitales sobre la Traza IV

m Si/ < 90°:Si aaumenta mucho puede llegar a producir
zonas de movimiento retrégrado aparente incluso para érbitas
directas (por disminucién de la velocidad angular) en
combinacién con valores apropiados de 1.
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Efecto de los elementos orbitales sobre la Traza V

m Aumentos de excentricidad e deforman la traza y pueden
provocar también zonas de movimiento retrégrado
(fundamentalmente en las proximidades del apogeo).

m Para w = 0°:
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Efecto de los elementos orbitales sobre la Traza V

m Cambios en el argumento del perigeo modifican
considerablemente la forma de la traza.
m Para w = 70°:

60) 190 120 180 160 -I80 <120 -Q@0 260 =30 0 ;| 43/69
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Efecto de los elementos orbitales sobre la Traza VI

m Cambios en w (sdlo tiene sentido si e > 0) modifican la
simetria Norte-Sur y Este-Oeste de la traza. Si w = 0°,180°
(perigeo o apogeo en nodo ascendente) la traza conserva
simetria N-S. Si w = 90°,270° (perigeo o apogeo en el punto
de mayor latitud) la traza conserva simetria E-O.

m Para valores de / elevados:
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Efecto de los elementos orbitales sobre la Traza VI

m Para valores de / pequenos:

0 B0 60] 90] 120 180 160 <150 <120 @0 G0 830
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Aplicacién: Orbita geosincrona circular con inclinacién

m Al aumentar la inclinacidn el satélite deja de ser
geoestacionario y adopta estas formas caracteristicas.

20 @ 60/ 800 ORI 12 180 180 -<1I®
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Aplicacion: Orbita geosincrona ecuatorial con excentricidad

m Cambios en la excentricidad producen movimientos oscilantes
sobre el ecuador en torno a un punto.

120 -0 B60) £ 0] 20 60} 190 120 180 160 =180

m En practicas y en problemas se investigaran algunas trazas
tipicas y/o interesantes, ademds de otros fenédmenos como

trazas repetidas o como conseguir que varios satélites
compartan la misma traza.

o
1
N
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Computo de una posicion sobre la Traza |

m Como hemos visto se usan las ecuaciones:
sen p(t) =senu(t)seni, A(t)=Q— GSTg— wgt + Ay,

m En estas ecuaciones u(t) = w + 6(t) representa el “angulo
recorrido sobre la traza” a partir del nodo ascendente.

m u = 0° es por tanto el nodo ascendente, u = 180° el
descendente, u = 90° es el punto de mayor latitud, u = 270°
el punto de menor latitud. Cuando u € (—90°,90°) la traza se
mueve de Sur a Norte, y cuando u € (90°,270°) la traza se
mueve de Norte a Sur.

m Si la drbita es polar (i = 90°) las ecuaciones resultan
singulares. Para estas érbitas ¢(t) = u(t) cuando
u e (—90°,90°) y ¢(t) = 180° — u(t) cuando u € (90°,270°).

m Si la drbita es excéntrica no olvidar que 6(t) (y por tanto
u(t)) evoluciona de acuerdo a las leyes horarias!

(me
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Computo de una posicidon sobre la Traza |l

m El angulo \,(t) representa el dngulo que la traza proyectada
sobre el Ecuador recorre, a partir del nodo ascendente, hacia
el Este, y sin tener en cuenta el movimiento de la Tierra. Se
puede calcular del triangulo de varias formas, por ejemplo

cos u(t)

tan A, (t) = tanu(t)cosi o cos \,(t) = s (D)

m Es importante para corregir la solucidon obtenida tener en
cuenta que, si la drbita es directa, u(t) y Ay(t) estdn en el
mismo cuadrante, mientras que si la orbita es retrograda estan
en cuadrantes opuestos (en este sentido, el primer cuadrante
es opuesto al cuarto y el segundo opuesto al tercero).

m Si la drbita es polar (i = 90°) las ecuaciones resultan
singulares. Para estas érbitas A, (t) = 0° cuando
u e (—90°,90°) y Ay(t) = 180° cuando u € (90°,270°). Es
decir sélo son posibles dos valores.
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Computo de una posicidon sobre la Traza lll

m Figura que ilustra el caso directo (sistema de referencia
inercial). u (rojo) y A, (azul) recorren los mismos cuadrantes
en el mismo orden. Se observa que los puntos especiales (0°,
90°, 180°, 270°) se alcanzan simultdneamente.

o
8]
Trm=,
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Computo de una posicion sobre la Traza IV

m Figura que ilustra el caso retrégrado (sistema de referencia
inercial). u (rojo) y A, (azul) recorren los cuadrantes en orden

opuesto. Se observa que los puntos especiales para u (0°, 90°,
180°, 270°) son opuestos para A, (0°, 270°, 180°, 90°).

(me
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Caso retrégrado

N\
\
\
\
u
X
u \\ /
Au <
- ﬂ/lu\'cﬁ
n

m Otra ilustracién del caso retrégrado.

(me
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Computo de una posicion sobre la Traza V

m Figuras que ilustran el caso polar, cuando se recorre de Sur a
Norte (izquierda) y de Norte a Sur (derecha). LN
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Un circulo esférico viene dado por el corte de una esfera con un
plano arbitrario.

spherical cone

m Si el plano no pasa por el centro de la

esfera, se trata de un “circulo menor’.

Un circulo esférico vendra dado por su
centro (en la superficie de la esfera, dado
usualmente en coordenadas esféricas

®0, o) Y su radio (normalmente dado
como un angulo IN).

La mejor forma de visualizarlo es como la
Interseccidon de la esfera con un cono
recto de vértice el centro de la esfera,
angulo [ y cuyo eje pasa por el centro

del circulo esférico. -
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((bo,/lo)

Circulo Esférico

N

(me
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Calculo de circulos esféricos con trigonometria esférica

m Dado el centro en (Ag, ¢g) se calculan las
coordenadas (), ¢) de la circunferencia.

m Para cada valor de azimuth A € [0, 360°]:
cos(90 — ¢) = cos(90 — ¢g) cosT + sen(90 — ¢g) sen T cos A
es decir: sen ¢ = sen ¢y cos [ + cos g sen [ cos A

m Por otro lado:

cos = cos(90 — ¢g) cos(90 — @) + sen(90 — ¢pg) sen(90 — ) cos A

es decir: cos A\ = Sosl—sengoseng
' COs ¢g €os ¢

m Se calcula X\ de la siguiente forma:

7 T SiA€[0,180°], A= Ao+ AA.Si
{ A € [180°,360°], A = Ao — AX
™ NV T bic st
- W A m También vdlido en la esfera celeste
\\ \& ) | (cambiar A por ARy ¢ por 9).
7 A ron- 201 _ o
h,l‘ék:?#vm__ﬁz m Area: 2rR“(1 — cos ). B
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Pertenencia de un punto a un circulo esférico

m Problema: Dado un circulo esférico de centro (Ao, ¢o) y de
radio I', determinar si otro punto (A, ¢) pertenece al circulo
esférico.

m Método 1: Usando las férmulas que parametrizan la
circunferencia. En primer lugarsi ¢ > ¢g+1 0 ¢ < ¢g — T,
tenemos garantia de que no pertenece a la circunferencia. En
otro caso, tomando cos A\ = C“;ng‘igzbem, Si

A € [Ao — AN Ao + AM], entonces el punto pertenece al
circulo.

m Método 2: Usando la férmula que define la distancia angular
ortodrémica « sobre una esfera (ver problemas),
COS (v = sen ¢pg sen ¢ + cos g cos @ cos(Ag — A). Sia < T
entonces el punto se encuentra dentro del circulo.

(me
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Aplicacion: calculo de la circunferencia de eclipse

m El objetivo es encontrar la circunferencia esférica que forma la
sombra de la Tierra, a una determinada altura h, un cierto dia
del ano.

m Los eclipses son fundamentales para los vehiculos espaciales:
gradientes de temperaturas, inutilizacién de paneles solares,
etc...

m Hipdtesis: Se considera la Tierra esférica, se desprecian los
efectos de refraccion, se supone que el Sol estd a una
distancia “infinita”.

m Ademads se supone el Sol inmévil durante todo el dia; en
realidad la circunferencia se desplaza lentamente.

m Datos del problema: Coordenadas del sol 0 y AR« para el
dia dado (se supone constante), altura h.

(me
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Aplicacion: calculo de la circunferencia de eclipse

m Obsérvese que se usa el sistema geocéntrico inercial ecuatorial
para no tener que incluir la rotacién de la Tierra.
. . L RGB
m En primer lugar se calcula I'. De la figura, sen = Reth'

m Llamemos O al punto antipodal al punto solar (0o = —d¢,
ARp = AR@ + 180°),

m Para cada valor de azimuth A € [0, 360°] se tendra:
send = sendp cosl +cosdpsenl cos A, cos AAR = COSCFO_S?(;‘ gé’s%e”‘s

m Esto delimita totalmente la circunferencia donde se -
experimentaria eclipse a altura h. 50 /60




Trazas (Groundtracks)

C Circulos Esféricos
Trazas, cobertura y visibilidad Celsarie v Viglslidke

Cobertura geografica |

m Se denomina cobertura geografica de

por dicho satélite para cada instante.

m Dicha zona estard delimitada por la
circunferencia terrestre donde es
tangente a la esfera de la Tierra un
cono de vértice el satélite.

se veria el satélite justo en el

horizonte.
m El “radio angular” I de dicha circunferencia viene dado por
_ _Rg
cos| = Reh-

m En la leccién de trigonometria esférica (circulos esféricos) se
vio como calcular este tipo de circunferencias.

un satélite la zona de la Tierra visible

m Desde un punto de esta circunferencia

(me
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Cobertura instrumental

m Considerando el caso mas realista de
un instrumento (antena o sensor) con
un angulo de visibilidad mas estrecho

5 \\ («), se determina una circunferencia
® Rg de “radio angular” v < T como en la
figura.

m Se tiene que
(Rg + h)sen o = Rg sen(a + ), luego

_ Rg+h
Y = arcsen ( R en oz) — Q.

m Ademads, se define el “ancho de huella” w como la longitud
del arco maximo tendido por la circunferencia de cobertura
del instrumento. Se tiene pues que w = 2Rz (si «y estd
expresado en radianes). =
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Cobertura geografica vs. instrumental

Cobertura geografica

Cobertura instrumental
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Visibilidad |

m Un satélite es visible desde una estacion si el
Cénit vector estacidon-satélite s estd por encima del
horizonte geografico de la estacidn.

Estaciénl = =y 7 . /s
3 .' satélite @ La condicion matématica es que el angulo de
r

s sobre el horizonte (elevacién, h) debe ser
mayor que un valor h.,;,, determinado por la
instrumentacién y topografia.

(@l

m De la figura, h = arcsen(s’- €) donde ¢ = Z= apunta al cénit
Re
r—re

\/r?+R%—2Rgrcos ¥

de la estacidn. Por otro lado s =

W_R .
m Por tanto: h = arcsen — ] y la condicién de
\/r +Rs —2Rgrcos W

visibilidad queda h > h,in.
m Puesto que r'- ¢ = rcosV podemos hallar W a partirde ryc. g
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o EON LST

Fig. 11.- Coordenadas del satélite (a) y de la estacién (b)

m Para r se tiene, usando los angulos de Euler de la 6rbita:

1 cQc(w + 0) — sQs(w + 0)ci
R = r[T1RF(Q, i, w + 6) [ 0 | =r| sQc(w+0)+cQs(w + 0)ci ]
0 s(w + 0)si
R c(LST)co
m Por otro lado, para C: of = [ s(LST)c¢ | donde
s
LST = GSTg + A + wgt es el tiempo sidéreo local de la

estacion.
H Se ded UCE: cosV¥ = c¢ [c(LST — Q)c(w + 0) + s(LST — Q)s(w + 0)ci] + s(w + 0)sis¢

(me
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Visibilidad 11

20
80
g0
2 60
3 so
S 40
§ 3
g 20
a 10
0

10
20
30
40
50
£0
70
20
90

m Las anteriores relaciones permiten
calcular, para cada instante
(recordando que LST , 8 y r son
funcién de t) la llamada “funcién de
visibilidad”, que proporciona la
elevacion para cada t.

m Solo cuando h > h,j, el satélite serd
Pr ot R et visible.
m Estas ideas se pueden aplicar no sélo a satélites, sino a
cualquier cuerpo observable desde la Tierra. El analisis serd
mas o menos complicado seglin la complejidad del
movimiento del cuerpo.
m Para un satélite en 6rbita circular este andlisis se puede
simplificar y obtener directamente de la representacién de las

trazas del satélite.
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(b)
S
£ 3 2 />\
= L’
\\ ¢ /
\ R

Fig. 13.- Circulo de visibilidad para un satélite en érbita circular

m Para el caso circular la circunferencia de visibilidad sera la
interseccién entre el cono de visibilidad (de angulo 90° — hp,in
y Vértice la estacién) y una esfera de radio Rg + hgaT, que
luego hay que proyectar sobre la Tierra. En la figura € = hyip.

m El “radio angular’ ® del circulo de visibilidad se obtiene de la

, B R _ _ .
formula = arccos (R@+hSAT coS hm,n) — hmin. Con dicho

angulo se pueden emplear las mismas férmulas explicadas en -
cobertura para dibujar la circunferencia. 66 /60
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Visibilidad V

m Ejemplo circular: la plataforma EURECA (1992-1993)
|[EUropean REtrievable CArrier].
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Visibilidad VI

30

30 e e

60

180 150 “20 ‘a0 60 30 0 30 B0 a0 120 50

m Ejemplo circular: satélite europeo de recursos ERS-1 con
orbita polar.

m Obsérvese la deformacién de los circulos cerca de los polos.

C
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Trazas, cobertura y visibilidad Celsarie v Viglslidke

Visibilidad VII

Fig. 10.- Proveccion estereogrifica polar de la fase LEOP del ERS-1

m Proyeccién estereografica polar para el estudio de la visibilidad

en las cercanias del polo.
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