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Generalidades. Ecuaciones planetarias

Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.

Propagadores.

Teoria de Perturbaciones

Critica al problema de los dos cuerpos

m El modelo de los dos cuerpos es poco realista.
m Recordemos las hipdtesis principales:
Se considera el sistema aislado del resto del Universo.
Las masas se pueden considerar puntuales y localizadas en el
centro de masas de cada cuerpo.
m La primera suposicién permite reducir las fuerzas que actuan a
las gravitatorias entre los cuerpos. Pero existen otras fuerzas:
m La fuerza gravitatoria ejercida por otros cuerpos.
m La resistencia atmosférica en drbitas bajas.
m Fuerzas propulsivas (especialmente durante maniobras).
m La presién de radiacién solar.
m La segunda suposicidon es sélo valida si los cuerpos son esferas
macizas y homogéneas. No obstante:
m Los planetas (o el Sol) no son esferas perfectas. En concreto la
Tierra estd achatada.
m Los vehiculos espaciales no son esferas perfectas. Un vehiculo -

no esférico se ve afectado por el gradiente gravitatorio. ) 64
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Efecto de un tercer cuerpo |

Consideramos como ejemplo de perturbaciones un cuerpo en drbita
en torno a la Tierra, pero afectado por la atraccién gravitatoria de
la Luna:

m El vector rg representa el vector posicion de la Luna respecto
de la Tierra.

m Al incluir el efecto de la Luna, tenemos también que
considerar que la Tierra ya no es el centro de un sistema de
referencia inercial, sino que se debe considerar el centro de

("
masas lierra-Luna, CM@( . LR
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Efecto de un tercer cuerpo |

m La ecuacidon del movimiento, escrita en el sistema de
referencia inercial centrado en CM ¢ , es

3 7 e — 7
N = —He 73 T /¢ FPREEE

—

m Por otro lado, rg = r» — 1, y se tiene que mgr; + mg 2 = 0.
m

Luego n = ~ g Em@ r¢ - La ecuacién del movimiento de la
» G(mg+mg )F;
Luna dicta que rg = — (me r3m( g . De donde
((
_-)1 _ m@ Fq _ mq G(m@—|—3mq )F( _ ,uq;?@ | \E\
me +mg me +mg rq rq 4/ 64
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Efecto de un tercer cuerpo Il

m Puesto que nn = r+ r, llegamos a que

- r rq — L . .
r:—,u@—3—|—,u( _,q 3 Q3( = YK + VP,
r g —r rz
m Yk es la fuerza kepleriana clasica: Y = —pg 5 4
m 7p es la fuerza de perturbaaon debida al tercer cuerpo:
r@ —r B ,qu i’q
Yp = g 7 —1° r%
m Usando que si b~ 0, se tiene que |5_14|n L4 na,,+2,

podemos aproximar a primer orden en r en Ia fuerza de

QT g (A
perturbacién: 7 = ~ 7 + 3r¢ Z _r%- 5 /64
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de un tercer cuerpo |V

. 4 — lu( — r@ F —
Se llega a la estimacién Yp ~ —— |3rg —5— — .
'« '
Si rg y restan alineados, el corchete valdra 2r. Si son
ortogonales, —r. El orden de magnitud de vyp sera r/rq3 .
Podemos estimar el orden de magnitud de |la perturbacidon con

respecto a la fuerza kepleriana 7k = —pg -3 como

3 - .
e/ VK| &~ (pg /pe) (r/rg)”. En érbita baja,
[vp/vK| = 10™7, pero en geostacionaria, |vp/vk| ~ 10

lgualmente considerando el efecto del Sol,

v/ vkl &~ (pe/pe) (r/r@)3, y se tiene que en 6érbita baja,
[vp/vk| & 5 x 1078, y en geostacionaria, |vp/vk| =~ 5 x 107°.
Como comparacién, Venus produciria un efecto del orden de

5 x 10710 en érbita geostacionaria.

Por tanto las perturbaciones (por tercer cuerpo) mas .
importantes en satélites en érbitas geocéntricas son debidas al =
Sol y Luna. Se Ilaman lunisolares. 6/64
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m Se presentan las variaciones de los elementos orbitales por el
efecto del Sol y la Luna en un satélite GEO a lo largo de un
ano. Vedse la importancia de esta perturbacién en la
inclinacién.
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m Se presentan las variaciones de los elementos orbitales por el
efecto del Sol y la Luna en un satélite LEO con
ag = 6878,14km, iy = 20°, Qg = 45°, wg =90°y e = 0,01 a
lo largo de un ano.

i I
g & 8 8

i Slc



Generalidades. Ecuaciones planetarias

Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.

Propagadores.

Teoria de Perturbaciones

Andlisis matematico/numérico de perturbaciones

m Para tratar los efectos de perturbaciéon hay esencialmente dos
metodologias:

m Método de perturbaciones generales: emplea los elementos
orbitales como base, estudiando su variacidn con el tiempo. El
que usaremos en la asignatura y desarrollado en posteriores
transparencias.

m Método de perturbaciones especiales: no emplea elementos
orbitales sino directamente las ecuaciones del movimiento. A
su vez se divide en dos posibles formas de tratar el problema:

m Método de Encke: Resolucién directa de las ecuaciones del
movimiento, incluyendo las perturbaciones y tantos cuerpos
como sea necesario. El mas usado en la actualidad.

m Método de Cowell: Resuelve las ecuaciones de una correccidn
dr sobre una solucién de referencia de los dos cuerpos
r = —uF/r3. Si la correccidn crece, es necesario recalcular la
solucién de referencia. Poco usado hoy en dia. -

9/ 64
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Orbitas Keplerianas y no Keplerianas |

m El llamado método de las perturbaciones generales (utilizado
cldsicamente antes de disponer de computadores
suficientemente potentes) se basa en la siguiente idea:

m Las perturbaciones modifican las ecuaciones del movimiento,
cambiando la solucién. La 6rbita resultante se denomina no
Kepleriana. Dado que estos efectos son pequenos, la drbita
“se parecera” a una Kepleriana.

m Consideremos una érbita Kepleriana (érbita osculante) en
cada instante, que va cambiando con el tiempo.

(me
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m Llamemos @ = [Q2,/,w, a, e, M] el vector de elementos
orbitales, donde se ha escrito M por comodidad. Recordemos

que & es equivalente a r{tp), V(tp).
m Para una orbita Kepleriana:
2 di _dv_da_de
dt dt dt dt dt ’
y se podria escribir % = n.
m Para una érbita no Kepleriana, @(t) determina la érbita.

Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento

)
I
S,
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Teoria de Perturbaciones aplicada a Mecéanica Orbital

m Encontrar @, en funcién de la propia « y de la perturbacion
7p, es decir encontrar & = l—:(62, Ap), no es trivial.

m El sistema de ecuaciones @ = F(&@,Jp) se denomina
Ecuaciones Planetarias, ya que permiten predecir el
movimiento de los planetas, incorporando fuerzas adicionales
a la atraccién gravitatoria del Sol como perturbaciones.

m En el caso de que vp derive de un potenC|a| vp = VU,, las

ecuaciones se pueden escribir como a = F(a Up). En tal caso
se denominan las Ecuaciones Planetarias de Lagrange.

m Observacién: en Astronomia/Astrondutica no se usa la
convencion de Mecédnica F = —V U.

m En caso contrario conS|deramos > VP = Re, + Sey + We,. Las
ecuaciones escritas como @ = F(&, R, S, W) se denominan las
Ecuaciones Planetarias de Gauss. o

. s . . . I
m La deduccidn de las ecuaciones se puede solicitar al profesor. -
12 /64
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Ecuaciones Planetarias, forma de Lagrange

m Hipdtesis: podemos escribir yp = VU, y consideramos U,

como funcién de los elementos orbitales, es decir, U, = Up(&).

da 20U,

dt — nadM

de  1-¢e?0U, V1-—e20U,

dt ~  na’e OM  na’e Ow

a = - ! (5’Up +cosi%)

dt na’v/1 — e2seni \ 0N Ow

aQ 1 oU,

dt  na2VJ/1—e2seni Oi

dw V1—e2 ouU, CoSs | oU,

dt na%e Oe na’yv/1 — e2seni Oi
aMm n_2aup_1—e2aup

dt na Oa na’e Oe o
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Ecuaciones Planetarias, forma de Gauss

m Hipdtesis: podemos escribir Yyp = Re, + Séy + We,.

2
da — [esen @R + (1 + ecos 0)S]

dt nv1 — e2
_ A2 A2
de v1—e lsen9R+(1+ec059 1—e )>S]

dt na e ~ e(1+ecosf
di V1-—e€?

— = 0 W

dt na(1l + cos ) cos(0 + w)

dw V1 — €2 [_cos@l:\>+sen9<1jL 1 )S_COSi

— 7%
e e 1+ ecosf sen(0+ w) ]

dt na sen |
M 1 2(1 — €2 1 — e? 1 — €2 1
d— = n-— ( ( e)_ ecos@)R— € <1—|— )5

dt na \1-+ ecosf e nae 1+ ecosé

dQ V1 — e? sen(9+w)W
dt na(l 4+ cosf) seni

(me
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Estudio de perturbaciones |

Mealj/wég Nn-periodic plus long-periodic, and secular

| | |
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m Los cambios en los elementos orbitales debidos a
perturbaciones se clasifican como:
m Seculares: términos de crecimiento mondtono en el tiempo.
m Periddicos (de largo periodo): términos cuya variacién se repite
con periodo largo (mayor que el periodo orbital).
m Periddicos (de corto periodo): términos cuya variacion se repite
con periodo corto (del orden del periodo orbital).

m Por ejemplo, si a(t) = 10000 + 3t + sen(wst) + cos(wat) y
wy > w1, entonces el segundo término es secular, el tercero
periédico de largo periodo, y el cuarto periddico de corto
periodo.

w
B
T,
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Estudio de perturbaciones ||

m Si bien los términos periddicos pueden tener interés, en
general los efectos mas importantes son los seculares.

m Los términos seculares y periddicos se separan realizando una
expansion en serie de Fourier con respecto a la anomalia
media M.

m En concreto el término secular es el primer coeficiente de
Fourier, que es el valor medio; por tanto se encuentra
promediando en cada drbita. En el ejemplo anterior, 3 = 3t.

m En general, @; = - 027T a;(M)dM.

m Igualmente la variacion secular de un elemento se encuentra
promediando su derivada (obtenida de las ecuaciones
planetarias): &; = 5= OZW a;i(M)dM.

m La variacion secular por orbita (cambio por revolucién) se

obtiene multiplicando &; por el periodo orbital: Aa; = Ta;. LR
16 / 64
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m Una forma de calcular aproximadamente las variaciones
seculares es usar un modelo de perturbaciones de primer
orden, donde se aproxima a = a. Por tanto, se tendria:

da 290,
dt na oM
m A la hora de promediar, la siguiente relaciéon es util:

27 27
/ f(M)dM = / f(E)(1 — ecos E)dE
0 0

°m (1 — ecos E)?
/o e %

o (1 - €2)3/
f'
/0 (9)(1 + e cos #)? d

T __ cosE—e _ V1—e’senE
donde se utilizé: cosf = 2%, sen) = Z—">= y

—1—|—e[<):os¢9 = a(l — ecos E).

fme
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El potencial gravitatorio de un planeta no esférico

m El potencial gravitatorio U permite obtener la fuerza
gravitatoria especifica como v = VU.

m Para un cuerpo esférico y homogéneo con parametro
gravitatorio 1, se tiene que su potencial gravitatorio es
Uk = &,y por tanto Yk = VUx = —58& = —5T.

m ; Como se obtiene el potencial gravitatorio para un cuerpo
cualquiera? El potencial gravitatorio verifica la Ecuacién de
Laplace V2U = 0.

m Luego U para un cuerpo con forma arbitraria vendra dado por
la solucién de la ecuacion de Laplace, sujeta a condiciones de
contorno dadas por la distribucién de masa del cuerpo.

m En la practica, se busca una solucion en serie de potencias y
se ajustan los coeficientes con datos experimentales.

m La ciencia que estudia la forma de la Tierra y sus variaciones

gravitatorias se denomina geodesia.

w
B
T,
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Cuerpo con simetria de revolucion |

m Supongamos un cuerpo cuya masa estd distribuida
homogéneamente con simetria de revolucién (alrededor de un
eje), es decir, sélo varia con ¢ (no con \).

z

=

X

m En tal caso, usando coordenadas esféricas, U = U(r, ¢).
m La ecuacién de Laplace queda como:

1 O <r28U) + ! 9 <cosgbau> =0

mC

r2or or r2cos ¢ 0 0

M=y,

19/ 64
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Cuerpo con simetria de revolucion |l

m La solucién general de la ecuacion viene dada por

@) R n
U= s 1 - ZJn (69) Pn(sen )
r — r
donde
m El primer término representa el potencial de una esfera,
mientras que el resto (la serie) representa la desviacion del
modelo esférico.
m Los coeficientes J, son los llamados armonicos zonales del
potencial.
m p, es el n-ésimo polinomio de Legendre, definido
recursivamente como

po(x) =
pi(x) = x o
Prt1(x) = n —1k 1 ((2n +1)xpa(x) — npn-1(x)) 20/:5
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Cuerpo con simetria de revolucion Il

m El significado de los diferentes arménicos se puede ver en la
siguientes figuras (segundo, tercer, cuarto y quinto armdnicos
esféricos).

fme
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Cuerpo con simetria de revolucion |V

Los primeros armonicos son los mas importantes. Para la
Tierra, J» = 1,083 x 1073, J3 = —2,534 x 107°,
Ji=—-1620x107%, Js = —-2273 x 107 "...

Un modelo frecuentemente utilizado consiste en despreciar
todos los armédnicos excepto el segundo, lo que equivale a

considerar la tierra como un elipsoide de revolucidn.

. 2_
Usando la férmula encontramos que py = 3X2 L

Por tanto el modelo de potencial considerando sélo el J, es

R\ 2
U="He 1+J2< @> (1 — 3sen? )

r 2 r

Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento

fme

22 /64



Generalidades. Ecuaciones planetarias

Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.

Propagadores.

Teoria de Perturbaciones

Perturbacion debida al achatamiento de |la Tierra |

m El efecto mas importante es el debido al J,. Consideremos el
modelo del J> antes escrito:

e (R@>2(1 —3sen2gb)}

U="re

r 2 r

donde J, = 1,083 x 1073.
m El potencial de perturbacion es:

R 2
Up:“@Jz( @) (1 —3sen’ ¢)

ro 2 r

m Es necesario expresar U, en funcién de los elementos
orbitales. Usando la trigonometria esférica (que se estudiara
en el siguiente tema), se tiene que sen ¢ = senisen(w + 6).
Por tanto:

o R2 (1 + e cos 0)3
U, =

fme

2 2
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Perturbacion debida al achatamiento de la Tierra |l

m Calculemos ahora Up:

— 1 [?" bugR:(1+ ecosh)?

_ 2 . 2
Uy = o o 233(1— &) (1 —3sen”isen“(w + 6))dM
huaRE [?™ 14 ecosd >. o
= - /0 1) (1 —3sen”isen“(w+ 60))do
m Puesto que sen? ) = 1_“2’5%, tenemos:

(14 ecosf)(1 — 3sen? isen?(w + 6))

(14 ecosd)(1 - 3se2n2i N 3sen2iseg2(w+9)
m Integrando y usando n = \/u/a3:
_— J2I"I2/'_\>§9 5 .
Up = 4(1_62)3/2(2—3sen I)

(me
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Perturbacion debida al achatamiento de la Tierra ||

Por tanto U, = f(a, e, i). Esto implica que

da/dt = di/dt = de/dt = 0, es decir: el J no produce
variaciones seculares en a (la energia, en media, no varia) ni
en la inclinacién / o en e.

Si hay cambios seculares en w y € (también en M):

?yfi- :3Jbl7f3%> ) ;y;; B EiJ§I7F§%

— = CoS — =
dt 2p? bt 4p?

El primer fendmeno se llama regresion de los nodos, y el
segundo, avance del perigeo.
La variacién por revolucién es, usando T = 27 /n:
2 2
B 3hTRE 3hTRE

AQ = cosi, Aw =
p? 2p?

(5cos?i — 1)

(5cos?i — 1)

El J, si produce variaciones periddicas en todos los elementos.

Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
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Regresion de los nodos

m La regresidén de los nodos

I} Precession of angular momentum
o e cambia el plano de la 6rbita

a h .

. de forma continua.

7 N >>' m Una “explicacién grafica” de

AN Extra pul la fisica fendmeno:
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Avance del perigeo

- m El avance del perigeo modifica la
= localizacién geografica de la linea
de apsides, y por tanto los puntos
donde la érbita permanece mas
tiempo (apogeo) y menos tiempo
(perigeo).

Perigee (Start)

20T
ﬁ;\\\100><100 m,e =0
i 100 X 500 km, e = 0.030
7 10 X 1000 km, e - 0.065
15 - -

1100 X 2000 kny, ¢ = 0.128

km, ¢ = 0.183

I

w (°/day)
s
| ]
i
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Efecto del J, |

m Se presentan las variaciones de los elementos orbitales por el
efecto del J, en un satélite GEO para 20 dias.
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Efecto del J, Il

m Se presentan las variaciones de los elementos orbitales por el
efecto del J> en un satélite LEO con ag = 6878,14km,
o = 89°, Qo = 90°, wg = 45° y e = 0,0465 para 1 dia.
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Cuerpo general |

m Supongamos un cuerpo general, donde la distribucién de masa
depende tanto de la longitud como de la latitud.

z

el

xr

m De nuevo usando coordenadas esféricas, U = U(r, ¢, \).
m La ecuacién de Laplace queda como:

10 (LU, 1 0 ( oU\ 1 PU_
r2 or or r2 cos ¢ 0o O r2 cos2 ¢ ON2 i
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Cuerpo general ||

m La solucion general de la ecuacion viene dada por

1 — Z Z Jom R—r@ ’ Pnm(sen @) cos(m(\ — Apm))

n=2 m=0

U =

S~ | =

donde
m El primer término representa el potencial de una esfera,
mientras que el resto (la serie) representa la desviacién del

modelo esférico.
m Los coeficientes J,, Y Anm son los coeficientes asociados al

arménico nm.
®m Ppm es el polinomio asociado de Legendre de grado n y orden

m, definido a partir de p, como

d" py(x)
- — 1 . 2 n/2
Prm(Xx) = (1 — x°) I

fme
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m Visualizacidn de los armdnicos mediante las zonas de cambio
de signo (en la figura, / corresponde a nuestra definicién de n).

m Zonales: para m =0, los

armonicos coinciden con los
del modelo con simetria de
revolucion. Sin variaciones
respecto a .

Sectoriales: para n = m, no
tienen variaciones respecto a
@ y dividen la esfera en
“sectores’ .

Teserales: para n # m, varian

respecto a ¢ y A, dividen la
esfera en “cuadrados =
esféricos’ . 32/64
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Cuerpo general |V

m Modelo triaxial: se toma la serie de segundo orden con
Jbo =, b1 =0, ) = —5,35 % 10_6 y Aoy = 123°.
Equivale a suponer que la Tierra es un elipsoide (con los tres

semiejes diferentes).
m El coeficiente J»; = 0 por simetria, ya que se sitian los ejes
coordinados de forma que coincidan con los principales del

elipsoide.

mpn=(1- )d P20x) — 3(1 — x2). Por tanto
p22(sen ¢) = 3(1 — sen2 ¢) = 3 cos® ¢.

m Entonces el modelo queda:

R 2
u = H 1+J2( @) (1 — 3sen? )

r 2 r

fme

2
— 3 (r) cos? ¢ cos(2(A — A22))
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Cuerpo general V

m Se presentan las variaciones de los elementos orbitales por el
efecto del (5 en un satélite GEO a lo largo de medio aio.
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Cuerpo general VI

m Se presentan las variaciones de los elementos orbitales por el
efecto del Coy en un satélite LEO con ag = 6878,14km,
o = 20°, 29 = 45°, wg =90° y e = 0,01, para 1 dia.
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Teoria de Perturbaciones Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.

Propagadores.

Resistencia atmosférica |

Es el efecto de perturbacién mas importante en érbitas bajas
y Orbitas muy excéntricas con perigeo bajo (r, = a(l — e)).
Muy importante también en estudios de reentrada.

La resistencia tiene la direccidon de la velocidad relativa a la
atmosfera, pero el sentido opuesto: 7p = — %

La velocidad relativa v,e) = V — Varm; suponiendo que la
atmoésfera rota con la Tierra, Varm = W X 1 = w@E X T.

Se modela la resistencia D como D = %pvrze,, donde

B = 2 es el coeficiente balistico, con my/ la masa del

vehl’cjl%D, S la superficie “frontal” (depende de la actitud), y
Cp el coeficiente de resistencia aerodindmico.

La densidad del medio p depende de la altura y es dificil de
modelar; para una misma altura los valores fluctian entre un
maximo y un minimo debido a mdltiples factores (variaciones

debidas a la geografia y el achatamiento, ciclos solares...)

Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
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Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento

Teoria de Perturbaciones Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.
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Resistencia atmosférica |l

m Ejemplo de modelo: US Standard Atmosphere 1976.

10"  Sea level (1.225 kg/m3)
10°
i '\ Beginning of space
;: TS A A
2
(2]
= ¢ : .
a : : = . : : : :
. Sputnik 1 perigee. L .
10" : : ; : : - : : . : : _
Explorer 1 'perigeeé A -
o International space station
Hubble space telescope :
10" | : I I I i I I i I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Altitude (km)

Obsérvese que decae de forma aproximadamente exponencial.
)
8]

No obstante el modelo no es exacto ya que la realidad fluctia. =
37 /64
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Propagadores.
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Resistencia atmosférica ||

m Se emplea la formulaciéon de Gauss y se integran
numéricamente las ecuaciones para hacer predicciones. Se
pueden obtener resultados analiticos aproximados.

m Se encuentran variaciones seculares en a y e.

m Si e >0, el efecto inicial de la perturbacién es el de
circularizar la orbita, haciendo disminuir el radio de apogeo
hasta que coincide con el de perigeo.

m Una vez la orbita es circular, el efecto es la lenta disminucidn

(me

del radio (caida en espiral), hasta la reentrada del vehiculo.  3s/¢
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Resistencia atmosférica |V

m También produce perturbaciones seculares en la inclinacién y
periédicas en todos los elementos.

m Es el efecto que tipicamente, para érbitas bajas, determina el
tiempo de vida de un satélite.

e alt
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0.11 2037

0.10 1852

0.09 1667

0.08 1482

0.07 1296

0.06 1111
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0.03 90 ’ 556

0.02 882- 370

0.01 86;' Altitude of perigee N 185 :

000 84}——AF—r—F+—7—+ Yttt —— 0 —
0.0 Time 100 days
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Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento

Teoria de Perturbaciones Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.
Propagadores.

Resistencia atmosférica V

m Se presentan las variaciones de los elementos orbitales por el
efecto de la resistencia atmosférica en un satélite LEO con
ag = 6578,14km, iy = 20°, 29 = 45°, wog = 90° y e = 0,01
para 21 dias. No se estudia el caso GEO por ser despreciable
el efecto de la resistencia a grandes altitudes.

Excentricidad

10 ’1\0-3 T T T : 20.001 T T T T

—h ol S J W =
1 ol ‘ ‘\\\_‘ ] 19.999 TS 1

3 19.998 - S 4

Inclinacién

Semieje mayor

=
2 2B EE OE OB
‘BB LIEER

Anomalia media
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Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.

Propagadores.

m Este efecto se puede aprovechar para realizar maniobras de

aerofrenado (aerobraking).

m Por ejemplo, en la “Mars Reconnaissance Orbiter” (2005), se
consiguieron ahorrar 600 kg. de combustible.

m Otros jemplos: Magallanes (Venus) — 1989-1994. Mars
Surveyor — 1996—2006. Mars Odissey —2001.

Mars Global Surveyor Project

MGS Aerobrake

Baseline Profile

Aerobraking From Capture Orbit
to Mapping Orbit Altitude Takes
About 130 Earth Days

Middie Main Phase
(period = 12 hours)

Early Wain Phase
(period = 24 hours)
MO+

40 Days

initial Capture Orbit ‘l

Walk-In Phase b\\
P

(period = 48 hours)
S e

Early Wain Phase
(period = 34 hours)

Napping Orbit
{period = 2 hours)

Late Main Phase
(period = 6 hours)
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Presion de radiacion solar |

La incidencia de la luz solar (fotones) en una superficie
produce un efecto mecdnico: la presién de radiacién solar.

m A1 AU del Sol, el flujo medio de radiacién solar es de

2
ls = 1367 W /m?. A otras distancias se tiene | = I (%‘9) .

La presidn se calcula usando ¢ (la velocidad de la luz) como
p=1/c. Se tiene Ig/c = 4,5 x 107 N/m?.

La fuerza en una placa plana (como un espejo, o un panel
solar) serd F = pA(1 4+ €)cos ), donde A es el drea, € el
coeficiente de reflectividad, y ¢, el angulo de incidencia.

e = 1: totalmente reflectante
e€[-1,1] : ¢ e =0: absorbente (cuerpo negro)
e = —1: totalmente transparente

La fuerza de perturbacién es yp ~ —mive_’@, donde my, es la

masa del vehiculo y €5 apunta en la direccién del sol desde el =
vehiculo. 42 / 64
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Presion de radiacion solar |l

m Ademads existird una fuerza de magnitud similar debida a la
reflexién (perpendicular a los rayos reflejados). Todo esto para
cada superficie expuesta al Sol.

m Es complejo de tratar analiticamente. Se puede demostrar que
sélo se producen variaciones seculares en €2 y w, mientras que
el resto de variaciones son periddicas (con un periodo del
orden de un afio).

m En periodos de eclipse, la fuerza desaparece; ademdas hay que
tener en cuenta la sombra de la Tierra.

m Hay que tener en cuenta el albedo de la Tierra (reflexién de la
luz del Sol en la Tierra).

m Para vehiculos con grandes paneles solares, A es grande,

s =0,y e~ 0,21: el efecto puede ser apreciable.

m La presion de radiacion solar se puede utilizar para obtener
propulsién (velas solares) o como mecanismo de control de N
actitud (flaps solares). 43/ 64
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m Ejemplo de como aumenta la excentricidad y la inclinacién la

presion de radiacion solar:

to Sun

$’Jlar Radtation*
Raise

Apogee

-

Initial Orbit

Lower
Perigee

to Sun

Solar Radiation

y__ ¥

S

Orbit after a
Few Months
of Solar
Radiation

- Torque effect in changing orbital

Yp]ane

Pt el P'L/, (_S_olar
Radiation
A Pip Pressure
Inftial Orbit
(Equatorial
plane)

to Sun

—

(Assume near
winter Solistice)

(me
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Presion de radiacion solar |V

Figura: Flap Solar

2 (me

Figura: Vela Solar

45 /



Presion de radiacion solar V

Teoria de Perturbaciones

Generalidades. Ecuaciones planetarias

Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.

Propagadores.

m Se presentan las variaciones de los elementos orbitales por el
efecto de la presidn de radiacion solar en un satélite GEO a lo
largo de un ano. Véase la importancia en las variaciones de la

excentricidad para esta perturbacién.
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Presion de radiacion solar VI

Generalidades. Ecuaciones planetarias
Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento

Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.
Propagadores.

m Se presentan las variaciones de los elementos orbitales por el

efecto de la presidn de radiacion solar en un satélite LEO con
agp = 6878,14km, iy = 20°, Q290 = 0°, wg =90°y e = 0,01 a lo

largo de un ano.

Semieje mayor

Excentricidad

/‘I/7 )

t

Anomalia media
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Area-to-mass ratio y su influencia en las perturbaciones

Es importante observar que en las dos ultimas perturbaciones
(resistencia atmosférica y presién de radiacion solar) influye
tanto la masa como el area expuesta.
Sin embargo, en las otras perturbaciones estas dos
caracteristicas fisicas no tienen ninguna influencia.
En ambos casos se observa que la aceleraciéon debida a la
perturbacién es proporcional a A/m, el llamado “area-to-mass
ratio’ o propocidon entre area y masa.
Obsérvese que, tomando un modelo esférico homogéneo de
radio r, A/m seria proporcional a 1/r. O en otras palabras, los
objetos pequenos se ven mucho mas afectados por estas
perturbaciones en proporcién a los objetos de mayor radio.
Consecuencia: la basura espacial “pequena” se limpia de
forma natural, pero los objetos grandes tardan mucho mdas en
caer’.

(me

48 / 64



Generalidades. Ecuaciones planetarias

Campo gravitatorio de un cuerpo no esférico. Achatamiento
Otros efectos. Resumen. Periodos orbitales.

Propagadores.

Teoria de Perturbaciones

Resumen de efectos de perturbacion |

Gravedad 3¢" cuerpo | Atmost | Pres Rad
Zonal | Sect/Tes
a P P P P S |P
€ P P P P S |P
(0 P P P P S |P
Q P S P P S P P S
w | P S P P S P P S
My | P S P P S P P S

P: Periodicos
S: Seculares

Nota Importante (en relacién a algunas graficas de este tema): Sobre
todo en el caso de tercer cuerpo es necesario hacer propagaciones MUY

LARGAS (afios, incluso siglos!) para observar el caracter periddico o -
secular en simulacién (las graficas pueden ser engafiosas). —
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Resumen de efectos de perturbacion |

Aceleraciones sobre el satélite (CB=50)

1e+06 T T T T T T T T
Kepler ——
Jy ——
10000 -\~ Shuttle Ciz — 1
5 5 5 : 5 Pert solar ——
IR, U R S N T R, (baja) —— |
1 R, (alta) —w—
& ‘ —Lrr———
E e ]
= ‘ S
E o —
Td | | | | | | | |
®
00001 [ N
Lm0 R e
i R D B O I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

Altura (km)

fme

Figura: Efectos de perturbacién en érbita baja
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Resumen de efectos de perturbacion ||

aceleracion (nﬂsz)

Aceleraciones sobre el satélite (CB=50)
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111111 ERRSREN. S— S — R — — Copp — -
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Figura: Efectos de perturbacién en érbita elevada 51 /64
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Resumen de efectos de perturbacién IV (simulaciones

GEO/LEO)

Tercer cuerpo: Relevancia en la inclinacién en un GEO. Poca
relevancia en los LEO.

J>: Poco efecto en GEO por ser érbita ecuatorial. Para LEO es

la perturbacion de mayor orden de magnitud y la dominante

en cortos intervalos de tiempo.

Coo: Altera los elementos orbitales de GEO y LEO pero de

forma periddica y con érdenes de magnitud pequenos, pero
variaciones importante en longitud de GEO (ver tema 6).
Resistencia Aerodinamica: Efecto mas importante en LEO,
circularizando la érbita (e — 0) y reduciendo la a de forma
exponencial. La anomalia media varia cada vez mas rapido por

la caida del valor de a. No existe en GEO por su altitud.

Presion de radiacion solar: Relevancia en la variacion de la -
excentricidad en GEO. Para LEO, poca influencia. 52/64'*
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Periodos orbitales

m Puesto que la érbita de un satélite sujeto a perturbaciones ya
no es fija en el espacio, el concepto de “periodo” deja de estar
claro. Por ello se definen los siguientes tipos de periodo:

m Periodo kepleriano (Tk): el periodo clasico definido segtin el

problema de los dos cuerpos. Ty = 27/ ‘Zj

m Periodo anomalistico (T4): tiempo que transcurre entre dos
pasos consecutivos por periapsis.

m Periodo nodal ( Ty, también llamado dracénico): tiempo que
transcurre entre dos pasos consecutivos por el nodo
ascendente.

m Periodo sidéreo (Ts): tiempo que transcurre entre dos pasos
sucesivos por un mismo valor del argumento de latitud
u=uw-+80.

m Para d6rbitas no perturbadas, To = Ty = Ts = Tk.
m Si tenemos en cuenta los efectos seculares del J, se puede
aproximar 4 ~ 3\; Ty~ Tg=

v
I
e,

M—|—w 53 / 64
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Propagadores.

Teoria de Perturbaciones

Propagadores

Un propagador de 6rbitas es un algoritmo que permite obtener
efemérides futuras a partir de los elementos dados en una
época.

Formulacién bésica: dado (ag, eg, fo, £20, wo, Mp) en el instante
to, calcular (a, e, i,€2,w, M) en el instante t.

En ausencia de perturbaciones, el propagador basico es el
kepleriano o de los dos cuerpos:
(a,e,i,Q,w) = (ao, €, fo, Q2o,wo) y M = My + n(t — to).

El caso opuesto, el mas complicado posible, seria usar las
ecuaciones planetarias (Lagrange o Gauss) e integrarlas
numéricamente con el modelo mas completo posible de
perturbaciones.

Existen muchos modelos intermedios, semianaliticos, que
permiten obtener buenos resultados.
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Elementos orbitales medios

m Ya se vio en el estudio de las perturbaciones la utilidad de
promediar en los elementos orbitales.

m Esencialmente, al promediar se eliminan los efectos de corto
periodo, pero no se debe olvidar que estos pueden ser
Importantes.

m Es muy importante recordar que los elementos medios NO son
osculantes; existen férmulas para su conversién.

m Los TLEs, que se veran mas adelante, son un buen ejemplo de
elementos medios. Es usual “confundirlos” con elementos
osculantes, pero seria necesario convertirlos para su uso
correcto.

m A efectos de problemas de la asignatura, no diferenciaremos
estos dos tipos de elementos, pero a nivel tedrico hay que
saber hacer la distincion.

(me
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m Aproximando elementos osculantes por medios y con los
valores medios seculares para el J2, un propagador seria:

d — 4o,
€ = €p,
I = i07
2
3 R
Q = € — —nﬁJQ COS |
2 p
3 Ry
w = wo+ —n—r- J2(5c051
4 p?
M = Mo+ | n+ - n

(t — to),

1)(t — t0)7

J2\/1 —e2(2 —3seni?) | (t — tp),

m Este propagador es simple de usar y util en misiones en érbita
baja, donde la influencia del J2 es grande.

v
I
S,
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m Los elementos heliocéntricos de los planetas estan sujetos a
perturbaciones, pero éstas actian de una forma bastante
lenta.

m Clasicamente los elementos heliocéntricos de los planetas
estan dados en la forma (a,e,/,Q,w, L), donde w = Q + w es
la longitud del perihelio, y L = @ 4+ M es la llamada longitud
media.

m Modelo de primer orden:

%i, Q,?.D, L) X TO
donde T es el nimero de centurias julianas entre J2000 y el
dia en el que se quieren calcular los elementos planetarios
heliocéntricos. Ty se calcula con la férmula T = JDggggéS%,
donde JD es el dia juliano de calculo.

m Los valores de los elementos y su variacidén estan en una tabla L}
en la siguiente transparencia. 57/ 64
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m Valores de los elementos y su variacion para su uso en la
anterior férmula:

|l Planetary orbital elements and their centennial rates. From Standish et al. (1992).
Used with permission

a, AU e i, deg 2, deg w, deg L, deg

a, AU/Cy é,1/Cy i,/ ICy Q,"ICy @,"ICy L /Cy
Mercury  0.38709893  0.20563069  7.00487  48.33167  77.45645 252.25084
0.00000066 0.00002527 —23.51 —446.30 573.57 538101 628.29
Venus 0.72333199  0.00677323  3.39471  76.68069 131.53298 181.97973
0.00000092  —0.00004938 —2.86  —996.89  —108.80 210 664 136.06
Earth 1.00000011  0.01671022  0.00005 —11.26064 102.94719 100.46435
—0.00000005 —0.00003804  —46.94 —18228.25 119828 129 597 740.63
Mars 152366231  0.09341233  1.85061  49.57854 336.04084 355.45332
—0.00007221  0.00011902  —25.47 —1020.19  1560.78 68 905 103.78
Jupiter 520336301  0.04839266  1.30530  100.55615  14.75385 34.40438
0.00060737 —0.00012880  —4.15 1217.17 839.93 10925 078.35
Saturn 9.53707032  0.05415060  2.48446 113.71504  92.43194 49.94432
—0.00301530  —0.00036762 6.11 —1591.05 —1948.89 4401 052.95
Uranus  19.19126393  0.04716771  0.76986  74.22988 170.96424 313.23218
0.00152025 —0.00019150 —-2.09  —1681.4 131256  1542547.79
Neptune  30.06896348  0.00858587 176917 131.72169  44.97135 304.88003
—0.00125196  0.00002514  —3.64  —151.25  —844.43 786 449.21
Pluto 39.48168677  0.24880766 17.14175  110.30347 224.06676 238.92881
—0.00076912  0.00006465 11.07 97,33, vk iy 522 747.90
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m Una aplicacién en la que es de particular importancia conocer
con precisidon los elementos es la de los satélites GPS.

m Los receptores (navegadores) reciben de los propios satélites
informacién (efemérides) que les permite reconstruir la
posicion del satélite; por tanto todo receptor GPS debe
contener un propagador de orbitas.

m La informacion emitida por los satéelites es:
to, \/57 e, {20, wo, lo, Mo, An, €2, %’.7 Cucs Cusy Crey Crs, Cic,y Cis.

m Las férmulas que se emplean son:

M = M0+<W+An) (t — to),

Q = Qo+ Q(t - tp),
w = wo+ Cyecos(2ug) + Cyussen(2up),
I = g+ ii(t — l‘o) + Cie COS(2U0) + Cis sen(2uo).

dt 59 /
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m En las anteriores férmulas, una vez encontrada M hay que
resolver la ecuacidon de Kepler M = E — esen E, hallar 6 de E,
y calcular ug = wp + 6.

m Por otro lado también se suelen dar férmulas para calcular la
distancia geocéntrica del satélite. Se calcula
ro=a(l —ecosE) y se emplea la férmula:
r =ry+ Crecos(2ug) + Crssen(2ug).

m Si bien las anteriores férmulas permiten reconstruir con una
precisidon razonable |la posicién de los satélites GPS, dicha
precisidon no es suficiente para aplicaciones de mucha precision.

m Para dichas aplicaciones, se pueden obtener efemérides
post-procesadas (con precisiéon de cm), basadas en
observaciones. Estan disponibles de forma gratuita, del 1GS
(International GPS Service), por ejemplo, en internet, y se dan
en forma de coeficientes de polinomios de Lagrange que -
interpolan con gran precision los elementos. 60 / 64
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Modelo de perturbaciones y propagador SGP4

m Un modelo semianalitico que tiene en cuenta perturbaciones
hasta el J3 y rozamiento atmosférico es el SGP4 (Simplified
General Perturbations Satellite Orbit Model 4).

m Este modelo, desarrollado por [a NASA, es especialmente util
para 6rbitas bajas donde la influencia del rozamiento
atmosférico es considerable. Se consiguen precisiones en torno
a un kildmetro durante unos dias (mas tarde habria que
actualizar los elementos con nuevas observaciones).

m Existen otras versiones (SGP8, SDP4) con mayor precisién,
pero ésta es la mas usada por su sencillez y rapidez de calculo,
y sobre todo por compatibilidad.

m Su precision es de aproximadamente un kildmetro. Emplea
elementos orbitales medios (jojo! existen férmulas para
convertirlos en osculantes), dados en el formato de dos lineas

(TLE: two line elements) que estudiamos a continuacion. L}
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Name of Satellite Motion or Ballistic Coefficient  radiation pressure
(11 characters) coefficient gl ont Number

International Epoch Year & 2nd derivative of Mean & Check sum

Designator Dy Fraction Motion, usually blank Ephereris

Type

(NORR 6)

1(§14162}84123 L)26 50.28438588)0.00000140 ' 00000-0 ( 67960-4)0 ( 5293
1416

2 98.5105 ) 69.3305)0012788 | 63. 2828 (296.9658)14.24899292346978
7
/
Satellite  Inclination Eccentricity Mean Anoraly

INwomber

Right Ascension Argurrent Mean Motion
of the Ascending of Perigee Revolution number
Node at epoch & check sum

m Los satélites vienen descritos en las bases de datos por dos
lineas de nimeros (en inglés “two-line elements”).

m En la priméra linea viene tp (época: aio y fraccién de dias), y
en la segunda, 7, 2, e (se asume un punto decimal al
principio), w, M, y n (en revoluciones por dia). El niimero de
revoluciones es el numero de vueltas que el satélite ha dado a
su orbita en ty. Son elementos medios, no osculantes.

m Los otros niimeros sirven para clasificar el satélite o para
modelos mas complejos, que incluyen perturbaciones. 62 / 64
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1st derivative of Mean Drag termor

Name of Satellite Motion or Ballistic Coefficient  radiation pressure
(11 characters) coefliclent  Bloment Nunber

International Epoch Year & 2nd derivative of Mean & Check sum

Designator  Day Fraction Motion, usually blank Ephermeris

Type

(NORL 6)

1/11416TNS4123 86 50.28438588)0.00000140  00000-0 { 67960-4)0 { 5293)
2311416 /(98.5105 ( 69.3305) 0012788 63.2828(296.9658)14.2480920234697 8

Satellite  Inclination T Eccentricity Meantmon'aly T
Nunber Right Ascension Argurrent Mean Motion
of the Ascending of Perigee Revolution nwrnber
Node at epoch & check sum
m Ejemplos (celestrak.com):
ISS(ZARYA)

1 255440 98067A 07281,99344815 ,0000942300000 — 0 64778 — 4 0 1234

2 25544 51,6338 236,8689 0003196 79,3949 325,2109 15,75490408508738
METEOSATY

1 24932U 970498 07280,81168990 ,00000059 00000 — 0 10000 — 3 0 2809

2 24932  3,6428 76,9883 0001162 185,2668 103,4399 1,00269406 3698§

N
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Actualizacion de elementos

m En la practica, los propagadores nunca predicen con total
exactitud los elementos orbitales, y con el tiempo las
predicciones se degradan.

m El procedimiento utilizado para evitar esta degradacion
consiste en obtener medidas de posicion y velocidad a partir
de observaciones realizadas con cierta frecuencia (por ejemplo
cada dia o semana).

m Se combinan las medidas obtenidas con el modelo de
propagador para obtener una “actualizacién” de los elementos.

m La herramienta que permite decidir como combinar las
medidas con el modelo de propagacién se conoce como “Filtro
de Kalman”, pondera medidas y modelo en funcién del error
esperado de ambos.
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