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Mecanica Orbital y Vehiculos Espaciales

Problemas y cuestiones de los Tema 1-2

(problemas marcados con *: para ampliar)

. Conocida la inclinacién de la ecliptica & = 23°26/, hallar la latitud de los trépicos y de los circulos polares.

. El sistema geocéntrico ecliptico se suele considerar inercial; no obstante, el centro del sistema de referencia (la

Tierra) se desplaza respecto al Sol. Encontrar la aceleracion de arrastre que se desprecia. ;Qué sucede con el
sistema de referencia geocéntrico ecuatorial?

(*) Formular el cambio de base entre el sistema de referencia heliocéntrico y el geocéntrico ecliptico, entre el
geocéntrico ecliptico y el geocéntrico ecuatorial, y entre el geocéntrico ecuatorial y el heliocéntrico.

(*) En un instante dado, un satélite en una orbita circular de altitud 800 km se observa con una ascension recta
de 85° y una declinacién de 35°. Calcular sus coordenadas cartesianas en el sistema de referencia geocéntrico
ecuatorial.

. A partir de la duracidn del dia sidéreo y considerando 1 afio=365.25 dias, demostrar aproximadamente que un dia

solar medio tiene (con precisién de centésimas de segundo) 24 h.

A partir del fenémeno de la precesion de los equinoccios (desplazamiento de retraso del primer punto de Aries con
un periodo de 25780 afios), y sabiendo que un afio sidéreo dura aproximadamente 365 dias, 6 horas, 9 minutos y 10
segundos, demostrar que aproximadamente (con precision de segundos) un afio tropical tiene 365 dias, 5 horas, 48
minutos y 46 segundos.

Julio César instaur6 el calendario juliano (con afios bisiestos, uno cada cuatro afios) en el afio 46 antes de Cristo.
(Cudl es la duracién del “afio juliano”? En 1582, ;cudnto error (retraso o adelanto) habia acumulado el calendario
con respecto al afio tropical?

El calendario gregoriano considera que los afios bisiestos son los multiplos de 4, excepto que lo sean también de
100 (con la excepcidn de los multiplos de 400, que si se cuentan como bisiestos, salvo que lo sean también de 4000).
(Cual es la duracién del “afio gregoriano”? ;Qué error acumularia este calendario con respecto al afio tropical tras
10.000 afios? Comparar con el calendario juliano.

Los nombres de las constelaciones que el Sol (o mas propiamente hablando, la linea imaginaria que une al Sol
con la Tierra) cruza en su camino son (ordenadas en el sentido recorrido): Aries, Tauro, Géminis, Céncer, Leo,
Virgo, Libra, Escorpio, Sagitario, Capricornio, Acuario, y Piscis. Se suponen espaciadas uniformemente. Cuando
inicialmente fue definido, el primer punto de Aries () se encontraba efectivamente en la constelacién de Aries.
No obstante, debido a la precesion de los equinoccios (desplazamiento de retraso del primer punto de Aries con un
periodo de 25780 afios) el primer punto de Aries abandond la constelacién de Aries en el afio 70 antes de Cristo.
(En qué constelacién se encontraba 7" en los tiempos de Kepler (s. XVII)? y en nuestro afio actual? ;Cuando
cambiard de nuevo de constelacién? Deducir a qué se debe el nombre de los trépicos.

Considerando la 6rbita de la Luna alrededor de la Tierra circular, de periodo 27.32 dias, y la 6rbita de la Tierra
alrededor del Sol también circular, ;cudnto dura el mes lunar? Si el plano orbital lunar fuera el de la ecliptica, ;cada
cudnto tiempo habria eclipses lunares? Estimar (en el caso coplanario) la duracién de un eclipse lunar.

(*) Desde un radiotelescopio en Sevilla (¢ = 37,24°, A = 5,58°W) se observa un satélite cuyas coordenadas
(topocéntricas) son Azimut=120°, Elevacion=65°, Distancia=1200 km. Calcular las coordenadas cartesianas del
satélite respecto a Sevilla.

(Qué dia juliano (JD) es el 26 de Octubre de 2008, a las 00:00 UT? ;y a las 22:30 hora local de Sevilla (horario de
invierno)?

(*) Sabiendo que el 1 de Enero de 2000, a las 00:00 UT (JD 2451544.5) se tiene que GST=280,46° ;Cudnto vale
GSTy el 26 de Octubre de 2008? ;Cual es el tiempo sidéreo local en Sevilla (A = 5,58°W) ese mismo dia a las
22:30? ;Cudles son las coordenadas cartesianas de Sevilla, a dicha hora, en el sistema de referencia geocéntrico
ecuatorial?

(*) Desde un radiotelescopio en Sevilla (¢ = 37,24°, A = 5,58°W) se observa a las 22:30 hora local el 26 de Octu-

bre de 2008, un satélite cuyas coordenadas (topocéntricas) son Azimut=120°, Elevacién=65°, Distancia=1200 km.Calcular

las coordenadas del satélite respecto al sistema de referencia geocéntrico ecuatorial (cartesianas y esféricas).

Si realizdramos una conexion telefénica via satélite, ;qué retardo tendria la sefial de voz (despreciando el debido
al proceso de sefial) si el satélite se encontrara en 6rbita baja (b ~ 1000 km)? ;Y en 6rbita geostacionaria (h ~
36000 km)? ; Qué retardo tendria una comunicacién telefénica con la Luna?
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Un cierto dia a las 12:00 UT las coordenadas del Sol son 6z = 23,18° y AR5 = 100°. Sabiendo que dicho dia
GSTy = 280,5°, calcular la hora local (sin contar el posible cambio horario de verano), la hora solar media y la
hora solar (aparente) en dicho instante, en:

a) Sevilla (¢ = 37,24°N, A = 5,58°W, UT+1).

b) Roma (¢ = 41°54' N, \ = 12°27' E,UT+1).

¢) Moscu (¢ = 55°45' N, A = 37°36' E,UT+3).

d) Buenos Aires (¢ = 34°35'S, A\ = 58°22'W ,UT-3).
Escribir las coordenadas esféricas del Sol en la esfera celeste terrestre (declinacidn y ascension recta) y en el sistema
de referencia geocéntrico ecliptico (longitud ecliptica y latitud ecliptica) en los siguientes instantes de tiempo:

a) Equinoccio de Primavera.

b) Solsticio de Verano.

¢) Equinoccio de Otofo.

d) Solsticio de Invierno.

Escribir también las coordenadas esféricas de la Tierra en el sistema de referencia heliocéntrico ecliptico (longitud
heliocéntrica y latitud heliocéntrica) en los instantes de tiempo antes sefialados.



Solucién a los problemas y cuestiones de los Temas 1 y 2.

1. Conocida la inclinacién de la ecliptica e = 23°26’, hallar la latitud de los trépicos y de los circulos polares.
Solucién:

La inclinacion de la ecliptica es ¢ = 23°26’. De la Figura 1, deducimos que la latitud del trépico de Céncer es de
23°26'N, mientras que la del trépico de Capricornio es de 23°26’S. Igualmente, la latitud del circulo polar Artico
es de 90° — e = 66°34'N, y la del circulo polar Antartico es de 66°34’S.

Dia eterno

Circulo Polar Artico

B Tropico de Cancer
Radiacion ——>
Solar —_—

Ecuador

Ecliptica

Circulo Polar Antartico

Noche eterna

Noche eterna

Radiacion

Sol
Ecliptica oar

Ecuador
Trépico de Capricornio

Circulo Polar Antdrtico

Dia eterno

Figura 1: (superior) Verano en el hemisferio Norte. (inferior) Invierno en el hemisferio Norte.

2. El sistema geocéntrico ecliptico se suele considerar inercial; no obstante, el centro del sistema de referencia (la
Tierra) se desplaza respecto al Sol. Encontrar la aceleracion de arrastre que se desprecia. {Qué sucede con el
sistema de referencia geocéntrico ecuatorial?

Solucién:

Considerando la érbita de la Tierra circular, la aceleracién de arrastre serd igual a: * = n2 LEB’ donde ng es la
velocidad angular de la Tierra en su movimiento de translacién alrededor del Sol, y Lgy es el radio medio entre

2
la Tierra y el Sol. Tomando Tg = 365,242 dias, tenemos que ngy = T—Z Introduciendo valores, se llega a que

&
i = 0,006 m/s2.

El sistema de referencia geocéntrico ecuatorial s6lo se diferencia del ecliptico por una rotacién (fija); por tanto sus
caracteristicas inerciales (y en concreto su aceleracioén de arrastre) son iguales.

3. Formular el cambio de base entre el sistema de referencia heliocéntrico y el geocéntrico ecliptico, entre el geocéntri-
co ecliptico y el geocéntrico ecuatorial, y entre el geocéntrico ecuatorial y el heliocéntrico.
Solucién:

Denotemos a un vector escrito en el sistema de referencia heliocéntrico con el superindice H; en el geocéntrico
ecliptico con G; y en el geocéntrico ecuatorial por E.

H < G: se tiene que v = v + 7§ (t), donde rZ(t) denota el vector de posicién de la Tierra respecto al Sol,
escrito en el sistema de referencia H. Tomando como origen de tiempos el primer punto de Aries, y considerando



que la Tierra se mueve en una orbita circular de radio Lgy, se tiene que

cos n@t

r%(t) =Lg sengEBt

27 . . - L
donde ngy = TH es la frecuencia angular de la Tierra en su movimiento de translacién con respecto al Sol, y

TH = 365,242 dias.

G « E: para pasar de H a G es necesario efectiar una rotacién de dngulo —¢ con eje el eje x. Por tanto, se tiene
que v¥ = CEvY, donde CE es una matriz de rotacién definida como

1 0 0
CE=10 cose —sene
0 sene cose

Para realizar el cambio inverso, se tiene que v = C&v¥, donde C§ = (CE)~! = (CE)T, debido a las propieda-
des de las matrices de rotacion.

H <> E: combinando los anteriores resultados, v* = C£ (v — rf(t) y por tanto v = (CE)Tv" + 1§ (¢).

. En un instante dado, un satélite en una 6rbita circular de altitud 800 km se observa con una ascension recta de 85°
y una declinacién de 35°. Calcular sus coordenadas cartesianas en el sistema de referencia geocéntrico ecuatorial.
Solucién:

La ascension recta(AR) y la declinacion(é) son coordenadas esféricas en el sistema de referencia geocéntrico ecua-
torial. Sabiendo que el radio es (puesto que la érbita es circular, y por tanto, de radio constante) r = Rgy + h =
7178,14 km, se tiene que

cos AR cos 512,47
rP =7 | senARcoséd | = | 5857,613 | km.
sen d 4117,211

. A partir de la duracién del dfa sidéreo y considerando 1 afio=365.25 dias, demostrar aproximadamente que un dia
solar medio tiene (con precision de centésimas de segundo) 24 h.

Solucién:

Tierra en t=1 dia

Tierra en t=0

Figura 2: La duracién de un dia solar medio.

Consideremos la situacién de la Figura 2. Para que el Sol vuelva a pasar sobre el mismo meridiano, la Tierra tiene
que haber rotado una revolucién y ademds haber avanzado el dngulo § de la figura, es decir, si llamamos T, a la

. 5 L . .
duracién de un dfa, se tendrd que T; = Ty (1 + ) . Ese es también el tiempo que la Tierra tarda en recorrer el

2
angulo o en su movimiento de translacién en torno al Sol. Evidentemente, o = §. Por tanto, T; = & ;Tg,
n@ m
donde se toma T, g = 365,25 dias. Despejando « y sustituyendo en la férmula de 7;:

T, T, 1
T, = Tg <1+TZI>*>T(1 9;@ = 4 = 86399,904s
@ —TH Te  Tg

Luego Ty = 86399,904 s = 24 h (con un error de 0,096 s).

. A partir del fenémeno de la precesion de los equinoccios (desplazamiento de retraso del primer punto de Aries con
un periodo de 25780 afios), y sabiendo que un afio sidéreo dura aproximadamente 365 dias, 6 horas, 9 minutos y 10
segundos, demostrar que aproximadamente (con precision de segundos) un afio tropical tiene 365 dias, 5 horas, 48
minutos y 46 segundos.



Solucién:
2r — 0 TH

Tal como se indica en la Figura 3 el fenémeno es inverso al del anterior apartado. Se tiene que T,op = 5 Ta
T

Tir . o
y por otro lado § = 27 P " Jonde Threc = 25780 afios (tomamos el afio de la precesion de los equinoccios como
prec
365.25 dias).
Por tanto se llega a
H
2m — 5 H Ttrop H T@ 1
Ttrop = TT@ = <1 - T T@ — Ttrop = TH 1 I T = 31556925,8931 s.
prec 1+ 72 TE T T

Aries en t=1 ano

T

T

Aries en t=0

Figura 3: El afio tropical.

Luego Tirop = 31556925,8931 s = 365 dias 5 h 48 m 46 s.

. Julio César instauré el calendario juliano (con afios bisiestos, uno cada cuatro afnos) en el afio 46 antes de Cristo.
(Cual es la duracién del “afio juliano”? En 1582, ;cuanto error (retraso o adelanto) habia acumulado el calendario
con respecto al afio tropical?

Solucién: La duracién del afio juliano es de 365.25 dias, es decir 365 dias y 6 horas, ya que hay que afadir 1/4 de dia
por los afios bisiestos. Por tanto respecto al afio tropical antes calculado, el error es de 11 minutos y 14 segundos por
afio, o lo que es lo mismo, 674 segundos. En 1582-(-46)=1628 afios, el error acumulado seria de 1097272 segundos,
o lo que es lo mismo, 12 dias, 16 horas, 47 minutos, y 52 segundos.

. El calendario gregoriano considera que los afios bisiestos son los multiplos de 4, excepto que lo sean también de
100 (con la excepcién de los miltiplos de 400, que si se cuentan como bisiestos, salvo que lo sean también de 4000).
(Cudl es la duracidn del “afio gregoriano”? ;Qué error acumularia este calendario tras 10.000 afios? Comparar con
el calendario juliano.

Solucién: La duracion del afio gregoriano es de 365+1/4-1/100+1/400-1/4000=365.24225 dias, es decir, 365 dias,
5 horas, 48 minutos y 50.4 segundos. Su error respecto al afio tropical es de 4.4 segundos. En 10000 afios habria
acumulado 44000 segundos, es decir, 12 horas, 13 minutos y 20 segundos. En ese mismo tiempo, el calendario
juliano habria acumulado 78 dias de error!

. Los nombres de las constelaciones que el Sol (o mds propiamente hablando, la linea imaginaria que une al Sol
con la Tierra) cruza en su camino son (ordenadas en el sentido recorrido): Aries, Tauro, Géminis, Cancer, Leo,
Virgo, Libra, Escorpio, Sagitario, Capricornio, Acuario, y Piscis. Se suponen espaciadas uniformemente. Cuando
inicialmente fue definido, el primer punto de Aries (") se encontraba efectivamente en la constelacién de Aries.
No obstante, debido a la precesion de los equinoccios (desplazamiento de retraso del primer punto de Aries con
un periodo de 25780 afios) el primer punto de Aries abandond la constelacion de Aries aproxidamente en el afio
70 antes de Cristo. ;En qué constelacion se encontraba T en los tiempos de Kepler (s. XVII)? ;y en nuestro afio
actual? ;Cuando cambiard de nuevo de constelacién? Deducir a qué se debe el nombre de los trépicos.

Solucién:
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Suponiendo las constelaciones regularmente espaciadas, se tarda 25780/12=2148.33 afios en atravesarlas (la dura-
cién de las llamadas “eras astrolégicas”, mientras que 25780 afios es la duracién de las llamadas “eras platénicas™).
Por tanto, si el primer punto de Aries se abandoné en el 70 AC, hasta el 2078.33 DC el primer punto de Aries estard
en Piscis (para luego cambiar a Acuario). El nombre de los tropicos se debe a que si el Sol se encuentra en Aries en
el equinoccio de Primavera, entonces tres meses después, en el solsticio de verano (el momento en el que el Sol estd
perpendicular sobre el trépico de Céancer), ha avanzado tres constelaciones y por tanto se encuentra en Cancer (en
la actualidad, en Géminis). I[gualmente, en el solsticio de invierno (cuando el Sol esta perpendicular sobre el trépico
de Capricornio), el Sol ha avanzado 6 constelaciones desde Cédncer y se encuentra en Capricornio (en la actualidad,
en Sagitario).

Considerando la 6rbita de la Luna alrededor de la Tierra circular, de periodo 27.32 dias, y la 6rbita de la Tierra
alrededor del Sol también circular, ;cudnto dura el mes lunar? Si el plano orbital lunar fuera el de la ecliptica,
(cada cudnto tiempo habria eclipses lunares? ;Y eclipses solares? Estimar (en el caso coplanario) la duracién de un
eclipse lunar.

Solucién:

El mes lunar es el periodo transcurrido entre una fase de la luna (por ejemplo Luna Llena) y su primera repeticion.
Es decir, es el tiempo que tardan el Sol y la Luna en encontrarse en la misma posicién relativa (angular). Siguiendo

un razonamiento andlogo al problema 5 y la Figura 2, se encuentra que Tynes = —|——— = 29,53 dias. En
T, ~TH
« ®

realidad la duracidn es variable debido a la elipticidad y a las perturbaciones en las érbitas.
Si la Luna orbitara en la ecliptica, cada Luna Llena habria un eclipse lunar, y cada Luna Nueva uno solar.

Para estimar la duracién de un eclipse lunar, vamos a despreciar el movimiento de translacién de la Tierra respecto
al Sol, y consideraremos al Sol “en el infinito”. La situacién es la mostrada en la Figura 5.

----— %2 __. Lunaen
eclipse lunar

Tierra L

Figura 4: Eclipse de Luna.

El dngulo que ha de recorrer la Luna « se calcula de L sena/2 = Rgy, de donde v = 1,9°. Teniendo en cuenta
que el periodo orbital de la Tierra es de 27.32 dias, la duracién es Téd = 5-Tq = 1246738 s = 3,46 h. En
realidad el periodo de eclipse total es menor, por varias razones: habria que restar el arco de la Luna a «, considerar
la situacion real del Sol (no en el infinito) y considerar el efecto de refraccion atmosférico. De todas formas esta
cifra aproxima bien la duracién maxima posible de un eclipse considerando todas sus fases (3.8 horas), mientras
que la duracién de la “totalidad” no suele exceder de los 100 minutos.

Desde un radiotelescopio en Sevilla (¢ = 37,24°, A = 5,58°W) se observa un satélite cuyas coordenadas (to-
pocéntricas) son Azimut=120°, Elevacién=65°, Distancia=1200 km. Calcular las coordenadas cartesianas del satéli-
te respecto a Sevilla.

Solucién: Las coordenadas Azimut Az, Elevacion h y distancia p son realmente las coordenadas esféricas del
sistema topocéntrico:

x¥ = pcoshsen Az, y¥ = pcoshcos Az, zF = psen h.

Se tiene entonces para este caso que

P = 439,198 km, y¥ = —253,57km, 2 = 1087,6 km.

(Qué dia juliano (JD) es el 26 de Octubre de 2008, a las 00:00 UT? ;y a las 22:30 hora local de Sevilla (horario de
invierno)?
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Figura 5: Sistema de referencia topocéntrico.

Solucién: Usando la férmula de teoria, obtenemos 2454765,5 JD. Obsérvese que las 00:00 UT se considera la
“mitad del dia” desde el punto de vista del calendario juliano.

Sevilla, en el horario de invierno, es UT' + 1. Por tanto las 22:30 hora local de Sevilla son las 21:30 UT; el 26 de
Octubre de 2008, a las 21:30 UT, el dia juliano es 2454765,5 + 21,5/24 = 2454766,396 JD.

Sabiendo que el 1 de Enero de 2000, a las 00:00 UT (JD 2451544.5) se tiene que GST=280,46° ;Cuanto vale GSTy
el 26 de Octubre de 2008? ;Cudl es el tiempo sidéreo local en Sevilla (A = 5,58°W) ese mismo dia a las 22:30?
(Cudles son las coordenadas cartesianas de Sevilla, a dicha hora, en el sistema de referencia geocéntrico ecuatorial?

Solucién: Del anterior problema, podemos calcular el ntimero de dias transcurridos entre el 1 de Enero de 2000 y
el 26 de Octubre de 2008 simplemente restando los dias julianos: At = 2454765,5 — 24515445 = 3221 dias. Por
tanto:

GSTp(26/10/2008) = GSTp(1/1/2000) + wgy At = 280,46° + 295,992° = 216,4518°

A las 22:30 hora local de Sevilla (21:30 UT):
GST(21:30UT) = GSTy + wgy - 21,5 - 3600 = 216,4518° + 323,383° = 179,83°

Finalmente, en Sevilla:
LST = GST + A = 179,83° — 5,58° = 174,255°

Las coordenadas de un punto de la Tierra en el sistema de referencia geocéntrico ecuatorial, conocido su LST' y su
latitud, son:

¢ = Rgy cos ¢ cos LST, T Rgy cos ¢ sen LST, 2% = Rgy sen ¢.
por tanto, para Sevilla en ese instante:

z% = —5052,2km, y“ = 508,2738 km, 2& = 3859,8 km.

Desde un radiotelescopio en Sevilla (¢ = 37,24°, A = 5,58°W) se observa a las 22:30 hora local el 26 de Octubre
de 2008, un satélite cuyas coordenadas (topocéntricas) son Azimut=120°, Elevacién=65°, Distancia=1200 km. Cal-
cular las coordenadas del satélite respecto al sistema de referencia geocéntrico ecuatorial (cartesianas y esféricas).

Solucién: Puesto que en los anteriores problemas hemos calculado, respectivamente, la posicién de Sevilla en
dicho instante respecto del sistema de referencia geocéntrico ecuatorial, y la posicion del satélite respecto a Sevilla,
podemos simplemente sumar las respuestas de los dos problemas para encontrar la solucién de éste. Para que esta
suma sea posible ambos vectores han de estar expresados en la misma base.

Obsérvese que para pasar del sistema referencia topocéntrico 7' al geocéntrico inercial (G, seria necesario: una
rotacién de dngulo —¢gy ¢ en torno al eje x, y una rotacion de dngulo —(90° + LSTgyq) en torno al nuevo eje z.

Esquematicamente:

(9059 o —(90°FLST)

G
Por tanto la matriz de cambio de base sera:
—senLST —cosLST 0 1 0 0
cE = CgC’; = cosLST —senLST 0 0 sen¢p —cos¢
0 0 1 0 cos¢ sen¢

—senLLST —cosLSTsen¢ cosLST cos¢
= cosLST —senLSTsen¢ senLST cos¢
0 cos ¢ sen ¢



Calculando la matriz para Sevilla en el instante de tiempo del problema, puesto que ¢ = 37,24° y LST = 174,255°,
tendremos que
—0,1001 0,6021 —0,7921
C% =1 —0,9950 —0,0606 0,0797
0 0,7961  0,6052

Aplicando el cambio de base a los resultados anteriormente obtenidos:

—1058,1
réar—svo = CE¥réar_svo = —335 km.
4563
2Sar = 280 +eSar_svo = —6110,3km,
Y§ar = YSvo T YSar_svo = 173,3km,
Sar = 2Svo+ 2Sur_svo = 4316 km,

Pasando a esféricas, que para el caso geocéntrico se llaman ascension recta (AR) y declinacién (J), obtenemos:

G
ARgar = arctan (ygAT> = 180° — 1,62° = 178,38°,
TsAT
el
dsaT = arctan SAT = 35,23°,

V@Gar)? + (1ar)?

doénde el valor de AR se ha corregido por encontrarse en el segundo cuadrante (el valor que da la funcién arctan es
—1,62°).

15. Si realizdramos una conexion telefénica via satélite, ;qué retardo tendria la sefial de voz (despreciando el debido
al proceso de sefial) si el satélite se encontrara en 6rbita baja (h =~ 1000 km)? ;Y en drbita geoestacionaria (h ~
36000 km)? ; Qué retardo tendria una comunicacidn telefénica con la Luna?

Solucién: Asumiendo ¢ ~ 3 - 10% km/s y considerando la ida y vuelta de la sefial, las respuestas serfan: 6.6
milisegundos para oOrbita baja (apenas apreciable), 0.24 segundos para geoestacionaria, y 2.6 segundos para la
Luna.

16. Un cierto dia a las 12:00 UT las coordenadas del Sol son § = 23,18° y AR« = 100°. Sabiendo que dicho dia
GSTy = 280,5°, calcular la hora local (sin contar el posible cambio horario de verano) y la hora solar en dicho
instante, en:

a) Sevilla (¢ = 37,24°N, A\ = 5,58°W, UT+1).
b) Roma (¢ = 41°54' N, \ = 12°27'E,UT+1).
¢) Mosct (¢ = 55°45' N, A = 37°36" E,UT+3).
d) Buenos Aires (¢ = 34°35'S, \ = 58°22'W ,UT-3).

Solucién:

En primer lugar, GST(12 : 00 UT) = GSTy + wg At = 100,993°, donde At = 12 h = 43200 s. La hora solar se
LST-RA

——— +12,donde LST = GST + \.

calcula simplemente de la formula H = =

a) Sevilla. La hora local serd las 13:00. La hora solar serda H = 11,6942 h = 11 : 41 : 39.
b) Roma. La hora local serd las 13:00. La hora solar serd H = 12,8962 h = 12 : 53 : 46.
¢) Moscu. La hora local sera las 15:00. La hora solar serda H = 14,5729 h = 14 : 34 : 22.
d) Buenos Aires. La hora local sera las 9:00. La hora solar serd H = 8,1751 h =8 : 10 : 30.

17. Escribir las coordenadas esféricas del Sol en la esfera celeste terrestre (declinacion y ascension recta) y en el sistema
de referencia geocéntrico ecliptico (longitud ecliptica y latitud ecliptica) en los siguientes instantes de tiempo:
a) Equinoccio de Primavera.
b) Solsticio de Verano.
¢) Equinoccio de Otoio.

d) Solsticio de Invierno.



Escribir también las coordenadas esféricas de la Tierra en el sistema de referencia heliocéntrico ecliptico (longitud
heliocéntrica y latitud heliocéntrica) en los instantes de tiempo antes sefialados.

Solucién: En cada uno de estos instantes de tiempo las posiciones estdn claramente definidas.

a)

b)

c)

d)

Equinoccio de Primavera.
Por definicion, el Sol se encuentra en T". Por tanto, §o) = 0°, RAg = 0°. Igualmente, 8 = 0°, A = 0°. Por
otro lado, desde el sistema de referencia heliocéntrico, la Tierra se encuentra opuesta a T, por tanto d)% = 0°,

© _ o
)‘69 = 180°.
Solsticio de Verano.

La situacién se habrd desplazado 90° desde el Equinoccio de Primavera, en el plano de la ecliptica, en el
sentido contrario a las agujas del reloj. Respecto al plano del Ecuador, el Sol alcanza su maxima declinacion.
Por tanto, 6o = € = 23,5°, RAg = 90°. Por otro lado, 8 = 0°, A = 90°. Igualmente en el sistema de

referencia heliocéntrico, ¢% =0°, Ag = 270°.
Equinoccio de Otofio.

La situacién se habrd desplazado 90° desde el Solsticio de Verano. Por tanto en el sistema de referencia
geocéntrico el Sol se encuentra opuesto a T". Por tanto, d5 = 0°, RAg = 180°. Por otro lado, 8 = 0°,

A = 180°. En el sistema de referencia heliocéntrico la Tierra esta en la direccion de 1", por lo que ¢€|®9 = 0°,

® _ o
)\@ = Q°.
Solsticio de Invierno.

Finalmente, la situacién se habrd desplazado 90° desde el Equinoccio de Otofio. Respecto al plano del Ecua-
dor, el Sol alcanza su minima declinacién. Por tanto, 5® = —e = —23,5°, RA® = 270°. Por otro lado,

B = 0°, A = 270°. Igualmente en el sistema de referencia heliocéntrico, (;5% = 0°, )\% = 90°.



10.

11.

12.

13.
14.

16.

Mecanica Orbital y Vehiculos Espaciales

Problemas y cuestiones de los Temas 3-4

(problemas marcados con *: para ampliar, con f:problema teérico complementario a teoria)

. Unidades candnicas: Para evitar el problema de trabajar con nimeros muy grandes (y de dificil interpretacion) se

definen “unidades candnicas” para adimensionalizar las variables. En problemas geocéntricos (respectivamente, pla-
netocéntricos), se utiliza el radio de la Tierra Rq (respectivamente, del planeta Rpjapneta) cOmo unidad de distancia
(UD). Como unidad de velocidad (UV) se usa la “velocidad circular en la superficie de la Tierra”, UV = \/ug/Rg
(resp. UV = \/ KPlancta/ RPlancta). Finalmente, definimos la unidad de tiempo (UT) como UT = UD/UV. De
esa forma se tiene que jiq (r€SP. [planeta) €Xpresado en unidades candnicas vale 1. En problemas heliocéntricos se
usa UD = 1 AU y la velocidad media de la Tierra como UV. Determinar las unidades candnicas para problemas
geocéntricos, heliocéntricos, y centrados en Jupiter.

(Cuadl es la velocidad de un satélite en una 6rbita circular a altitud 250 km? ;Cuadl es su periodo?

(1) Cuando se definen 6rbitas, en ocasiones se utiliza la notacién h, X h, para denotar una drbita con altitud de
perigeo h,, y altitud de apogeo h,. Encontrar el semieje mayor y la excentricidad de una orbita hy, X k.

Un satélite ha sido observado a 1200 km de altitud con una velocidad de 10 km/s y un dngulo de trayectoria igual
a 23,174°. Determinar el tipo de 6rbita, su excentricidad y el valor, si procede, de a. Repetir el problema para una
velocidad de 12 km/s.

. Dado un objeto en drbita eliptica alrededor de la Tierra, con radios de apogeo y perigeo respectivamente r,, =

6600 km y r, = 55000 km, encontrar la anomalia verdadera de su posicion al entrar en la anomalia del Atlantico
Sur en el cinturén de Van Allen a altitud 7 = 500 km.

(*) Dados dos puntos en un plano por sus coordenadas polares 1,61 y 73, 62, determinar la cénica que pasa por
ambos puntos y tiene como foco al origen de coordenadas. ;Bajo qué condiciones se puede encontrar una solucién
a este problema? ;Es dicha solucién dnica?

(*) Aplicar la solucién a encontrar una 6rbita de transferencia entre la Tierra y Plutén (B), suponiendo que la
elipse de transferencia tiene la linea de 4psides a una longitud (respecto de 7)) de 25°, y las longitudes de la Tierra
al inicio y Plutén al final (supuestos ambos en 6rbitas circulares coplanarias) son 40° y 195° respectivamente.
(Cuanto tiempo se tardaria en realizar dicha transferencia? Dato: Lp = 39,48 AU.

Calcular la velocidad de escape de la Tierra, la Luna (ug = 4902,9 km3 /s2, Rg = 1737,4 km), Japiter (g, =
126711995,4 km3 /s, Rq = 71492 km) y Marte (uy = 42828,3 km? /s2, R, = 3397 km).

El primer satélite de Jupiter (Io) tiene un periodo de aproximadamente 1 dia, 18 horas, 27 minutos y 33.5 segundos,
y una distancia media al centro de Jupiter de 421700 km. Estimar la masa de Jupiter en términos de la masa de la
Tierra.

(1) Demostrar que el dangulo de trayectoria verifica tany = lizccrgg 7~ Demostrar que esta férmula implica que si y

es negativo, § es negativa. Usar la férmula para demostrar que en el caso de una pardbola, v = /2, y explicar el
significado geométrico de dicho resultado.

A partir de los elementos orbitales de la ISS y del METEOSAT 7 en el formato de 2 lineas, tal como se dan en
teorfa, encontrar: sus elementos orbitales keplerianos, y su posicion y velocidad en la época.

La orbita de cartografia de la sonda Magallanes alrededor de Venus (o = 324858,8 km? /s2, Ro = 6051,8 km)
tiene como valores ¢ = 10424,1 km y e = 0,39433. La misidn cartogrifica comenzé en el punto que tiene una
anomalia verdadera § = 280°. Calcular el dngulo de trayectoria, velocidad y tiempo desde periapsis en dicho punto.

Aproximar a primer(}) y segundo(*) orden de e la ley horaria de una drbita eliptica de excentricidad pequena e.

Un cuerpo es lanzado desde la superficie de la Tierra justo con la velocidad de escape. Suponiendo el perigeo de
la trayectoria en la superficie de la Tierra, ;cudnto tiempo tarda en escapar? Suponer que el radio de escape es

Teo = Lg (N@/M®)2/5~

. Dada una 6rbita eliptica con e = 0,85 y altitud del perigeo h,, = 600 km, calcular el tiempo que transcurre entre

dos posiciones A y B tales que 84 = 120° y 85 = 230°.

(1) Para una 6rbita eliptica de excentricidad e y semieje mayor a, sabemos que su velocidad angular (orbital) media
esn = \/GI3 . Su velocidad angular instantdnea 0 no serd en general constante y dependera de la anomalia verdadera
0. Encontrar el valor de 6 como funcién de 6, e y n. (Para qué valores de 6 coincidiran 9 y n? (Para qué valores de
0 tendrd 0 la mdxima discrepancia de n? Aproximar los resultados para un pequefio valor de excentricidad.
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() Demostrar (para una 6rbita no circular) la férmula 6 = —202 tan v, donde 6 es la anomalia verdadera y ~y el
angulo de trayectoria. En base a la féormula, ;en qué partes de la érbita serd la aceleracién angular negativa, y en
cudles positiva? ;Cuando se hara cero?

() Demostrar, para una 6rbita eliptica con e > 0, que el vector excentricidad € apunta siempre en direccién a
periapsis.

El 24 de Agosto de 1989 el Voyager 2 tuvo un encuentro con Neptuno (,ug = 6871307,8 km?/s2, Rg =
24764 km), siguiendo una 6rbita hiperbdlica de pardmetros a = —19985 km y e = 2,45859. En su alejamien-
to, la sonda pasé cerca de Tritén, a 354600 km de Neptuno. ;Cuanto tiempo (At) transcurrié desde periapsis hasta
el encuentro con Tritén ?

Un vehiculo espacial se acerca a Venus con una velocidad de exceso vs = 10 km/s y un dngulo 6., = 140°.
Encontrar el radio de periapsis. ;Cudl es el dngulo de giro de la velocidad respecto a la velocidad de llegada cuando
vuelve a “escapar” de Venus? ;Cudnto tarda en escapar? Volver a responder a la dltima pregunta suponiendo que el

radio de llegada y de salida, en vez de infinito, es 7o, = Lo (ug/u@)2/5, donde Lo = 0,723327 AU.

Se realizaron dos observaciones de un satélite en érbita geocéntrica; la altitud de la primera observacion fue h 4 =
2298 km y de la segunda hp = 6476 km. El dngulo entre las dos observaciones fue Af = 6 — 04 = 90°. Se sabe
que el semieje mayor de la 6rbita es ¢ = 12000 km. Encontrar el tiempo de vuelo ¢y, e, 04, 05, hy, y Ata.

(*) Encontrar el error que se comete en la anomalia verdadera §6 y en el radio, dr, a partir de un error en la anomalia
excéntrica 6 F.

Un satélite geocéntrico en orbita eliptica tiene un semieje mayor a = 4Rq y un perigeo r, = 1,5Rg. Encontrar
la anomalia verdadera 4 horas después del paso por el perigeo. Repetir el problema si a = 40Rg (6rbita muy
excéntrica). ;Cudl es el error aproximado, en dngulo y en distancia, que se ha cometido resolviendo la ecuacion de
Kepler en ambos casos?

Repetir el problema anterior para una 6rbita parabdlica con perigeo r, = 1,5Rg

(*) Desde la Tierra se determina la posicién y velocidad de un satélite respecto al sistema de referencia Geocéntrico
Ecuatorial como

7y = (=0,8+0,6j+0,5k) UD,
7o = (—047—0,8j+0,6k) UV.

Determinar los elementos orbitales (a, e, 4, 2, w, At) del satélite. Si la medida estd tomada a las 15:00 UT el 23 de
Julio de 2006 ;Cuando fue el dltimo paso por el perigeo? ;Y por el apogeo?

Se sabe que en una cierta época, un cuerpo orbitando la Tierra tiene como posicién y velocidad las siguientes,
expresadas en unidades candnicas en el sistema de referencia geocéntrico ecuatorial inercial:

2 0
m= 1|0 | UD, =111 UV.
0 0

Se pide encontrar los elementos orbitales del cuerpo, en dicha época, expresados también en unidades canénicas.
Repetir el problema para los siguientes otros dos casos:

0 1 0 1
FQ = 4 UD, 172 = 0 UV, ”Fg = 0 UD, 173 = 0 UV.
0 0 2 0
Se ha descubierto un asteroide errante con elementos orbitales (relevantes para el problema): a = —2797,425 km,

e =2,8,0 =249,27°. ;Es un peligro para la Tierra? En tal caso, ;cudnto tiempo queda para su impacto?

() Explicar la paradoja del satélite: Una vez dentro de la atmdsfera, si la érbita es aproximadamente circular,
v = +/pug/r. Puesto que el efecto de la resistencia atmosférica es disminuir r, se concluye que la resistencia
incrementa la velocidad!

(*) Comprobar que las soluciones dadas para el potencial de la Tierra verifican, en efecto, la ecuacién de Laplace.
(*) Repetir el célculo realizado para los efectos del .J5 con el Js. ;Existen variaciones seculares?

Calcular la magnitud (grados/dia) del avance del perigeo y regresién de los nodos para un satélite en Orbita baja
circular, a una altitud de 1000 km y con una inclinacién de 30°. ;Es un efecto apreciable?

(*) Puesto que una vela solar siempre recibe su fuerza propulsiva en la direccién opuesta al Sol, ;Podria utilizarse
para viajar hacia los planetas inferiores?



Astronautica

Solucion a los problemas y cuestiones de los Temas 3 y 4

1. Unidades candnicas: Para evitar el problema de trabajar con nimeros muy grandes (y de dificil interpretacion) se
definen “unidades candnicas” para adimensionalizar las variables. En problemas geocéntricos (respectivamente, pla-
netocéntricos), se utiliza el radio de la Tierra Rq (respectivamente, del planeta Rpianeta) como unidad de distancia
(UD). Como unidad de velocidad (UV) se usa la “velocidad circular en la superficie de la Tierra”, UV = +/ua/Re

(resp. UV = \/ [Planeta/ RPlaneta)- Finalmente, definimos la unidad de tiempo (UT) como UT = UD/UV. De esa
forma se tiene que fugy (resp. fiplancta) €Xpresado en unidades candnicas vale 1. En problemas heliocéntricos se usa
UD =1 AU y la velocidad media de la Tierra como UV; ) expresado en estas unidades también es 1.

Determinar las unidades candnicas para problemas geocéntricos, heliocéntricos, y centrados en Jupiter. Dato: pg, =

1267119954 km? /52, Ry, = 71492 km.

Solucién:

Problemas geocéntricos:

Problemas heliocéntricos:

UDg

UVg

UTg

UDg,

Uve

UTe

Problemas centrados en Jupiter:

UDy,

UVy,

UT,,

Rgy = 6378,14 km,

[2® _ 7 9054 ks,
Rg

UDg )
—= = 806,8117 s = 13,447 min.
UVg

Lg =1AU = 149 - 10° km,

PO _ 99 7847 ki /s,
Lg
UD
70 50226 - 100 s = 58,1324 dias.
UV,
= Ry = 71492 km,
= /% — 49,0098 km/s,
Roy
UD
— % _1698,2 5 = 28,3026 min.
UVa,

2. (Cudl es la velocidad de un satélite en una drbita circular a altitud 250 km? ;Cudl es su periodo?

Solucién:

En primer lugar hay que pasar de altitud a radio: » = h + Rg = 6628,14 km. Usando la férmula de la velocidad
circular, v = y/ g /r = 7,7548 km/s. Finalmente, usando la férmula del periodo, T = 2mw/r3 /g = 5370,3 s =

1,492 h.

3. Cuando se definen drbitas, en ocasiones se utiliza la notacién h,, X h, para denotar una 6rbita con altitud de perigeo
hy, y altitud de apogeo h,. Encontrar el semieje mayor y la excentricidad de una 6rbita hy, X hg.

Solucién:

Se tiene que 1, = a(l —e) = h, + Rgy, y que 1y = a(l +€) = h, + Rgy. Por tanto, sumando las ecuaciones:

a(l—e)+a(l+e)=2a=h,+h, +2Rg — a =

hy + hq
%-‘FR@.

Sustituyendo este valor de a en una de las ecuaciones, tenemos, por ejemplo:

hp+h
hp + ha ) 257 + Ry — hy — Rgy
+ R l—-e)=h,+ R — e= ,
( 2 b ( ) P D hz);hﬂ. + R@
y simplificando llegamos a:
o ha — hp
"~ ho+hy+2Rg

1



4. Un satélite ha sido observado a 1200 km de altitud con una velocidad de 10 km/s y un dngulo de trayectoria igual
a 23,174°. Determinar el tipo de 6rbita, su excentricidad y el valor, si procede, de a. Repetir el problema para una
velocidad de 12 km/s.

Solucién: En primer lugar r = h + Rg = 7578,14 km. Por tanto su energia especifica serd € = v?/2 — g /7 =
—2,5987 km?/s%. Puesto que el resultado es negativo, la érbita es necesariamente eliptica. Como se tiene que
J%s

€ = —5=, obtenemos que a = 76692 km. Por otro lado, tenemos que h = vrcosy = 69667 km? /s, de donde

p = h?/pg = 12176 km. Finalmente de la expresién p = a(1 — e2) obtenemos que e = 0,9172.
Repitiendo los mismos pasos con v = 12 km/s, obtenemos ¢ = 19,4013 km?/s? (érbita hiperbdlica), a =
—10273 km, h = 83600 km? /s, p = 17534 km y e = 1,6453.

5. Dado un objeto en drbita eliptica alrededor de la Tierra, con radios de apogeo y perigeo respectivamente 7, =
6600 km y r, = 55000 km, encontrar la anomalia verdadera de su posicién al entrar en la anomalia del Atlantico
Sur en el cinturén de Van Allen a altitud 2 = 500 km.

Solucién:

Puesto que para una 6rbita eliptica r, = a(l —e) y 7, = a(1 + e), obtenemos que :—Z = };i y despejando
e = % En este caso, e = 0,7857, y también a = 72 = 30800 km, luego p = a(1l — e?) = 11786 km. La
ecuacion de la cénica es r = -~ sustituyendo r = h + Rg = 6878,14 km obtenemos 6 = 24,7566 (otra

solucién valida es 6 = 335,2434°).

6. Dados dos puntos en un plano por sus coordenadas polares rq, 1 y 72, 05, determinar la conica que pasa por ambos
) 7
puntos y tiene como foco al origen de coordenadas. ;Bajo qué condiciones se puede encontrar una solucién a este
problema? ;Es dicha solucién tnica?

Solucién:

Usando la ecuacion de la conica, tendriamos dos ecuaciones:

r __r
14+ecosb,’
ro = P )
1+ ecos by

con dos incdgnitas (p y e). Dividiendo una ecuacién por la otra, obtenemos

T 1+ ecosby

ro 1+ecosf;’
y despejando e y resolviendo también para p:

o — 711 cos 01 — cos Oy
€= ) p="rir2
r1 €08 61 — 1o cos Oy

r1co80; —recosfsy’

El problema tendra solucidn tnica si r1 cosfls # 1o cos 6y (es decir, ambos puntos no deben estar en la misma
vertical) y si e, obtenida de la férmula més arriba, es mayor o igual que cero.

El significado geométrico de que e sea mayor de cero es el siguiente: supdngase ry > r71; entonces la condicion
para que la cénica exista es 71 cos 1 > 72 cos 62, es decir, que 71 (el punto mds cercano) tiene que ser el que esta
“mads a la derecha” en el plano de la 6rbita. En caso contrario no hay solucién.

Por otro lado, habra solucién pero no tnica si los puntos son los mismos (evidentemente) o sir; = roy 61 = —6s,
ya que en tal caso los puntos son simétricos respecto al eje X y cualquier cénica que pase por un punto, ha de pasar
por el otro.

7. Aplicar la solucidén a encontrar una 6rbita de transferencia entre la Tierra y Plutén (P), suponiendo que la elipse de
transferencia tiene la linea de dpsides a una longitud (respecto de ") de 25°, y las longitudes de la Tierra al inicio y
Plutén al final (supuestos ambos en 6rbitas circulares coplanarias) son 40° y 195° respectivamente. ;Cudnto tiempo
se tardarfa en realizar dicha transferencia? Dato: Lp = 39,48 AU.

Solucién:

Llamando 1 al punto donde se encuentra la Tierra al inicio, se tiene que 11 = 1 AUy 6, = 40 — 25 = 15°.
Igualmente llamando 2 al punto donde se encuentra Plutén al final, 7 = 39,48 AUy 03 = 195 — 25 = 170°.
Obsérvese que se verifica que 7o > 11 y que 71 cosfy > 1o cosfy (ya que la primera cantidad es positiva y la
segunda negativa).

Aplicando la férmula anterior, obtenemos e = 0,9657 y p = 1,9328 AU de donde a = £ = 28,67 AU. El
tiempo que se tardaria en efectuar la transferencia hay que calcularlo usando leyes horarias, y seria 7' = Aty — Aty
donde At; es el tiempo transcurrido desde perigeo hasta llegar al punto ¢. En primer lugar las anomalias excéntricas
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son, usando la férmula tan /2 = 1+8 € tan /2, las siguientes: £y = 0,0348 rad y Ex = 1,9714 rad, de
donde usando la férmula M = E — esen E obtenemos M; = 0,0012 rad y My = 1,0822 rad. Finalmente de
At = M/n, donde n = /e /a® = 0,0065 rad/UT obtenemos At; = 0,1841 UT y Aty = 166,2039 UT,
por lo que 7' = 166,0198 UT. Usando la definiciéon de UT para problemas heliocéntricos, llegamos a que T =
9651,1 dias = 26,44 afios.

Calcular la velocidad de escape de la Tierra, la Luna (ug = 4902,9 km? /2, Rg = 1737,4 km), Japiter (p1q,
1267119954 km? /s, Rq. = 71492 km) y Marte (u g = 42828,3 km?®/s?, R » = 3397 km).

Solucién:
La velocidad de escape viene dada por la férmula V, = /2u/r. Aplicando esta férmula, obtenemos: V.q =
11,18 km/s, V¢ = 2,3757 km/s, Vo, = 59,5381 km/s, V, ;» = 5,0215 km/s.

El primer satélite de Jupiter (Io) tiene un periodo de aproximadamente 1 dia, 18 horas, 27 minutos y 33.5 segundos,
y una distancia media al centro de Jupiter de 421700 km. Estimar la masa de Jupiter en términos de la masa de la
Tierra.

Solucién:

Del enunciado obtenemos 7T;, = 152853,5 fs. Puesto que T, = 24 /Lf’o/m'_, obtenemos que fq, = 126713418 km?3 /s2.
Por tanto My, /Mg = po, /pg = 317,9.

Demostrar que el dngulo de trayectoria verifica tany = 1frzecrgz - Demostrar que esta férmula implica que si v es

negativo, 6 € (180°,360°) o para la hipérbola, § € (—6,0°). Usar la férmula para demostrar que en el caso de
una pardbola, v = /2, y explicar el significado geométrico de dicho resultado.

Solucién:

Sabemos que en el sistema de referencia local en el plano orbital (ver figura 1), 7 = ré;. y ¥ = v sen y€;. +v cos yég.

Por otro lado ¥ = jtr = 7€, + ré,. = 1€, + rey. Por tanto, v serw =7yvcosy= r0, de donde tany = i?;;y =
L. Por otro lado, usando la regla de la cadena, % = jgﬂ’; = 5, luego por tanto tany = M. Podemos calcular
de la ecuacion del movimiento que %, y sustituyendo también r llegamos a:
; dr/df pesenf 1+ ecosf esenf
any = = = .
7 r (14 ecosf)? D 1+ ecosf

Obsérvese que si v < 0, ello implica que tany < 0. Puesto que 1 + e cos § es siempre positivo [para la hipérbola,
tener en cuenta que § € (—0., 0 )], necesariamente send < 0 luego 6§ € (180°,360°) o para la hipérbola,
0 € (—0,0°).

En el caso de la pardbola, e = 1 y la férmula queda tany = 11'3332 5- Usando las férmulas del angulo doble y otras
identidades trigonométricas:
fany = 2senf/2cos /2 _ 2senf/2cos /2 _ senf/2 ~ tand)2,
1+ cos?6/2 —sen?6/2 2cos26/2 cos /2

de donde v = /2 en el caso parabdlico. La implicacién geométrica es la siguiente: cualquier rayo que alcance un
espejo parabdlico con su direccién originalmente paralela al eje X, se refleja (venga a la altura que venga) hacia el
foco.

A partir de los elementos orbitales de la ISS y del METEOSAT 7 en el formato de 2 lineas, tal como se dan en
teoria, encontrar: sus elementos orbitales keplerianos, y su posicion y velocidad en la época.

Solucién:

Para la ISS tenemos: i = 5