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Introduccién
El problema de los n cuerpos

El problema de los 3 cuerpos circular restringido

El problema de los n cuerpos

m Una de las hipétesis fundamentales en el estudio del problema
de los dos cuerpos era la consideracién de sistema aislado sin
mas fuerzas externas. Mas adelante se consideraron otros
cuerpos como perturbaciones.
m No obstante esta aproximacion no es valida cuando se esta en
una zona intermedia entre estos cuerpos, ya que ningun
cuerpo tendrd una influencia dominante.
m Ya desde los tiempos de Newton, se observd que el problema
con n cuerpos para n > 3 era mucho mas dificil que el de los
dos cuerpos, ya que tiene 6n — 8 grados de libertad. No
obstante aparece en la practica, por ejemplo un viaje
interplanetario es un problema de al menos 4 cuerpos (Tierra,
Sol, planeta destino, y el propio vehiculo).
m Se buscaban soluciones en series de potencias (ya que en
aquella época no existia todavia el cdlculo numérico al nivel -
moderno). 2/50
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El problema de los 3 cuerpos

m Para el caso n = 3, si se realizan algunas hipétesis
simplificativas, se pueden obtener algunos resultados de
interés que veremos en este tema.

m A finales del siglo XIX el rey Oscar Il de Suecia convocd un
concurso que requeria la solucién del problema de los 3
cuerpos (entendiendo como solucidén una expresion en series
de potencias). Nadie fue capaz de encontrar la solucién
(aunque si existe, Sundman la encontré en 1912, sin embargo
no es demasiado Gtil en la practica).

m No obstante el matematico francés Poincaré gané el concurso
inventando la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales,
que permite estudiar el problema desde un punto de vista
cualitativo y obtener resultados muy interesantes.



Introduccién
El problema de los n cuerpos

El problema de los 3 cuerpos circular restringido

Caos en el problema de los 3 cuerpos

m El problema de los tres cuerpos, para ciertas relaciones de
masa entre los cuerpos masivos, exhibe comportamiento
caotico.

m Este comportamiento se caracteriza porque pequenos cambios
en las condiciones iniciales se amplifican y resultan en grandes
cambios en el estado del sistema pasado un tiempo.

Poincaré no encontré este tipo de soluciones (al no disponer
de herramientas para calculo numérico), que fue descrito en
detalle por primera vez por Lorenz en 1963 en un articulo
sobre un modelo de conveccién climatoldgica. Lorenz también
cred el término “efecto mariposa’.

m En el sistema solar no se observa este tipo de comportamiento
normalmente, pero podria ser posible. Observaremos algunas
soluciones cadticas en simulacidn. -
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El problema de los 3 cuerpos circular restringido

m En este tema estudiaremos en detalle el problema de los 3
cuerpos circular restringido (P3CCR), para el cual se pueden

obtener bastantes resultados de mucho interés.
m Las hipdtesis simplificativas son las siguientes:

m De los tres cuerpos, dos son “masivos” (por ejemplo, el Sol,
planetas, lunas), de masa M; y M.

m El tercer cuerpo es poco masivo (por ejemplo un vehiculo) y
no tiene ninguna influencia sobre los otros dos.

m Por tanto, los dos cuerpos masivos orbitan el uno en torno al
otro siguiendo una o6rbita kepleriana, que se supone circular
para el P3CCR; es decir la distancia D entre ambos cuerpos es
una constante y la velocidad angular con la que rotan es

12
D3 -

m También existe el problema de los 3 cuerpos restringido
eliptico, pero los resultados son similares y es mas complejo.

m Ejemplos que se pueden aproximar: SOL-TIERRA-sonda -
interplanetaria, TIERRA-LUNA-sonda lunar. 5 /50
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El problema de los 3 cuerpos circular restringido

m Para estudiar el problema, se usard un sistema de referencia
centrado en el centro de masas 1-2 y que rota con velocidad
angular n, de forma que los cuerpos masivos en este sistema
de referencia estdn fijos en el eje x, tal como se ve en la figura.

~ :
~. Co-moving xyz frame -
\\—_’\\\—/// mo X

ro
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El problema de los 3 cuerpos circular restringido

La distancia entre el cuerpo 1y el centro de masas serd Dy y
la distancia entre el cuerpo 2 y el cdm serd D,. Obviamente
D1 + Dy = D. Adem3s, por definicidon de centro de masas,
MiD; = MyD,. Luego se tiene, despejando Dy y D;:
M5 2 M, 1

= M1+M2D M1+M2D’ % M1+M2D ,LL1+M2D
La posicion del vehiculo respecto al cdm vendra dada por
F =[xy z]", mientras que la posicién respecto a 1y 2,
respectivamente, vendra dada por /4, = [D; +x y z]T y
Hh=[x—Dyyz"
En el sistema de referencia inercial se tendria que:

- r f2
|//v — —Hi1—3 — M2—3
r1 2

Puesto que el sistema de referencia es no inercial, habrd que
aplicar:

(me

F’/N:%|ROT+2@X?’1N+QX@XF
7/50
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El problema de los 3 cuerpos circular restringido

m Puesto que @ = [0 0 n]”, calculamos cada término:

X + D1 X — D2 | X
o M1 2 - ’
Fliv = — 3 y — 3 y , FrROT = | Y
i Z i i Z i i Z
| =2 [ x
GxFin = n| x |, @xdxr=n]| —y
- O — - O —
m Sustituyendo llegamos al siguiente sistema de ecuaciones:
x+ D x — D
)"<_2n)'/_n2X _ _ILL]-( —:L_ 1) . ILL2( - 2)
Iy r>
_y—l—an— n2y _ _:u13.y . /’L23.y
I r>
3 _,LL12 _ o2 Z
oo
m Un sistema de ecuaciones no lineal, donde
n=+x+D1)2+y2+22yn=1/(x—-D2)2+y2+ 22

v
I
e,
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Adimensionalizacién y equilibrios
Dinamica y estabilidad del P3CCR La constante de Jacobi
Estabilidad de los equilibrios

Adimensionalizacion del P3CCR

m Adimensionalizamos las ecuaciones del P3CCR usando como
nuevo tiempo 7 = n- t, y como posiciones x = x/D,
y=y/D, z=z/D. Ademas definimos p = D; /Dy

observamos que D,/D =1 — p. Finalmente definimos

- M1 - M2
H1 = p1tp2 Yy H2 12
m Las ecuaciones adimensionales resultan

yy — — ﬁl()_( + :0) ,LLZ(X -1+ :0)
X' =2y —x = - =3 — =3
i 2
_ o piy  poy
y// _|_ 2X/ . y . _F—?) L F—3
i 2
=/ /_le ,1]22
Z = T3 T m
n rs
donde ;y = /(X +p)2+ 72+ 22, Hh=+/(x =1+ p)2 +y2 + 22
m Obsérvese p = % — ﬁ — [ip, luego i1 = 1 — p. Luego .
realmente sélo hay un parametro, p! L

9/50
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Equilibrios del P3CCR

m En adelante omitimos las barras sobre las variables,
entendiendo que siempre estamos trabajando con variables

adimensionales.
m Para obtener los equilibrios hacemos las derivadas cero:

Cpalx+p)  pe(x—1+p)

., My Ry
g R
HiZz — H2Z

0 = ——= -3
ry 5

m Puesto que % + % > 0, obtenemos directamente de la
1 2

tercera ecuacion z = 0.

m En |la segunda:
.
Lt A —0
(5+5 1)

fme

m Luego hay dos posibilidades: y =0, y # 0. 10/50
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Caso y = 0: equilibrios colineales

m Estos equilibrios fueron ya obtenidos por Euler.
m Puesto que y = 0, obtenemos que 1 = |x + p| y
rn = |x — 1 4 p|. Sustituyendo en la primera ecuacién:

pi(x +p) | pa(x —1+p)
3 + 3
x + pl x =1+ p

m Simplificando:

M1 M2
F(x) = + —x=0
x+pl(x+p)  |Ix—1+p/(x—1+)p)
m ; Cudntas soluciones tiene esta ecuacién? (si es que tiene).
Observamos que para x = —p y para x = 1 — p, F(x) se hace
infinito. En particular:

im F(x) = —oo, Ilim F(x)=+o0,
X ——=p- x ——pt
im  F(x) = —o0, im  F(x) = +o0,
x —=(1—=p)~ x —(1—p)* .
m Adem3s, lim, _,_o F(x) = 400, limy 100 F(x) = —00. LR

11/50
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Caso y = 0: equilibrios colineales

m Por tanto:
m Para x € (—o0, —p), F(x) va de 400 a —oo: debe cruzar por
cero al menos una vez.
m Para x € (—p,1 — p), F(x) va de +00 a —o0: debe cruzar por
cero al menos una vez.
m Para x € (1 —p,+00), F(x) va de +00 a —o0: debe cruzar por
cero al menos una vez.
m Luego al menos hay tres equilibrios. j Puede haber mas?
Veamos que no.
m Por ejemplo, para x € (—o0, —p), F(x) se escribe como:

M1 M2
F(x) = — - -
% (o G-Lwp? 7
m Y calculando la derivada:

F'(x) =

—1

H1 2
2 + 2
(x+p) (x—1+p)
m Para x € (—00, —p), es facil ver que siempre F/(x) <0, luego =
la funcidn es mondtona decreciente: sélo puede cortar una vez. 12/50
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Caso y = 0: equilibrios colineales

m Para los otros dos casos la demostracion es idéntica.

m Por tanto hay siempre exactamente tres equilibrios colineales.
Uno entre las dos masas (llamado punto L;), otro a la
derecha de la masa 2 (llamado punto L) y otro a la izquierda

de la masa 3 (llamado L3).
m Estos equilibrios hay que buscarlos numéricamente de la
ecuacién

F(X) _ 1 2

+
x+pl(x+p)  |Ix=1+pl(x—1+p)

por ejemplo usando el método de Newton, y comenzando con
una estimacion inicial en la zona adecuada para cada punto.

—x=0

m Para el caso p =~ 0 (la masa 1 mucho mayor y situada
practicamente en el origen), es facil ver que el punto L3 se
situa aproximadamente en x = —1 y los puntos L; y L> se
aproximan al punto x = 1 (donde esta la masa 2). LR
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Caso y # 0

m Siy # 0, entonces (“1+“2—1):O.

1 2
m Por tanto, de la ecuacidn

_ alx+p)  pe(x—1+p)
X = = 3 - 3

llegamos a:
0 Cmp pe(=1+p)
r r3
1 2

m Recordando 1 =1 —py usx = p, y simplificando, llegamos
simplemente a r; = r». Por tanto:

1
H1 M2_1:M1+M2—1:——1—>r1:r2:1

0=
75 3 3
m Por otro lado, de r; = r; obtenemos (x + p)? = (x — 1 + p)?,
dedondex—l—pzl—x—p,esdecir,x—¥ .

m Por tanto como rq, hallamos y = £+4/1 — % = i@. 14 / 50
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Caso y # 0

m Por tanto estos equilibrios no colineales son dos, y puesto que
rp = rp = 1, si trazamos un tridangulo equilatero hacia arriba
con base la distancia M1-M> (que es 1 para el problema
adimensionalizado), uno de los puntos (L4) estard situado en

12,0\/_0)

el vértice opuesto. Sus coordenadas son (=

m Si igualmente trazamos un tridngulo equildtero hacia abajo, el
otro punto (Ls) estard también situado en el vértice opuesto.

120 3 ).

Sus coordenadas son (="

m Estos puntos fueron haIIados por Lagrange. En |la naturaleza
se pueden encontrar a veces asteroides en estos puntos; por
ejemplo, en los puntos L4 y L del sistema Sol-Jupiter existen
asteroides, los llamados troyanos.
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Puntos de Lagrange

m Al conjunto de todos los puntos de equilibrio se les denomina

puntos de Lagrange, y juegan un papel importante en la
dindmica y estabilidad del P3CCR.

m Ejemplo Tierra-Luna:

Moon’s orb/it
rellative to earth

| L
ks Apse Earth
| line

]
m En el caso Sol-Tierra, L1 y L, estdn aproximadamente a 1.5 =
millones de km de la Tierra. 16 / 50
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| a constante de Jacobi

m Recordando las ecuaciones adimensionales del P3CCR:
palx+p)  pe(x—1+p)

X" =2y —x =

3 3
n I3
7 / Hiy w2y
R T
r r
1 2
/" p1£ 22
£ T T3 T3
1 2

m Multiplicando x’ por la primera ecuacién, y’ por la segunda, y
Z' por la tercera, y sumando el resultado:

! 1!

X/X//_2X/y/_X/X_|_yy _|_2y/X/_y/y_|_Z/Z//
()X +yy' +22) e ((x =1+ p)x" +yy' 4 2Z')

P r3
m Cancelando términos e integrando ambos lados:
X/2 _|_ /12 _|_ 2/2 _ X2 _ 2
Y Y - B
2 r r

donde C es una constante.

S,

17 /50
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| a constante de Jacobi

m Llamando U(x,y, z) al “pseudopotencial”
2 2 .
U=8 4 82+ X3y v? = x? 4y + 72 a la velocidad en el
sistema de referencia rotatorio, tenemos una constante del

movimiento similar a |la energia:

L2
2
m Podemos calcular C con las condiciones iniciales del problema:
C = Vé — Uo, donde U() = U(Xo,yo,Zo).
m Para un valor dado de C, los puntos donde v = 0 nos
determinan “barreras del movimiento” (no es posible avanzar

a partir de ellos):

- U+ C

.
U(X,y,Z) = —C= UO — ?O
m En particular, los valores de C dados por los puntos de o
Lagrange nos dan una idea del “papel energético” que juegan
18 /50

estos puntos.
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La constante de Jacobi: ejemplos

m Consideremos el caso ;1 = 0,9y up = 0,1, es decir, el cuerpo
1 nueve veces mas masivo que el cuerpo 2. Entonces
p = 2 = 0,1. Los puntos de Lagrange (en rojo) se pueden ver
en la siguiente grafica:

0.8

0.6

0.4

0.2

| | |
o o o
D S N

T T T

I I I

)

e
O
(me
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La constante de Jacobi
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La constante de Jacobi: ejemplos

m Los puntos de Lagrange se ubican en los siguientes puntos y
tienen el siguiente valor de la constante de Jacobi:

Valor | Punto L; Punto L, Punto L3 Punto L4 Punto Ls
(x,y) | (0.6090,0) | (1.2597,0) | (-1.0416,0) | (0.4,0.866) | (0.4,-0.866)
C -1.7985 -1.7333 -1.5498 -1.4550 -1.4550

m A continuacién mostraremos las curvas que definen valores de la

constante de Jacobi en valores intermedios e iguales a los puntos de
Lagrange, y veremos que dichos puntos definen “puntos de paso”
naturales para érbitas de minima energia.

(me
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constante de Jacobi: ejemplos

m Para un valor de C = —2, que es menor que el de L,
obtenemos:
2
1.5
1+
@]
0.5
0 O x O [ x 0
-0.5
@]
I}
-15}
) L L L L L L L
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

m Las soluciones estardn limitadas a las proximidades de los

. . . . o
cuerpos masivos, o al exterior lejano. No se puede irde 1 a 2. =
21 /50



La

Adimensionalizacién y equilibrios
Dinamica y estabilidad del P3CCR La constante de Jacobi
Estabilidad de los equilibrios

constante de Jacobi: ejemplos

m Para un valor de C = —1,7985, que es del punto L1,
obtenemos:

1.5

0.5

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

m Luego este valor da la energia minima que justo permite viajar

de 1 a 2. El viaje pasa por el punto Lj. L}
22 /50
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La constante de Jacobi: ejemplos

m Para un valor de C = —1,75, intermedio entre el de los puntos
L1y Ly, obtenemos:

1.5

0.5

-15 I I i I I
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

m Seguimos pudiendo ir entre 1 y 2 pero no se puede escapar al

exterior. LR
23 /50
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constante de Jacobi: ejemplos

m Para un valor de C = —1,7333, el del punto Ly, obtenemos:

15

0.5

-1

_-1.5 1 1 1 1 1
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

m Luego este valor da la energia minima que justo permite
alejarse tanto de 1 como de 2. El viaje pasa por el punto Ls. o

24 /50
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La constante de Jacobi: ejemplos

m Para un valor de C = —1.6, intermedio entre el de los puntos
L> y L3, obtenemos:

1.5

0.5

-1.5 ' : ' ' .
5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

m Se puede escapar al exterior pasando cerca de 2, pero no
directamente desde 1.

(me
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La constante de Jacobi: ejemplos

m Para un valor de C = —1,5498, el del punto L3, obtenemos:

1.5

0.5

15 I I I I I
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

m Luego este valor da la energia minima que justo permite

alejarse de 1 sin pasar primero cerca de 2. El viaje pasa por el

punto Ls.

n
Trm=,

26 / 50
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La constante de Jacobi: ejemplos

m Para un valor de C = —1.5, entre el del punto L3 y los puntos
Lsy Ls, obtenemos:

15

0.5

m Con este valor de energia casi todo el espacio estd permitido
excepto las proximidades de los puntos L4 y Ls. Si seguimos -
aumentando C todo el espacio estard permitido. 27 /50
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Estabilidad de los puntos de Lagrange

m Es importante conocer la estabilidad de los puntos de
Lagrange para su posible aplicacién en misiones espaciales. Si
fueran inestables, seria necesario “gastar’ combustible para
permanecer en las proximidades.

m Para calcular la estabilidad, linealizamos en torno a cada uno
de los equilibrios.

m Recordando las ecuaciones:

pi(x +p)  pa(x —1+p)

1 / _
X' =2y —x = 3 3
1 2
" / Hiy K2y
A A S
i p
7 H1z  H2Z
£ T TTa T3
1 2

vemos que es necesario linealizar la funcién %2y otras
1

fme

similares.
28 / 50
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Ecuaciones linealizadas

m Linealicemos “f2en torno a x*, y*, z*:

1

(x+p) N (x* +p)
((x+ P2 +y2+ 2% (e + 9+ (v)2 + (2)9))
OX
_|_
((x*+p)> + (y*)? + (2°)))
(x* 4+ p)ox + y*dy + z*6z
(O + )+ (v*)2 + (27)2))"2
m Las otras funciones que aparecen tienen linealizaciones
similares. Llamando 7* = [x* y* z*|T y 7 = [x* + p y* z*]T
podemos escribir esto de forma mads simple:

3/2

—3(x* + p)

* ) re-or
(X_Zp) ~ (X :_3p) + *X3 —3(X* +,0)r1 - 5r
i (r{) (ry) (ri) v

S,

29 /50
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Ecuaciones linealizadas

m Las ecuaciones linealizadas quedan:

10X 20X

() ()

ox" — 20y —ox =

oy +20x" — b6y = — -

+3M1y*f1*5' or n 3M2y*?5 or
(r1) (r3)
57" — _Ule_IL@(SZ
(rf)* ()
+3”12*§k5‘ 5F+3”22*?5. or
() (r3)

m Veamos la estabilidad de las diferentes ecuaciones para los
distintos casos.

(me
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Estabilidad de los puntos colineales

m Para los puntos colineales y* = z* = 0. Obtenemos:

ox" — 20y —ox = 2MOX 2“25X
() ()
5_)/// _|_ 25X/ o 5_)/ — _/’[/15.)/ . /,625_)/
() ()
0z  p0Z
57 = M B
() ()
m Llamemos o2 = G )3 G )3 Obtenemos por un lado
67" = —02)z (estable) y por otro:
ox" =28y’ —dx = 20%6x
oy" +26x' —dy = —o%dy

(me
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Estabilidad de los puntos colineales

m Escribiendo el sistema en la forma normal:

Ox I 0 0 1 0] [ ox | [ Ox
d oy B 0 0 0 1 oy _ 4 oy
dt | ox | T | 14 20° 0 0 2 ox" | ox’

oy ] 0 1—02 =2 0 1 [ oy | oy

m Los autovalores de A vendran dados por la ecuaciodn:
MEN2-0?)+1+0°=20*)=0

m Es decir:

02 =24+ /(2—02)2 —4(1+ 02 — 20*)
2
m Se obtienen las condiciones:

02—-2<0, 140%2—=20">0, 90°—-8>0

N =

m De donde 02 € [8/9, 1]. Pero se puede deducir que para todos

L
los puntos colineales, siempre o® > 1: son inestables. =
32 /50
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Estabilidad de los puntos no colineales

m Para los puntos no colineales z* =0, ' =r; =1, x* = %,
y* = iT‘/g Obtenemos:
0 +
ox" — 28y —ox = ox 3 (24 \/§5y
2 2 2
2 X :|:\/§
3% ( 2 T2 5y>
1 +
oy" +20x" — oy = —dy+ 3w V3 (ox + ﬁéy
2 2 2
+v3 [ dx +/3
3147 > <2c5x+ 25y>
60z = -6z

m Obviamente 0z es estable.

(me
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Dinamica y estabilidad del P3CCR

Adimensionalizacién y equilibrios

La constante de Jacobi

Estabilidad de los equilibrios

Estabilidad de los puntos no colineales

m La dindmica 0x — oy resulta:

m Llamando a = i3\@%:

ox" — 28y’ =

oy" +20x" =
ox" — 20y’
oy" + 20X’

m Calculando los autovalores como antes:

Ox
oy
ox’
oy’

0
0
3/4

8}

0
0

Q
9/4

§5X:I:3\f3'ul_'u25y
— 9
:|:3\f3’ul 'u25x+—5y
4 4
= %5x+oz5y
9
= ad —0
OzX—|—4 y
1 0] [ ox | I
0 1 oy |
0 2 ox’ = A
-2 0 | | oy | I

X

ox’
oy’

(me

34 /50



Adimensionalizacién y equilibrios
Dinamica y estabilidad del P3CCR La constante de Jacobi
Estabilidad de los equilibrios

Estabilidad de los puntos no colineales

m Los autovalores de A vendran dados por la ecuaciodn:

m Es decir:

A\ =
2
m Se obtienen las condiciones:
27
1—4(5 — o2 -
( a”) > 0, T o’ >0

m De donde a? € [23/16,27/16]. Usando la definicién de
a = i&@%, obtenemos a? = 27(“1 “2) , 'y por tanto

1 — po| € [£/23/27,1], es decir, |21 — 1] > 4/23/27.
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Adimensionalizacién y equilibrios
Dinamica y estabilidad del P3CCR La constante de Jacobi
Estabilidad de los equilibrios

Estabilidad de los puntos de Lagrange

En conclusidn, los puntos de Lagrange colineales son siempre
inestables.

Los puntos no colineales pueden ser estables o inestables,
dependiendo de si la condicién |21 — 1] > /23/27 (para u1
y 2 adimensionales) se cumple.

Para el caso Tierra-Sol y Tierra-Luna se cumple. No obstante
las perturbaciones introducidas por la Luna (en el primer
caso) y el Sol (en el segundo) hacen que en la practica sean
inestables.

Para el caso Jupiter-Sol también se cumple la condicién, y en
este caso son realmente estables. De hecho se pueden
encontrar asteroides (los Ilamados troyanos) rotando
sincronizadamente con Jupiter en estos puntos.

Para el caso Plutéon-Caronte, al ser sus masas relativamente
parecidas, no se cumple la condicién.
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Orbitas halo

. . . Disefio no lineal de misiones
Aplicaciones del P3CCR a misiones espaciales

Aplicaciones de los puntos de Lagrange

m A pesar de su inestabilidad, los puntos L1, Ly y L3 pueden ser
muy utiles.
m Por ejemplo:

m El [, del sistema Tierra-Luna permite ver siempre la cara
oculta de la Luna (y garantizar comunicaciones si hubiera una
base).

m El [; del sistema Tierra-Luna permitiria tener un punto
intermedio para misiones lunares.

m El punto L; del sistema Sol-Tierra permitiria ver siempre a la
vez el Sol y la Tierra: ideal para un observatorio solar.

m El problema es que un vehiculo situado exactamente en el
punto L1 o Ly no tendria una posicién favorable:

m El [, del sistema Tierra-Luna no se ve directamente desde la
Tierra sino que estd “tapado” por la Luna.

m El punto L; del sistema Sol-Tierra no podria comunicarse con
la Tierra por las interferencias causadas por el propio Sol. L



Orbitas halo

. . . Disefio no lineal de misiones
Aplicaciones del P3CCR a misiones espaciales

Orbitas halo

m Por tanto, surge la idea de buscar érbitas periddicas en torno
a los puntos L1 y Ls.

m Usando algunos conceptos de la teoria de ecuaciones
diferenciales, se pueden encontrar estas érbitas: son las
llamadas érbitas Halo.

m Asi como estos puntos de Lagrange son inestables, las orbitas
Halo también lo son: es necesario emplear combustible cada
cierto punto para evitar alejarse de la drbita. Por tanto estas
misiones tienen siempre vida limitada.

m Por ejemplo, varias misiones han estado o estan en una érbita
Halo en torno al L; Sol-Tierra, que se encuentra a 1.5
millones de kildmetros de la Tierra: la misién SOHO(1996), la
mision ISEE-3 (1978) y la misién Génesis (2001).
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Orbitas halo

. . . Disefio no lineal de misiones
Aplicaciones del P3CCR a misiones espaciales

Orbitas halo: misién SOHO

m Ejemplo—odrbita de la mision SOHO:

Mominal crbital parameters: Z

Mot 206 448 b ‘

Ay = 666 T2 km

Az = 120000 b TD SUN

300 000 e

[]

Sy

\. .lr. HALO ORBIT
... N =

'l .m“

w1 | o)

MOCON Y
: HALO ORENT INSERTION
@ MANELVER: 1996 FEBRUARY 14
e FIRST MID-COURSE

o CORRECTION: ~ L+1.5 DAYS

EARTH ORBIT E-J.HE 1% PERPEWIHCULAR To THE ]
ECLIPTIS PLAME.
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Orbitas halo

. . . Disefio no lineal de misiones
Aplicaciones del P3CCR a misiones espaciales

Busqueda de 6rbitas halo
m La forma de encontrar (numéricamente) estas 6rbitas requiere:

Explotar la simetria del problema
Plantear el método de las correcciones diferenciales
Partir de una solucién periédica del problema linealizado
Usar el método de correcciones diferenciales para encontrar
una solucién exacta del problema no lineal
m Las drbitas halo tipicamente son tridimensionales, pero vamos
a centrarnos para simplificar el problema y entenderlo bien en

el caso plano (plano de los dos cuerpos masivos).
m En el caso plano las ecuaciones adimensionales son:

pi(x +p)  pa(x —1+p)

W _
X y X rf r23
ri r3
donde 1 = \/(x+p)2+y2 n=1+/(x—1+p)2+y2, ua = p, L
i =1—p. 40 / 50



Orbitas halo

. . . Disefio no lineal de misiones
Aplicaciones del P3CCR a misiones espaciales

Simetria

m En el caso plano las ecuaciones adimensionales son:

pr(x+p)  pa(x—1+p)

x”—2y/—x _ B

3 3
1 >
1y 2y
r 5

m Supongamos que X = [x(t), y(t),x'(t), y'(t)] es una solucién.

m Entonces X = [x(—t), —y(—t), —x'(—t), y'(—t)] es también
una solucién. Se puede verificar por simple sustitucién.

m El significado fisico es que por cada solucién del problema hay

una solucién “reflejada” a través del eje x pero que se mueve
“hacia atras’.
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Orbitas halo

. . . Disefio no lineal de misiones
Aplicaciones del P3CCR a misiones espaciales

Explotando la simetria

m Una drbita halo deberia verificar que X(T) = X(0) donde T es
el periodo de la érbita, y ademdas contiene a un punto L. Sea
x; la coordenada x del punto L.

m Fijemos un valor de € relativamente pequeio. Supongamos
que a partir de una condicién inicial de valores

X(0) =[x — €,0,0, ¥{], y que resolvemos la ecuacidn
diferencial hasta que vuelva a encontrarse con el eje x en un
tiempo t*, de forma que X(t*) = [x(t*), 0, x'(t*), y'(t*)].

m Si tuviéramos “suerte” y resultara que x'(t*) = 0, entonces
por simetria la solucién encontrada se trata de la mitad de

una orbita halo, de periodo T = 2t*.

m Por tanto el objetivo es, fijado ¢, hallar el valor de y} que
produce x'(t*) = 0 en el corte con el eje x.



Orbitas halo

. . . Disefio no lineal de misiones
Aplicaciones del P3CCR a misiones espaciales

Método de correcciones diferenciales

m El método de correcciones diferenciales (también conocido
como “shooting”) se basa en el método de Newton para
resolver el problema.

m Supongamos que parto de un y; supuesto que
estd relativamente cerca de la solucién del problema.
Resolviendo la ecuacién, calculamos t* y x'(t*) que resulta ser
distinto de cero.

m Repetimos utilizando un nuevo y; calculado “corrigiendo” el
anterior en base a x/(t*).  Como se hace esto?

= Supongamos que se tiene la ecuacién diferencial ¥’ = f(X, t)
con condicién inicial X(0). La influencia de las condiciones
iniciales se obtiene calculando la “matriz de sensibilidad”
M(t), que verifica la siguiente ecuacién matricial

d 0%  Of(X,t) X
— — M ©
7 970) ~  ox =) M) 2

con condicién inicial M(0) = Id. 43/ 50

M'(t) =



Aplicaciones del P3CCR a misiones espaciales

Orbitas halo
Diseno no lineal de misiones

Método de correcciones diferenciales

m En realidad solo necesitamos la influencia de la condicion
inicial y’(0). Llamemos & el vector de componentes:

Ox(t)

a1

dy(t)

_ oy’ (t)
dy’(0)’

B ox’ (t)
~ 9y’(0)

) a3 ) ay

m Nuestras ecuaciones diferenciales tienen la forma
! / / ! / /
xX'=f(x,y,x,y"), vy = hi(x,y,x,y).

m La sensibilidad respecto a esta condicién inicial vendria dada

por:
041 = a3,
o) = o
, Of
“ = ox
042_ _ of
ox
con

condicién inicial a1(0) = a2(0) = a3(0) = 0, a4(0) = 1.

— o] + — o +

— a1 + —oo +

of of of
a3 +
Oy ox’ oy’

of Ot Ot
a3 +
oy ox’ oy’

gy,

gy,

v
I
e,
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Orbitas halo

. . . Disefio no lineal de misiones
Aplicaciones del P3CCR a misiones espaciales

Método de correcciones diferenciales

m Puesto que el tiempo final también hay que recalcularlo,
necesitamos asimismo la influencia del tiempo final t*. No
obstante esto es sencillo, puesto que la influencia respecto al
tiempo es simplemente la derivada del estado, x’, v/, x”, y”,
evaluada en el tiempo final:

Ox(t) Ay(t)

Ot*  |p—p* - (t*)’ ot*  |p=¢x 7 (t*), ,
ax’
5 = = XY = A, (), X (), (£4)),
t F—p*
v/
: . = ) = B, (), X (), ¥ (£9)),
t t=t*

m Ya estamos en condiciones de plantear el algoritmo. Partimos
de una estimacién y’(0)o, t§. Calculamos tanto la solucién
X(t) como @&(t) hasta llegar a t§. Al no ser la solucién
correcta, sucederad que ni x'(t5) =0, ni y(t5) = 0. Usando el
método de Newton, corregimos:

—1
YOk | — [ y' (0)k ] | e y' () [ y () ] -
4 t o A () X ),y () ) 1 o



Orbitas halo

. . . Disefio no lineal de misiones
Aplicaciones del P3CCR a misiones espaciales

Estimacion inicial

m Una posible estimacién se podria obtener usando el problema
linealizado en torno al punto L que se esta estudiando. Al
linealizar se obtiene:

X' = AX
m Analizando los autovalores, existen autovalores imaginarios

puros A = +iw?, que representan soluciones oscilatorias de
frecuencia w. En particular

2 02 =2+ +/(2—02)2 —4(1 + 02 — 20%)
2
m El periodo es 27 dividido por la frecuencia: podemos tomar ty = ~.
m Para encontrar las condiciones iniciales, se pueden analizar los
autovectores, y buscar las condiciones iniciales que no excitan los
otros modos. En particular se encuentra:

Dw?

/
0)o = 5




Introduccidn L.
Dindmica y estabilidad del P3CCR Orbitas halo

Aplicaciones del P3CCR a misiones espaciales

Diseno no lineal de misiones

Disenio no lineal de misiones

m La proximidad de los puntos L esta llena de otras orbitas:
estables (que llevan a una érbita halo) e inestables (que

alejaria un vehiculo de una érbita halo).

Stable | | R\

0.04 RN

o
o
o

Sun N

y (rotating frame)

Stable

-0.04 7 /7 ] AT

Unstable| <%y /77

‘Stable : : : 3
Manifold ‘Forbidden Regio; ¥
0.88 0.9 0.92 094 096 098 1

"/L; Periodic N

nstable Forbidden Region

—> Unstable *

Stable -

— Manifolc'.l:

x (rotating frame)



Orbitas halo

. . . Disefio no lineal de misiones
Aplicaciones del P3CCR a misiones espaciales

Diseno no lineal de misiones

m Una idea seria utilizar las drbitas estables para acercarse a los
puntos L y las érbitas inestables para alejarse de ellos y
posiblemente conectar con otros puntos L (por ejemplo pasar
del L1 Tierra-Luna al L1 Sol-Tierra) utilizando el menor
combustible posible, sino simplemente la dindmica no lineal
del sistema.

m Esto tendria el inconveniente de tener que esperar el tiempo
que dicte la dindmica, pero posibilitaria el ahorro de
combustible. Se empled para rescatar la misién Hiten (sonda
lunar japonesa, que tuvo problemas de propulsién) y en la
misidon Génesis.
m Algunos autores tienen una visién futurista de que algtn dia
estos procedimientos permitiran establecer una “autopista
interplanetaria”. :



Orbitas halo

. . . Disefio no lineal de misiones
Aplicaciones del P3CCR a misiones espaciales

Diseno no lineal de misiones

m Una imagen de fantasia de la “autopista interplanetaria”:
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Aplicaciones del P3CCR a misiones espaciales

Orbitas halo

Disenio no lineal de misiones

Orbitas complejas: misién Génesis

m Ejemplo—odrbita de la misién Génesis:

Millions of Kilometers

"
e
L% ]
L

0.5 |

— Sun

Solar Wind Col

lection

4" in Halo Orbit About L1
(29.3 mos.)

Return and
Recovery
(5.3 mos.)

\

Outward Leg
(2.7 mos)

Moo r:.,.

Total Flight Time
(37.3 mos.)

Positioning for
Daylight Reentry

-0.5 o

Millions of Kilometers

0.5

1.5
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