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Matriz de cosenos directores
Angulos de Euler
Angulo y eje de Euler. Cuaterniones

La actitud de un vehiculo. Formas de representacion

La actitud de un vehiculo

m La actitud de un vehiculo es su orientacion respecto a un
cierto sistema de referencia (tipicamente uno inercial o los
ejes orbita).

m Si el vehiculo es un sélido rigido, es suficiente conocer la

orientacidn de un sistema de referencia solidario a un vehiculo
(los ejes cuerpo).

m En aeronaves, los dngulos de Euler (cabeceo, guifiada y
alabeo) son la representacidn clasica. Para vehiculos hay
muchas alternativas, que también pueden ser aplicados a
aeronaves, con diferentes ventajas e inconvenientes.

m Estudiaremos cuatro representaciones diferentes:

m Matriz de cosenos directores.
r Angulos de Euler.

0 Angulo y eje de Euler.

m Cuaterniones.
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Matriz de cosenos directores
Angulos de Euler
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La actitud de un vehiculo. Formas de representacion

Matriz de cosenos directores (DCM) |

m Dado un sistema de referencia S (determinado por una base
de vectores unitarios (€, €, €;) y otro S’ (determinado por
una base de vectores unitarios (&, €,/, €,), la orientacién de
S respecto a S’ esté totalmente determinada por la matriz de

cambio de base Cs que para un vector genérico v permite
/
cambiar de base: V¥° = Cs v>. Denotemos:

o c11 €12 <3
Cs = 1 G2 3

€31 €32 €33

m Obsérvese: €2 = C2'e2 = C2[100]" = [c11 co1 e
| Luego: eX/ . eX = (éf//) = []. 0 O][C11 Co1 C31]T = (C11.-

m lgualmente:

1 = €&, @31 =€ &
a3 = &y &, 3=¢€s &, R=€s &
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La actitud de un vehiculo. Formas de representacion

Matriz de cosenos directores (DCM) |

m Por tanto:

g_[8& 25 ga
gZ/ 'gx EZ/ gy gz/ 'gz

m Obsérvese que razonando igualmente:

5 eX/ . eX ey/ eX eZ/ . eX 5/ -
CS’ — €. €y ey/ - €y €,1 - € — (CS )
eX/ . ez ey/ eZ ez/ . eZ

m Y por tanto, puesto que C2 = (C2')~1, obtenemos que
C2 es ortogonal, es decir: (C2')~! = (C2')". También se
justifica el nombre “matriz de cosenos directores’ .

m Otra propiedad es det(CZ2) = 1. Esto se debe a que
1 = det(Id) = det((C3)(C3)™1) = det((C2)(C2) ") =
(det(CS,))z. Por tanto det(Cg) = +1. El signo +

corresponde a los sistemas de referencia que son triedros

“a derechas”, que son los utilizados en la practica. L
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La actitud de un vehiculo. Formas de representacion

Matriz de cosenos directores (DCM) Il|

m Es una representacion de la actitud con 9 parametros. Estos
parametros son dependientes entre si, es decir, las entradas de
la matriz C no pueden ser cualesquiera (la matriz ha de ser
ortogonal y con determinante +1).

m Supongamos que la actitud de S, respecto a S viene dada
por Cgf y que la actitud de S3 respecto a S, viene dada por

C5523. La actitud de S3 respecto a 571 viene dada por

Cgf = ng Cgf. Por tanto la “composicidén” de actitudes viene
dada por un simple producto matricial.
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La actitud de un vehiculo. Formas de representacion

Angulos de Euler |

m En general una actitud se puede describir mediante tres
rotaciones, en ejes no consecutivos.

m Por ejemplo, la rotacién clasica de aeronaves:

0
s
7
S

n 1i>5

S' 2y BFS
Z y /

XS

m Existen otras posibilidades, mas aplicadas a vehiculos:

s 25 BBrs bS58 5 BFS

X ys ZS/ Z XS ZS/

m Existen hasta 12 posibles secuencias de angulos de Euler para
representar la actitud.

m El nimero de parametros de cada secuencia es siempre 3.

m Se puede obtener la DCM a partir de los angulos de Euler
mediante multiplicacidon de matricies de rotacidon elementales.

Por ejemplo: C2 (11,0, ) = CL (2)C§ (6) CS (4.
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Angulos de Euler

Angulo y eje de Euler. Cuaterniones

Angulos de Euler Il

m En la figura, los dngulos de Euler
clasicamente usados en aeronaves,
respecto a ejes Orbita.

m Primero, un giro alrededor del eje 3
(amarillo). Se denomina “guinada”.

m En segundo lugar, un giro alrededor del
eje 2 resultante (violeta). Se denomina
“cabeceo”.

m En tercer lugar, un giro alrededor del eje
1 resultante (rojo). Se denomina
“balanceo”.

m Esta secuencia se denomina (3,2,1). Las
otras secuencias en la anterior diapositiva
son la (1,2,3) y la (3,1,3).

m La secuencia elegida depende de los
angulos de interés.

m Otras secuencias posibles:
(1,2,1), (1,3,1), (1,3,2),
(2,1,2), (2,1,3), (2,3,1),
(2,3.2), (3,1,2), (3,23). ¢

=,
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La actitud de un vehiculo. Formas de representacion

Angulos de Euler Il

m Como ya vimos, para el caso (¢, 0, p):

cOcy cOsy —s6
C,? = —cpsy + spsbcy cpcy + spslsy spch
spsY + cpsfcy —spcy + cpsfsy  cpch

m Obsérvese que (180° + 1, 180° — 6,180° + ) es la misma
actitud que (v, 0, ). Por ello se suelen limitar los
angulos, tipicamente 6 € [—90°,90°].

n-2s s 95>5’ ? . BFS

Zn y XS/

m Para obtener los dngulos de la DCM:
60 = — arcsen c3.
Con cosv = cy1/ cos B, sen) = c12/ cos 6, obtener 1.
Con sen ¢ = ¢y3/ cos B, cosp = c33/ cos b, obtener .

m Para otros dngulos de Euler, se obtienen relaciones
similares.
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La actitud de un vehiculo. Formas de representacion

Angulos de Euler IV

®m Su mayor ventaja es su significado fisico.

m No obstante, hay que tener cuidado a la hora de componer
dos actitudes.

m Supongamos que la actitud de S, respecto a 51 viene dada
por (11,01, 1) y que la actitud de S3 respecto a S viene
dada por (12, 02, 2). Denotemos como (3, 03, v3) la actitud
de S3 respecto a S1. En general: 3 # 91 + 15, 03 #£ 01 + 67,
p3 7 P1+ 2.

m Para obtener (13, 03, p3) hay que calcular los dngulos de Euler
a partir de C2* = C2* (2, 02, ¢2) C22 (¢1, 61, ¢1).

m Por tanto es complicado operar con angulos de Euler.
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Angulo y eje de Euler |

m Teorema de Euler: “el movimiento mas general posible de un
sélido con un punto fijo es una rotacién alrededor de un tnico
eje”

m Nota: De momento consideramos la actitud en un instante de
tiempo concreto, es decir, no estudiamos cuando hay una
rotacidon que cambia con el tiempo.

m Denominemos a un vector unitario en la direccidon de dicho eje

(Eje de Euler) como €5, y a la magnitud de la rotacién
(Angulo de Euler) como 6.

m Por tanto ||€s,s/|| = 1y si escribimos 5?;5, = [ex e, €], se
tiene que e + e)% +e2=1.

m Dado un vector V = [vy v, v,] definimos el operador v*

CcCoOmao:
0 —Vyz vy
‘—/»‘X — V> O — Vx
—vy V 0
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La actitud de un vehiculo. Formas de representacion

Angulo y eje de Euler |l

m El operador v* sirve para escribir facilmente el producto
vectorial v X w, para cualquier vector w, en un sistema de
referencia dado S: (V x w)° = (V)" w°.

m Por tanto la actitud con el angulo y eje de Euler queda
representada con los parametros (5?;5,, 0). i Como se puede
pasar de estos parametros a la DCM vy viceversa?

m Se tiene que

/ / / / X
C2 = cosfld + (1 — cos 9)85/5,(§§/5,)T —sen 6 (55/5,) .

Esta es la llamada férmula de Euler-Rodrigues. La

demostraremos mas adglante /
m Por otro lado, dada C2', y calculando por un lado Tr(C2') y

por otro (Cgl)T — C2', se obtiene:
Tr(CZ') — 1
2

cosf) =

\me
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La actitud de un vehiculo. Formas de representacion

Angulo y eje de Euler |l

m Por tanto se representa la actitud con cuatro parametros: tres
componentes de un vector unitario y un angulo. Estos
parametros tienen un claro significado fisico.

m Obsérvese que la actitud dada por (65/5' ) y por

(— é’g;s, 360° — ) es exactamente la misma. Para evitar ésta

ambigliedad, se restringe 6 al intervalo [0, 180°].

m La actitud inversa (la de S respecto a S§’) vendrd dada por
(— es,/S,H). Nota: Obsérvese que eg,/s = eg;s,

m Finalmente si la actitud de S, respecto a 51 viene dada por

(5?12/52 01) y que la actitud de S3 respecto a S viene dada

por (&2 és. /5 ,6>), si denotamos como (&3 €s; /5 ,03) la actitud de
S3 respecto a 51, viene dada por:

cos 03 = — cos 61 cos 0> + sen 01 sen 92(851 /Sy 552/53)
&3 _ 1 ( 0 0,8, + 0 0,€. + 0 0> (€ X € )) -
°s1/83 T sen 03 SEN U1 COSU2€s5) /Sy T COSTL SN U2€s, /53 T SEN V1 3N V2(€51 /Sy * €55/53 n
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Cuaterniones

m Los cuaterniones son una creacién de Hamilton (siglo XIX),
que los consideraba su mayor invento; pensé serian como el
“lenguaje universal” de la fisica. Pero fueron sustituidos
pronto por los vectores (Gibbs) y las matrices (Cayley).

m Recordemos que un nimero complejo z es como un “vector
2-D", que se puede escribir como z = x + iy. Los numeros
complejos de médulo 1 se pueden usar para representar una
rotacién 2-D, ya que si |z| = 1, se puede escribir z = ¢'?, y en
tal caso representa una rotacién 2-D de angulo 6.

m Los cuaterniones son una extensiéon de los nimeros complejos
a "4 dimensiones’. Escribimos un cuaterniéon g como:

q = qo + iq1 + jg2 + kgs.

m En ocasiones gg se denomina la “parte escalar’ de g y se
define § = [q1 g2 g3]" como la “parte vectorial” de g.
Algunos autores (y STK) escriben g4 (al final del vector) en o
vez de qq.
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Algebra de cuaterniones |

m Para poder entender los cuaterniones es importante conocer
su algebra, es decir, como se opera con cuaterniones.

m Suma: la suma es componente a componente, es decir, dado
q=qo+iq1+ja2 + ka3 y ¢ = qy + iqy + jas + kg3, se tiene
que " = q+q = qy + iq]{ + jq, + kq5 viene dado por las
férmulas:

Go =d0+d0, G =q1+G1, % =q+ G, ¢5 =3+ q5.

m Producto: el producto es componente a componente,
conociendo las siguientes reglas de multiplicacién:
Ixi=—=11Ixj=k ixk=—j, Jxi=—k, Jxj=—1,
Jxk=1 kxi=j, kxj=—I kxk=—1.

m Se tiene la formula de Hamilton: i x j x k = —1.

m Obsérvese que en general g x ¢ # g’ x g: La multiplicacién no
es conmutativa! -
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Algebra de cuaterniones Il

m Forma matricial del producto: Es posible escribir el producto

2

q" = q' x q en forma matricial.

G —

q
/
d>

g3

Matriz de cosenos directores

A}ngulos de Euler
Angulo y eje de Euler. Cuaterniones

—q,
/

a6
/
di

—q5 |

do
d1
qz
q3

m Forma “vectorial’ del producto: q(’)' = qéqO — 57”@

' =qoGd + qG+4q xq.

m Conjugado: Como para los nimeros complejos, dado
q = qo + ig1 + jgo + kg3 se define el conjugado de g como
q* = qo — iq1 — jg2 — kaqs.

m Mddulo: Se define el médulo de g = qg + iq1 + jgo + kg3 como
1> = g% q* = q5 + a7 + g5 + q5. Propiedad: [gxd'| = |qllq

m Division: Se define la divisién usando el conjugado:

q/q9=4q/q*xq"/q" =(d xq%)/|q).
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Matriz de cosenos directores
Angulos de Euler
Angulo y eje de Euler. Cuaterniones

Representacion de la actitud mediante cuaterniones |

Dada la actitud representada mediante el eje y dngulo de
Euler, € y 0, se “codifica” dicha actitud en forma de
cuaterniones mediante:

go = cosf/2, G =senf/2¢€.

Obsérvese que si un cuaternidon g representa una actitud,
entonces |g| = 1.

R 0 —q3 q2
Recordemos el operador g*: 5x = [ a0 —a ]
—q2 q1 0

Para pasar de la DCM C a cuaterniones, se utilizan las

\/14+Tr(C) s :%(CT—C)
qo

férmulas: gg = 5 y g

Para pasar de cuaterniones a DCM se utiliza la férmula de
Euler-Rodrigues para cuaterniones:

C= (95 —G"q)1d+2GG" —2qoqG™.
También se puede girar un vector v sin calcular la matriz

C usando la férmula: [ 9, ] = q* * [ 9 ] * q L]

4 4
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Representacion de la actitud mediante cuaterniones ||

m Férmula de Euler-Rodrigues en forma matricial:

@+aE - — a3 2nq +qoaz) a3 — q042)
C(q) = 2(9192 — 9093) 9 — 91 + 95 — a3 22(q2c§3 + qgcn) ,
2(9193 + 9092) 2(9293 — qo09q1) 9y — 91 — 95 + a3

m Los cuaterniones son una representacién de la actitud que
requiere 4 parametros, con la relacién |g| = 1.

m Existe un problema de ambiguedad: g y —q representan la
misma actitud, ya que si g corresponde a (€, #), entonces
—q corresponde a (—€&, 360 — 6).

m [ienen la desventaja de ser una representacion
matematica sin sentido fisico.

m Para pasar de la DCM a cuaterniones y viceversa no es

necesario usar férmulas trigonométricas.

m Si gs/s representa la actitud de S’ respecto a Sy gsrs
representa la actitud de S” respecto a S', entonces gs s,
la actitud de S” respecto a S, se calcula como
ds’s = gs/s x ggrrgy (al revés que la DCM)

(me
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Calculo de cuaterniones dados los angulos de Euler

m Obsérvese que:

m A los dngulos de Euler (¢,0,0) les corresponde el cuaternién

gy = cosy /2 + ksent)/2.
m A los angulos de Euler (0,6,0) les corresponde el cuaternién
gy = cosf/2 + jsen /2.
m A los angulos de Euler (0,0, ) les corresponde el cuaternién
d, = Cos /2 + isen /2.
m Por tanto, a los dngulos de Euler (v, 80, ) les correspondera el
cuaternion q = gy * g * q.,.

m Realizando el producto, se obtiene:

g = (cos/2cosf/2cosp/2+ sentp/2senB/2sen p/2)
+i(costp/2cosf/2senp/2 —sen)/2senf/2 cos p/2)
+j (cos)/2senf /2 cos /2 + senp/2cosB/2sen p/2)
+k (sent/2cos@/2cosp/2 —costp/2senf/2senp/2). e

=,
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Cuaterniones: camino mas corto e interpolacion

m Dados dos cuaterniones gg y g1 que representan dos actitudes
diferentes, jse puede construir un “cuaternién de
interpolacién” continuo g(s) de forma que q(0) = qo vy
q(1) = q1?

m La forma de hacerlo es encontrar el cuaternién g> que
representa la actitud entre go y g1: g» = % *x g1 = qgq1. Este
cuaternién estard representado por un angulo 6 y eje de Euler

cosf/2

senf/2¢e ] '

m La solucién del problema es formar el cuaternién g(s) como el
producto de qg y otro cuaternién con eje € y angulo sf, de
forma que cuando s = 0 es el cuaternién unidad (y por tanto
el producto es qg) y cuando s = 1 es g, de forma que el
producto es gi:

€ de forma que gy = [

(me

q(s) = qo * [ SZ?]?(SS;//QQ))E ]
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Cuaternion de error

m Para linealizar ecuaciones de actitud con cuaterniones en
torno a un valor g, la formulacién cldsica “aditiva” g = g+ dqg
no funciona, porque aunque g y 0q tengan médulo unidad, la
suma no tiene por qué tenerlo.

m Se utiliza una formulacién “multiplicativa” donde g = g x dq,
y donde 0qg es el llamado cuaternién de error que debe estar
“cerca” del cuaternién unidad g =[1000]".

m 0q tiene 4 componentes pero realmente sélo 3 grados de
libertad; estos se codifican en un vector a “pequeno”:

ata) = ¢4+1 HE [ 2]

m Obsérvese que dq(a) tiene médulo unidad. Si es necesario
linealizar la anterior expresion se obtiene:

- 1
6q(3) ~ 3/



DCM
Angulos de Euler

Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud .
Cuaterniones

Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud

m Para el caso de |la posicidn, las ecuaciones cinematicas
relacionan el vector posicidon con el vector velocidad, mientras
que las ecuaciones dindmicas relacionan el vector velocidad
con el vector fuerza.

m Para el caso de la actitud, las ecuaciones diferenciales
cineméticas (EDC) relacionan la representacién de la actitud
(DCM, angulos de Euler, cuaterniones) con la velocidad
angular w. Tipicamente estas ecuaciones son no-lineales.

m En el sistema de navegacidn inercial, los giréscopos nos daran
@, y habra que utilizar las EDC, es decir, integrar las
ecuaciones, para calcular la actitud.

m Por tanto es importante conocer las diferentes EDC para las
diferentes representaciones, para ver cual es la mas ventajosa
desde un punto de vista computacional.

(me
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DCM para angulos pequenos |

m Supongamos que tenemos dos sistemas de referencia Ay B,
relacionados de la siguiente forma:

AL s P25, D5 p

XA ysl 252

donde suponemos que df; son angulos pequenos, de forma
que podemos aproximar cosdf; ~ 1 y sen df; ~ db;.

m Si escribimos las matrices de rotacidn teniendo en cuenta la
aproximacion anterior, obtenemos:

1 0 0 < 1 0 —db, 1 dos 0
0 1 doy |, C2 = 0o 1 0 ,Co =] —doz 1 o0 |.
1 d 2 0 0

0 —doq 1 1

m Si escribimos C¥ = CEC22C; y despreciamos todos los
productos dobles de angulos, es decir, df;df; ~ 0,

obtenemos:
1 d93 —d92 0 —d93 d92 - o
cB=| —dos 1 do, | =1d— | dos 0  —do; | =1d—df*, Ll
d6,  —do; 1 —do,  doy 0



DCM

\ . : . C : Angulos de Euler
Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud gulos 4
Cuaterniones

DCM para angulos pequenos Il

m En |a anterior transparencia, se ha definido
df = [d@l db- d93]T y la matriz

B 0 —dbf3 db,
do” = d93 0 _d91 )
_de, d 0

que es la matriz antisimétrica que se emplea para efectuar el
producto vectorial.

m Obsérvese que bajo estas hipdtesis (angulos pequefios) no
importa el orden de las rotaciones y los angulos se suman.

Ry
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EDC para la DCM |

m Supongamos que quiero calcular la actitud de B respecto a A,
mediante la DCM C%(t), sabiendo que B gira con respecto a
A con una velocidad angular u_ig/A.

. s sy CB t dt _CB t
m Por definicidn: %CB _ G dz A (1)

m Suponiendo A fijo, entonces podemos imaginar que es B
quien se mueve en el tiempo, y por tanto podriamos escribir
B = B(t) y por tanto C5(t) = Cf(t).

m Usando este razonamiento,

CE(t+dt) = C ) = CpliF ™ 7. Por tanto:

A— B(t) — B(t + dt)

m En el tiempo dt, el sistema de referencia B habrd girado
respecto a si mismo un angulo muy pequeno en cada eje; por
lo que hemos visto en la anterior transparencia, por tanto,

Lo\ X L
Cg((:)+dt) = Id — (dé’B) “donde d#B es como antes se LA
24 / 41
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EDC para la DCM Il

C2(t+dt)—CE(t
m Siguiendo el razonamiento: - d CB — (t+dt)-C (1) _

dt
B(t+d
Coiny ) CE(t)-CE(t) _ (1d—(d68) ™ )CB(t)— CE(t) _ (dHB) CE(t)
dt dt
. (d68)" Qe
m La matriz ~—"— se escribiria
s\ X T dos  doy - - .
AR R
— 3 __vgu — —
T A
L% @& 0 1 Lmw w0
donde wB/A [wi wop w3]T ya que dAB representaba el dngulo

girado por B en un dt, y por definicién de velocidad angular.
Se tiene entonces:

v 0 —Ww3 w2
-B
(wB/A) = w3 0 —wi |,
i — W w1 0 |
o,
m Por tanto: EC =C7 =— (wB/A) CA' 25 /41
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EDC para la DCM I

m Otra variacion: trasponiendo ambos miembros de
CB = — (cﬁg/A) CB llegamos a CA = CA (ﬁg/A)x

m En general, la EDC es una ecuacién diferencial matricial, que
habra que resolver componente a componente: nueve
ecuaciones diferenciales acopladas.

m El principal problema de resolver numéricamente esta ecuacidn
es garantizar que la matriz resultante de integrar sea

ortogonal. Obsérvese que en teoria la ecuacién diferencial
respeta la ortogonalidad: | = (C§)(CZ)", derivando:

(D] (€T + k)T

— (3B) " AR + 2 (B)
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Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud .
Cuaterniones

. a ecuacion de Coriolis

m La EDC de la DCM nos permite demostrar la ecuacién de
Coriolis: (%V)A (jt ) + Wp/a X V

m Si escribimos (mecanizamos) esta ecuacién en el sistema de
referencia B: CE\.—/’A VB & (wB/A) " vB, donde el punto
quiere decir derivada en el mismo sistema de referencia donde
esta escrito.

m En efecto:

Cht = R ()

= VB4 Cfc'g\vB
X

. X
- v5+(@g/A) v

(me
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Demostracion de la ecuaciéon de Euler-Rodrigues |

m Supongamos que se parte de la actitud identidad y se impone
un giro con velocidad angular constante w, donde & = fe€,
siendo € un vector unitario, durante una unidad de tiempo. La
actitud resultante deberia ser |la descrita por el eje y angulo de

Euler (€, 6).
m La actitud final serd la solucion en t =1 de la ecuacién
diferencial C = —&* C con condicién inicial C(0) = Id.

Recordemos que la solucién de esta ecuacién diferencial
matricial es la " matriz exponencial’:

() = COBsp(-5"0) = (O Y = S
n=0 ' n—0 .

m Esta serie es sumable, pero hay que calcular las potencias de
€”. Obsérvese que a x (b x ¢) = b(a-c) — (a- b)c, expresado

matricialmente: 5X b*¢=b3"¢—3"be = (b3T —37bld)e.
Luego (é%)? = &8’ — &7¢éld = é&’ —1d.

(me
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Demostracion de la ecuacion de Euler-Rodrigues |

m Observemos:

() = Id
(§X)1 _ (§X)1
(8¥)? = @&’ —1d
(8%) = &*(ée’ —Id) = —¢&~
() = —(8¥)?=-éé" +1d
m Por tanto:
(e*)° = 1Id
(§X)2k+1 _ (_1)k§x’ k>0
(@)K = (—1) (Id— §§T), k> 1

fme
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Demostracion de la ecuacion de Euler-Rodrigues Il

m Sustituyendo t = 1 y separando n =0, n impar y n par de la
serie, obtenemos:

X n2k+1(2x\2k+1 o0 92k =X \2k
cy=ta-Y T (E | 5 OTE

LRk 1) A (2k)!

m Sustituyendo los valores antes hallados:

C(l)=1d — &~ i(—l)k e + (Id — &&") i(—l)kHZk(gx)zk
— (2k +1)! —~ (2k)!
m Reconociendo las series del seno y del coseno:
C(1) =Id — & senf + (Id — €€")(cosh — 1)
m Operando, llegamos al resultado final:
C(1) =Idcos® — €< senf + &' (1 — cos ) -
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EDC para los angulos de Euler |

Partimos de la definicién de los dngulos de Euler en el caso de
aeronaves:

Zn yS XS/

La velocidad angular tiene la propiedad de que
('Ub/n = C?b/sf + 635//5 + 635/”.

Si mecanizamos esta ecuacién en b:
b
Bpn = Wprer + W8 s + 62,

Por otro lado esta claro que:

Gps =9 007, &2, ,s=[000", 32,=[00¢]"
Luego: cD’g/ = wb/s, -+ Cs,ws,//s + ngg/n y puesto que
CS = CS,C , podemos escribir:

Wb/ = Wpsr T C§'w5//5 +C2) Cslﬁg/n i

Ty,
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EDC para los angulos de Euler |

m Desarrollando esta ecuacidn:

D 1 0 O 0
Jz’g/n = O |+ 0 cp sp 6
0 0 —sp cp | | O

1 0 0 cd 0 —sbO 0
+1 0 cp sp 0 1 O 0
0 —sp cp | | s0 O CH__@b_
O 0 ] [ —sf
= 0 |+ | cpd |+ | spchy
| 0 i —Sgoé | i Cgocé’@b 1
1 O —s0 | [ ¢ ]
= 0 co spch 0
0 —sp cpchd | | W ]

(me
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EDC para los angulos de Euler |l

m Obsérvese que lo que realmente se quiere es una expresion
para las derivadas de los angulos en funcién de

cf)’g/n = [w1 wo w3]”, y por tanto hay que invertir la matriz:
KA 1 00 —s0 1 [ w ] . [ cO sOsp  sbcy I
0 | =10 cp spch wy | = vy 0 cpchl —spch
_¢_ | 0 —sp  cpcl | | w3 | ¢ | 0 sy cp ||

m Obsérvese que se trata de 3 ecuaciones diferenciales no
lineales, con multitud de funciones trigonométricas.

m Posee una singularidad para § = +=90°. En realidad los
angulos de Euler no estan bien definidos para esta
situacién. Esta singularidad es el motivo por el que no se
suelen usar en sistemas de navegacién inercial (aeronaves
o vehiculos).

m Lo mismo sucede para cualquier otro conjunto de angulos
de Euler; siempre existe una singularidad.

W1

W3
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EDC para el eje y angulo de Euler

m La representacion en forma de eje y angulo de Euler, (5};/”,9),

tiene las siguientes EDC:
m Para el dngulo de Euler: § = (ég/n)TcD’g/n

m Para el eje de Euler:

Ep)n = % [(é’é’/n) Tt ﬁ (Id - eb/n(ég/n)T)] o/

m Son cuatro ecuaciones diferenciales, no lineales.
m Poseen una singularidad para 8 = 0.

m Si la direccidon de @ es constante e igual al eje € inicial,
entonces la actitud se reduce a €(t) = €(0) y 0 = ||d]].

m En la practica no se utilizan directamente; las usamos para
hallar las EDC para los cuaterniones. o
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EDC para cuaterniones |

m Recordemos la definicién de cuaterniones en funcién de angulo
y eje de Euler:
Go = cos0/2, G =sen0/2&

m Derivando en la ecuacién de qg y sustituyendo la EDC de 6,
obtenemos:
do = —%sené’/29— sen9/2(eb/ )wa/n— %E]’T&J’g/n

m Derivando en la ecuacién de g:

| . .
q= 3 cos@/2§é’/n9 + sen 9/25,?/”

m Sustituyendo las EDC de dngulo y eje de Euler:

L1
q = §C059/2eb/n(eb/n) w[tj/n

;sen 6/2 [(eb/n)x + tan19/2 ( — eb/n(eb/n) )] wﬁ/n

@
1

N —

[q + qOId] wb/n

35 /41



Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud

DCM
Angulos de Euler
Cuaterniones

EDC para cuaterniones Il

m Podemos escribir esta ecuacidon en forma matricial:

qo I —q1 —q2 —AQ3 1 .
Wy
diag | _1| @ —-@¢ @ 3
dt | g 21 @3 q —aq d
Wy

| 43 | | —q2 di do | - B

donde (Dg/n = [wx wy wo] T

Son cuatro ecuaciones diferenciales, bilineales, sin
singularidades.

Obsérvese la ausencia de singularidades y de funciones
trigonométricas; se trata simplemente de una ecuacion
diferencial bilineal.

Estas propiedades de las EDC son la razén mas importante por
la cual su uso es generalizado para representar la actitud de
vehiculos espaciales. Se realizan todos los cdlculos mediante
cuaterniones y si es necesario visualizarlos, se transforman a o

los angulos de Euler mas cémodos para la aplicacién. 36/ 41
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EDC para cuaterniones ll|

m Recordando la definicién matricial del producto de
cuaterniones, si definimos un “cuaternién” q,, cuya parte
escalar es cero y cuya parte vectorial es igual a los
componentes de la velocidad angular, es decir:

duw =

podemos expresar la anterior ecuacién como

1

q: Eq*qw

fme
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Pasando de una actitud a otra

m Dados dos cuaterniones qg y g1 que representan dos actitudes
diferentes, jse puede construir una velocidad angular &(t) de
forma que g(t=0)=qoy q(t=T) = q17

m Como antes, la forma de hacerlo es encontrar el cuaternién g»
que representa la actitud entre qo y g1: g2 = % * g1 = qyq1.
Este cuaternidn estard representado por un angulo 61 y eje de

cos 1 /2

sen 61 /2¢€ ] '

m La velocidad angular &(t) solucién tiene la direccion de € y
representa el “giro mds corto”. Llamemos a su médulo w(t).
Se tendrd 0(t) = [, w(7)dT y la actitud ser:

o) = e | 0072 ]

Euler € de forma que g = [

sen(6(t)/2)e

m Cualquier w(t) tal que fOTw(T)dT = 0 es solucion. k-
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Pasando de una actitud a otra: solucion 6ptima

m Para encontrar la mejor solucién habria que plantear un
problema de “control éptimo”. Por ejemplo podriamos
considerar que para realizar el giro hay que aplicar un cierto
par M de forma que w = M.

m Un Sptimo respecto al par a ejercer (min fOT M?(7)dT) y con
velocidad angular inicial y final nulas (w(0) = w(T) =0) es
w(t) = 6% (]. — %) 0.

m Si lo que se quiere es llegar “lo mas rapido posible”
(minimizar el tiempo final T) la solucién es ejercer primero el
maximo par admisible M.« y luego el minimo par admisible

M pin. Si los maximos son simétricos (Mpin = —Mpmax) la
solucion es T = M91 .
max

m Si tenemos en cuenta la dindmica real del vehiculo puede
merecer la pena realizar la rotacién por otro camino (depende
de las inercias).
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Linealizando la EDC para cuaterniones |

m Supongamos que tenemos una velocidad angular de referencia
(W, que genera un cuaternién de referencia g, de acuerdo a la
EDC que acabamos de ver. Supongamos ahora que
W = W, + 0w, donde 0w es “pequeno”. jCudl serd el
cuaternién resultante?

m Usamos el cuaternién de error de forma que g = g x dq,
determinemos dg. Tomando derivada, se tiene:

L. . 1
qzq*5q+q*5q=§q*qw

1

m Usando g g * qu,:

=3
1 1
Eq*qw,*5q+q*5q— Eq*5q*qw

m Multiplicamos por el inverso de g a la izquierda y despejamos
0q, obteniendo:
1

5:_5 w AlYw 0
q 2q*q 2qr*q

(me
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Linealizando la EDC para cuaterniones ||

m Expresando W = &, + 0w y recordando la expresiéon linealizada
de un cuaternién pequeno dqg en funcién del parametro a:

i[s}z]“;[5}2]*[&,35&]_;[3,]*[5}2]

/ / =T =
m Recordemos: [ (Z,(,’ ] * [ q0 ] = [ _,,qoqo,_,q _,7 . ] Por
q q doqd +qugd+q Xq
tanto:
df[ 1 1] 1 —37/2(3, + 6@) + @] 3/2
dt | 52 | T 2| @ +068+3/2 % (&) + 08) — &y — @, x 3/2

m Operando y teniendo en cuenta que ||3]|||6d|| =~ 0 al ser
ambos términos pequenos:

d[ 1] _1 0
dt | 32 | 72| 65+3xa,

m Es decir: a~ 60 + a3 X &,. L]
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