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Dinamica de la actitud de un vehiculo

m La dindmica de la actitud de un vehiculo esta descrita por las
ecuaciones de la dindmica rotacional, que describen la relacidn
entre las causas (momentos ejercidos en el vehiculo) y los
efectos (velocidad angular).

m Partimos de la hipdtesis basica de que el vehiculo es un sélido
rigido (si tuviera partes moviles, o efectos de flexibilidad,

habria que ampliar el modelo), y estudiamos su rotacién
respecto a un sistema de referencia inercial.

N

Newtonian
Reference
Frame
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Momento cinético y par |

N

Newtonian
Reference
Frame

m Para cada punto dm, se tendrd que Rdm = dF. Tomando
momento respecto al centro de masas B, tendremos que

0 X Rdm = 0 X dF = dMg, e integrando en todo el volumen
V', obtenemos el momento total de las fuerzas respecto a B:

fv p X Rdm = Mp.
m Estas derivadas estan tomadas respecto al sistema de
referencia inercial.
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Momento cinético y par Il

N

Newtonian
Reference
Frame

m Se define el momento cinético angular absoluto respecto a B,

[5 como: Mg = fvp x Rdm.

m Observemos que [ g = [y 7 % Rdm + [y % Rdm.
m Puesto que R = RC + p, se tiene:

M5 :fvﬁx ﬁdm+fvﬁx R.dm + Mg
m El primer término es cero. El segundo cumple

—

Jy 7% Redm = (& [,, fdm) x Re = G.

m Por tanto FB = MB LR
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Momento cinético y tensor de inercia |

Newtonian
Reference
Frame

m El momento FB cumple

FB—fvpdem—prxRdm+fv,0><pdm prXpdm
m Recordemos la ecuacién de Coriolis
(dtp) (C‘ftp)B + Wpg/n X p, donde N es el sdr inercial y B
ejes cuerpo. Se tiene entonces (%ﬁ),\l = Wp/N X p.
0 Eor tanto:
(8= [y 0 x (Jg/n x p)dm = (— [, 0 dm) &g/n
m Definimos el tensor de inercia
I=— [, 7@ dn= [, (o7 )d~ p5"] dm
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Momento cinético y tensor de inercia |l

m Luego g=1- wp/n- La expresion explicita del tensor de

Inercia es

- [y (o5 +p3)dm  — [, p1podm  — [, p1psdm
1= —f\/ p1p2dm fv(ﬂ% +P§)dm —f\/ p2p3dm

- — [y ppzdm = [, popsdm [\, (p3 + p3)dm |

m Siempre se pueden encontrar unos ejes cuerpo principales en
los que esta matriz es diagonal. En dichos ejes

" 0 0]
I=|0 kL O
0 0 /s

m El mayor de los /; se denomina eje mayor, el menor eje menor,

y el restante eje intermedio. L]
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Momento cinético y tensor de inercia |l

m Si el vehiculo se compone de m partes, de cada una de las

cuales se conoce su masa, centro de masas y tensor de inercia,
se puede encontrar el tensor de inercia del conjunto con la
siguiente férmula:

m
1 = [Mk <||rck|] Id — rckrck> —I—Ik}
k=1
En la férmula, M, es la masa de la parte k, Z, el tensor de
inercia de la parte k considerada por separado, y rgx el vector
que une el centro de masas de la parte k con el centro de

masas del conjunto.

En la practica al estar formado un vehiculo espacial por
muchos elementos estructurales es una féormula muy utilizada
para calcular el tensor de inercia del conjunto.
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Energia cinética

N

Newtonian
Reference
Frame

m La energia cinética se definird como T = %f\/ﬁ ﬁ’dm.

m Usando la relacion anteriormente encontrada de que
(%p_’)N = WB/N X 0, obtenemos T = %f\/ﬁ (Dg/n X p)dm =
Lign - [, (P x p)dm = &g/ - Te = tdg/n - T - dg/n.

m Observemos que en ejes principales, si dg/y = [w1 w2 ws] ",
w1 h

se tiene: FB = | wob

| w3hs |

wih +wsh + wik
2

m Por tanto en estos ejes: | =
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Ecuaciones de Euler

m Partimos de [ = M. Puesto que esta derivada estd tomada en
el sistema de referencia inercial, pasando a ejes cuerpo:

dr _(dP 5 —
(EF)N = (Er>5 + &gy x T =M.
m Sustituyendo el tensor de inercia:
(L7 @gn) g + @y % (T-Fgyn) = M

m Puesto que bajo la hipodtesis de sélido rigido (%Z) = 0, se

B

—

tiene: I'(I}B/N +CUE/NICUB/N = M.

m Desarrollando para el caso de ejes principales y escribiendo
M = [My My Ms]"

lLwy + (/3 — l2)w2w3 = M
buwy + (h — B)wiws = M
hws + (b — h)wws = Ms
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Movimiento libre

m En primer lugar estudiaremos el movimiento libre, es decir,
M = 0. En estas circunstancias se conserva el momento
cinético total del sistema.

m Si bien en la realidad no se da este caso, ya que siempre
existen momentos perturbadores, éstos son pequenos.

m Veremos algunas soluciones analiticas pero lo mas interesante
sera estudiar la estabilidad del sistema; encontraremos la regla
del eje mayor.

m Consideraremos dos casos: axilsimétrico (dos ejes de inercia
iguales) y asimétrico (los tres ejes de inercia iguales).

m El caso totalmente simétrico (/1 = I, = I3) desacopla
totalmente las ecuaciones y es trivialmente resoluble (las
velocidades angulares resultantes son independientes y
constantes).



Caso axilsimétrico. Resolucion analitica.

m Consideremos el casoenelque h =hb =1, 5 #1I.
m Las ecuaciones se reducen a:

lwy + (/3 — /)w2w3 = 0
[wy + (/ — /3)&)10«)3 = 0
lhws = 0

m En primer lugar obtenemos w3 = Cte = n (tasa de rotacién

del VE alrededor de su eje de simetria). Definamos A\ = #n,

la llamada “tasa de rotacion relativa”. Las dos primeras
ecuaciones quedan:

d)l — )\wg = 0
wr +Awy = 0
Son las ecuaciones de un oscilador armdnico, obteniendo:

w1 = wi(0)cos At + wo(0)sen At
wr = wa(0)cos At —wi(0)sen At
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Caso axilsimétrico. Resolucion analitica.

m Es facil ver que w% + w% = Cte = w%z, la llamada velocidad

angular transversal. Por tanto ||w|| = \/wfz + n? = Cte y su

tercera componente (en ejes b) también es cte. Por lo que el

( en ejes cuerpo describe un cono en torno al eje de simetria
{ _ w12

del cuerpo, de angulo v = arctan ( p )

m Por otro lado, puesto que [ = Cfe en el sdr inercial al
conservarse el momento cinético, podemos elegir el eje 3 del
sistema de referencia inercial apuntado en la direccidon de [
(I:I en la figura). Ademas su médulo I' ha de ser constante.

m Ademas observemos que en ejes cuerpo, T = [lwy lwy l3n]T

por tanto [.eb= = l3n = cos OI', es decir el dngulo entre r y el
eje z cuerpo es constante; este dngulo, 0, es el llamado el
angulo de nutacién. Adema3s:

v/'1 — cos? 6 \/F2 12 n? /w12 /
cos 6 3n kn I

tanf = tan -y

m Se puede verificar que el angulo entre r y W es 6 — . LR



Caso axilsimétrico. Resolucion analitica.

m Por tanto la situacién ha de ser la de la figura (donde H =T).

Line of Nodes

m Esto justifica la introduccién de los siguientes dngulos de
Euler para describir el movimiento del cuerpo [secuencia
(3,1,3)], donde ya sabemos que 6 = Cte.

2,5 % ¢ ¢/>BFS
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Caso axilsimétrico. Resolucion analitica.

m Para la secuencia

2,5 % ¢ ¢/>BFS

las ecuaciones diferenciales cinematicas son, aplicando

0 = Cte:

wi = d¢senfsent)+ 0cost) = psenhsen)
Wy = gfbsen@cosw—ésenw:ésen@cosw
w3 = 1+ Pcosh

m Aplicando w? + w3 = w3, obtenemos: wi» = ¢senf. Luego
¢ = =12, — (Cte, la llamada tasa de precesién. Finalmente

senf I I
—_ L _ w12 _I3n __ — 13 __ _
Yp=n—¢cost =n— 25 =n— =3 =n—F>=)\=Cte.
- . wip _ _hkn _ B(+dcosh)
m Similarmente ¢ = =2 = reasg—» de donde

. B I@D
¢ = (I—I33) cosf’
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Caso axilsimétrico. Interpretacion geométrica.

2,5 % ¢ ¢/>BFS

m Mirando la secuencia y teniendo en cuenta las deducciones
que hemos hecho antes, nos podemos imaginar el movimiento
como el de dos conos que rotan (con velocidades angulares gb
y zp) deslizando uno sobre otro; el punto de contacto es donde

se mueve la velocidad angular @.
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Caso axilsimétrico. Interpretacion geométrica.

Hc A
A y—
z o— —
0 /
@
\ A\
a)s?/\/’: \
7 _ ® //
(\f/ < wi/&\
N \ /// \ -
N Space cone e o
o\ \ A9 LT \
Body cone \\\ Lo
\Q TS~
\ Body cone ™~ _
A>C '\ \ A<C
\
(a) Prograde precession (b) Retrograde precession

m Recordemos tan~y = tan 9'73 y gb = (/—/I:)Qé:ose' Dos casos:

m Cuerpo prolato (eje de simetria alargado, /5 < I): es el caso
(a). Como v < @ los conos rotan por fuera y como los signos
de ¢ y 0 son iguales el giro de ambos conos es en la misma
direccién (movimiento directo).

m Cuerpo oblato (eje de simetria aplastado, /3 > /): es el caso
(b). Como ~ > 6 un cono rota dentro de otro y como los
signos de gb y 6 son distintos el giro de ambos conos es en la
direccién opuesto (movimiento retrégrado).

(me
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Movimiento libre de un solido asimétrico

m En el caso asimétrico, existird un eje mayor, un eje menor, y
un eje intermedio; las ecuaciones no se pueden resolver
analiticamente en términos de funciones convencionales.

w1 + (/3 — /2)(4)2(,03 = 0
bhwy + (/1 — /3)001(,03 = 0
l3ws + (/2 — /1)w2w1 = 0

m Algunos autores resuelven las ecuaciones usando las
“funciones elipticas” de Jacobi. No obstante no es facil
interpretar fisicamente estas funciones y no tomaremos esta
via, sino una via mas geométrica.

m Observemos que debido a la conservacion del momento
cinético, T es constante (en ejes inerciales). Eso implica que
IC|| =T es constante en cualesquiera ejes que se escriba [. En
partlcular en eJes cuerpo, [ = [hwt bws Kws]', luego
M2 = IPw? + lfws + I3w3 = Cte. -



Movimiento libre de un solido asimétrico

m Similarmente al no existir momentos externos la energia
cinética T debe conservarse. Eso implica
2T = llw% + lzwg -+ I3w§ = Cte’

m Por tanto, las componentes de la velocidad angular wq(t),
wa(t), wi(t), sean las que sean, deben verificar:

2 2 2

wi  ws oW
r-.rz r
POE B

wi  ws w3
3T T 2T 2T
1 > I3

m Estas son las ecuaciones de dos elipsoides: el elipsoide del
momento cinético y el elipsoide de la energia cinética. Por
tanto el vector velocidad angular debe siempre encontrarse en
la interseccidn entre estos dos elipsoides; estas son las
llamadas “curvas polodia”. m



Curvas polodia

m En general la interseccidn resultara en dos curvas cerradas,
disjuntas.

e N

= e <)
4 %§@§'%

V‘
V

Trajectory of
possible w(t)

\

Energy Ellipsoid

Momentum

m Hay tres casos en los que la interseccion se reduce a tres
puntos: cuando los elipsoides son tangentes en alguno de los
ejes. Estos casos corresponden a extremos de la energia
(excepto el caso intermedio que es un “punto de silla”).
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Curvas polodia:
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(i) Minimum Energy Case

H,

(iii) Maximum Energy Case

Minimum
Energy
Ellipsoid

H;

Sepratrix

casos especiales
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(ii) Intermediate Energy Case

Maximum
Energy
Ellipsoid

H,

(me

20/1



Movimiento libre de un solido asimétrico

. 2
m Supongamos que I3 < [ < ;. Definamos [* = 2r_T Restando
las ecuaciones de los elipsoides y multiplicando por 2,
obtenemos:

/1&)% (/1 — /*) + /ng (/2 — /*) + /3&)% (/3 — /*) =0

m Observemos que si /* < I3 todos los términos son positivos (y
por tanto no pueden sumar cero). Igualmente si I* > |; todos
los términos son negativos. Luego I* € [/, l1]. Para I fijo, eso
implica que |la energia tiene que estar en un cierto rango. Los
casos extremos son /* = |; (energia minima, implica
wy = w3 = 0y por tanto un giro en el eje 1, el mayor) e
I* = I3 (energia maxima, implica w; = wp = 0 y por tanto un
giro en el eje 3, el menor)

m El caso /" = |, tiene mas soluciones aparte de rotaciones
puras en torno al eje 2 (w1 = w3 = 0); dichas soluciones se
llaman separatrices. -
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Curvas polodia para ' fijo

m Si [ estd fijo y variamos la energia, obtenemos las posibles
curvas polodia sobre la superficie del elipsoide del momento,
incluyendo las separatrices.

Sepratrix

(me
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Estabilidad del movimiento libre alrededor de un eje
principal

m Hemos visto que las soluciones mas sencillas son rotaciones
puras en torno a un eje principal. En este apartado, partamos
de la solucién de equlibrio w3 = n = Cte y que &1 = Wy = 0.
Estudiemos la estabilidad de esta rotacién en funcién de si el
eje 3 es mayor, menor o intermedio.

m Para ello perturbamos las ecuaciones, definiendo wi = dw1,
wr = 0wy Y w3 = n + ows. Sustituyendo en las ecs de Euler:

l10wy + (/3 — I2)5W2(n + 5CU3) = 0
/25(,4.}2 -+ (/1 — /3)5(4)1(’7 + 5(4)3) = 0
Lows + (/2 — /1)5&)25&}1 = 0

m Despreciando términos de segundo orden obtenemos:
/15(:01 + n(/3 — /2)5(,02 = 0

Idwo, + n(l1 — /3)5&)1 = 0
Lows = 0
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Estabilidad del movimiento libre en un eje principal

La ecuacidén en dws es (marginalmente) estable, es decir,
estable pero no asintéticamente estable (las perturbaciones no
crecen pero tampoco se disipan).

La ecuacidon de dwq y 0wy se puede simplificar en una dnica
ecuacion:

n2(l3 — /2)(/3 — Il)

oW =
Il /2 w1 0

0wy +

La estabilidad de esta ecuacién depende del signo de

(h — h)(l3 — I1). Si el signo es positivo las soluciones son
oscilatorias (ni crecen ni disminuyen: marginalmente estable).
Si el signo es negativo las soluciones son exponenciales (una
de las soluciones crece en el tiempo: inestable)

m Si I3 eje mayor, (I3 — h)(l3 — I1) = 4+ x + > 0: estable.
m Si /3 eje menor, (I3 — h)(ls — L) = — x — > 0: estable.
m Si 3 eje intermedio, (3 — k)( — h) =+ x — <0: inestable. ~ §
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Estabilidad del movimiento libre con disipacion de energia

m El calculo anterior es correcto, pero sélo si el modelo
empleado (Ecuaciones de Euler para el sélido rigido) es un
modelo totalmente exacto.

m La realidad no es tan simple, y siempre existe alguna fuente de
disipacion de energia (efectos de flexibilidad, rozamientos de
partes méviles, movimiento de combustible en el depdsito,
etc...). Ello modificard el resultado anterior, ya que el sistema
siempre tenderd a permanecer en un minimo de energia.

m Partiendo de principios fisicos, encontremos el minimo de
energia para un momento cinético determinado, es decir,
resolvamos el problema

min hw? + hws + kw3

sujeto a  [fw? + l3w3 + IFws =T

(me
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Estabilidad del movimiento libre con disipacion de energia
m Usando multiplicadores de Lagrange:
L(wi,wo, w3, A) = hw? + bws + hwi + AIfwi + l3ws + Fws —T?)

m Se tiene 0 = 25 =2[wi(1+ Al), i=1,2,3

m Por tanto hay tres soluciones:

o _ 1 _r r_rv
B wry—w3=0, A\ = owr=1. T =5
e __1 _r +_r

B wi—=w3=0, A\ = pow2=1. T =35
2

| LU1:CU2:0, A= _1 w3 — L. — I

L’ 2k

m Claramente el minimo viene dada por la primera solucién (la
segunda es punto de silla y la tercera mdximo). Por tanto la
Unica rotacidn matematicamente estable y que a la vez es un

minimo de la energia son las rotaciones en torno al eje mayor.

m En base a este argumento se enuncia la regla del eje mayor:
“En presencia de disipacion de energia, las unicas rotaciones
estables son aquellas en torno al eje mayor”.

(me
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Estabilidad del movimiento libre con disipacion de energia

m El efecto geométrico de la regla del eje mayor es que las
curvas polodia pasan de ser cerradas a ser una unica curva
espiral que conduce al minimo de la energia:

i

Separatrices
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Ejemplo de modelo con disipacion de energia

m Modelo de un satélite con un depdsito perfectamente esférico
de combustible viscoso, lleno, tal que el combustible (de
inercia J y coeficiente de friccion A) tiene su propia velocidad
angular & = [01 0o 03] relativa al satélite.

m Sacado de C.D. Rahn, P.M. Barba, “Reorientation Maneuver
for Spinning Spacecraft”, AIAA Journal of Guidance,
Dynamics and Control, Vol. 14, 1991.

(h — Nwi + (B — h)wwsz = Aoy
(b — J)wa +(h — B)wiws = Aoy
(h — w3 + (b — h)ww; = Aoz
. . AO‘l
01 + w1 +wpo3 — w302 = —T
. . Aoy
092 + wy + w301 — W103 = —T
Ao3

03 + w3 + w109 — woo1 = -

m Por la disipacién, cualquier rotaciéon termina en torno al eje
mayor; sin embargo, no es posible saber a priori el sentido de
la rotacion ya que la ecuacidn tiene dinamica cadtica. -
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Ejemplo de modelo con disipacion de energia

m El hecho de que la ecuacién tenga dindmica cadtica quiere
decir que el sentido de la rotacién depende enormemente de Ia
condicion inicial, hasta el punto de que un cambio de
condicién inicial, por minudsculo que sea, produce una
variacién en el sentido de la rotacioén.

m Eso implica que, a todos los efectos
practicos, es imposible predecir cual va
a ser el sentido final de la rotacidn.

m Un dibujo en el que se marque con el
mismo color los puntos que producen
el mismo sentido de rotacién es de
enorme complejidad (debido a esta
propiedad cadtica). Este tipo de
figuras se conocen en matematicas
como fractales.




Regla del eje mayor. Consideraciones.

m La inestabilidad que surge en el eje menor tiene una escala de
tiempo muy inferior a la inestabilidad en el eje intermedio;
dicha escala dependera de la velocidad con la que la energia
se disipa.

m Si el movimiento deseado es una rotacidén en torno al eje
mayor se puede amplificar este efecto anadiendo disipacidn:
disipadores de nutacién (“péndulos” con friccién anadidos al
sistema).

m Si puntualmente es necesaria una rotacién en torno al gje
menor, no hay ningun problema mientras se requiera por un
corto periodo de tiempo. Luego se puede volver a una rotacidn
en torno al eje mayor simplemente dejando pasar el tiempo.

m La presencia de partes moéviles (p.ej. volantes de inercia)
cambia estos resultados tedricos.



Ecuaciones rotacionales con rueda/volante de
inercia/CMG.

m Veamos para empezar como se modifican las ecuaciones del
movimiento por tener k ruedas o CMGs.

m Para cada rueda/CMG J, supuesta axisimétrica, definimos /g;
como su inercia en la direccién del eje de giro & y su
velocidad de giro relativa al vehiculo como wg;.

m Observemos que la inercia del conjunto no cambia en ningin
momento, por la simetria de la rueda/CMG.

M Por tanto el momento cinético del conjunto sera:
M= T&g/n + oo & lRiwr

m Expresando como antes la derivada [ = M en los ejes cuerpo
obtenemos las ecuaciones correspondientes.

(me

w
—
~
'—\



Ecuaciones rotacionales con una rueda en cada eje

m Si hay una rueda en cada eje el momento cinético del
B - wr1lrR1 |
conjunto sera: I' = Zdg/ny + | wralr2
- wr3lr3 |
m Obtenemos las siguientes ecuaciones de Euler:

hwi + (B — b)waws + Iriwrt + IR3wrsw2 — lrowrows = My
by + (h — B)wiws + Irowry + Ipiwriws — IRswrsws = Mo
Bws + (b — h)wowi + Irswgrs + lrowrowt — Ig1wriws = Ms

m A estas ecuaciones habria que anadir ecuaciones que gobiernan
el giro de las ruedas; por ejemplo si Jg; es el par interno que
controla el giro de la rueda, estas ecuaciones serian:

Ir1(w1 +wr1) = K
Iro(w2 +wr2) = U
Irs(w3 +wr3) = U
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Ecuaciones rotacionales con volante de inercia en el eje 3.

m Supongamos que el vehiculo posee un volante de inercia en el
eje 3, con inercia Ir, y que gira a una velocidad wg relativa al
resto del vehiculo. También podria tratarse de un sistema de
rotacion doble, es decir, parte del vehiculo (rotor) gira con
respecto al resto del vehiculo (plataforma) con una velocidad
angular relativa.

m El momento cinético del sistema seria
[ = [/1w1 I>wo /30.}3 -+ IRLL)R]T.

m Las ecuaciones de Euler quedan ahora:

lwy + (/3 — /2)w2w3 + lrwpwy = 0
Irwo + (/1 — l3)w1w3 — lpwpwi =
0

ws + Irwr + (b — h)wawr

m Ademas hay que anadir Ig(ws + wgr) = J, donde J es el par
del motor que controla el giro relativo del volante.
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Ecuaciones rotacionales con plataforma/volante de inercia.

m Podemos usar el motor, por ejemplo, para mantener wg
constante. En tal caso las ecuaciones se reducen a:

hwi + (B — h)waws + lgwrws, = 0
Iwo + (Il — /3)&)1&)3 — lrwrwy = 0
lzws + (/2 — Il)wzwl = 0

m Ahora aparecen términos nuevos que modifican el analisis de
estabilidad. Por ejemplo el eje intermedio se podria hacer
estable!! Repitiendo el andlisis de estabilidad de antes:

n (n(l3 — /2) + IRwR) (I‘I(Ig — /1) -+ IRwR)
Ihb

m Si por ejemplo, el eje 1 es el menor y el eje 2 es el mayor, la
condicién necesaria para la estabilidad es
n(ls — h) + Irwg > 0, es decir, wg > %n.

m Se puede realizar un andlisis de energia y encontrar
condiciones para que la estabilidad se verifique incluso en
presencia de disipacién de energia!

5(1)1 50.)1 =0
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Disipacién de energia con plataforma/volante de inercia.

m Como antes, minimizamos la energia cinética fijando el
momento cinético (ya que no hay pares externos).

m En este caso:

2T = /1&)% + /2&)% + /3&)% + /szR,

F2 — /1200% -+ /2260% + (/3(4}3 -+ IRwR)2

m El dltimo término de la energia lo podemos ignorar ya que es
una constante, y por tanto no cambiara el resultado de la
minimizaciéon. El problema se plantea:

min hw? + hws + w3
- 2 2 | 42 2 2 2
sujeto a [fwi + hws + (hws + lrwr)” =T

fme
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Disipacién de energia con plataforma/volante de inercia.
m Usando multiplicadores de Lagrange:

L(wy, wa, w3, A) = howl + hws + w3 + A(lfw] + Fws + (Bws + Igwg)® — )

m Setiene 0= F& = 2fiwi(1+ X)), i=12y
= % = 213(w3 + A(l3w3 + IrwRr))

m Hay varias soluciones como antes, nos quedamos con:
n

hn+ lpwr

w1:w2:0, w3 = N, A= —

m Para resolver el problema usamos el siguiente teorema: Sea
L(x,y,z) = F(x,y,z) + AG(x,y, z) el Lagrangiano del
sistema de forma que F es la funcién a minimizar y
G(x,y,z) =0 es la restriccién. Entonces, se forman las

matrices:
o a6 a6 a6
0 oG oG Ox 82}/ Oz
Ix dy 86 82L 2L 2L
oG 821 o4 L Ox O x2 OxOy OxOz
H3 = Bx 8>2<2 Oxdy , Ha = a6 2L 82L 2L ’
oG o°L 2L Dy OxDy 9v2 Dyoz
Oy Ox0y dy? a6 821 85L 821 @
Oz Ox0z OyOz 522 1
N,
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Disipacién de energia con plataforma/volante de inercia.

m Si x*, \* es el punto critico (que hace las primeras derivadas
de L cero) donde se quiere investigar si hay un minimo o un
maximo entonces, si se cumple:

98 (x*,y*,z*) # 0
Det(Hs(x*,y*,z*,A*)) < 0
Det(Hy(x*, y*,z*,A*)) < 0

entonces se tiene un minimo en el punto critico.

m Para verificar las condiciones, tenemos que llamar x = ws,
y = w1, Z = wy. Entonces tenemos:

H3

0 2/3(/3!7 + IrwR) 0
2/3(I3n + IrwR) 2/3(1 + >\/3) 0 ,

0 0 21 (1 + Xh)

0 213(n + lrwg) 0 0
2I3(In + lhwg) 213(1 + Al3) 0 0

0 0 21 (1 4+ Ah) 0

0 0 0 2L (1 + Xb)

(me
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Disipacién de energia con plataforma/volante de inercia.

m Obtenemos las condiciones de minimo:
%—f(x*,y*, z*) = 2I3(l3n + l,wgr) # 0 (puesto que si las otras
dos velocidades angulares son cero, se tiene
lin+ l,wg = £ #0).
Det(Hs(x*, y*, z*, \*)) = =812(hn + Lwgr)?*h(1+ Ah) <0
Det(Ha(x*, y*,z*, A*)) = Det(H3)2hL(1 + Ah) < 0

m Por tanto llegamos a dos condiciones:

1+Xf > O,
1+XbL > 0.
m Usando el valor de A\ antes hallado llegamos a
/
1 — al > 0,
hn+ lrwp
ko
hhn+ lrwp

m Hay que tener cuidado con el signo de n + Irwr ya que al
despejar wr puede cambiar el signo de la desigualdad.

fme
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Disipacién de energia con plataforma/volante de inercia.

m Si en vez de despejar wg metemos “el uno” en la fraccidn,
estas condiciones se reducen a:

(/3 — /1)/7 + /RwR

0
hhn+ lrwr ’
(B — h)n+ Irwr
0,
hhn+ lrwr

m Por lo que claramente habrd dos casos:

Si kn+ Irwr > 0, es decir wp > — '3R” entonces las

(Il I3)n (12—13)17
> P WR > e

Si hn+ lIrwr < 0, es decir wp < — '3R” entonces las
(b b)n
wr < e

condiciones son wWg

I — 1
condiciones son wp < %

m Se observa que son condiciones similares, pero mas
restrictivas, que las obtenidas sin disipacion de energia!
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Ejemplo |

m Sea un satélite del que se sabe:

10 0 0
r = 0 30 0 kg-mz, n=60r.p.m., IR:2kg-m2.
0 0 20

m Si estudiamos a qué velocidad debe girar la rueda para que el

eje 3 (intermedio) sea estable.
m Con analisis usando el modelo de sdlido rigido, la condicién es
(n(h — k) — Irwg) (n(l3 — I1) + Irwgr) < 0. Dos casos:
Primer paréntesis negativo, segundo positivo. Las condiciones
son wr > ”(12,;13) = —300 r.p.m. y wg > "(13,;11) = 300 r.p.m..
Como la segunda condicién es mas restrictiva, llegamos a la
conclusion de que wgr > 300 r.p.m..
Segundo paréntesis negativo, primero positivo. Las condiciones
son wr < "(12,—;/3) = —300 r.p.m. y wg < '7(13,—;11) = 300 r.p.m..
Como la primera condicidn es mds restrictiva, llegamos a la

conclusion de que wrg < —300 r.p.m..
m En conclusién, con el modelo de sélido rigido el eje 3 es
estable si wp > 300 r.p.m. o si wg < —300 r.p.m., pero
inestable si wg € [—300, 300] r.p.m. Ll
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Ejemplo Il

m Con analisis usando el modelo de sdlido rigido, hay también

dos casos:
Si bn + Irwr > 0, es decir wr > —/;‘—R” = —600 r.p.m.,
entonces las condiciones son wr > W = —300 r.p.m.,

bh—I -y .
WR > % — 300 r.p.m.. Como la tercera condicidon es mas

restrictiva, llegamos a la conclusién de que wrg > 300 r.p.m..
kn

Si bn + Irwr < 0, es decir wg < — = —600 r.p.m.,

.. h—I
entonces las condiciones son wr < (h ,R3)” = —300 r.p.m.,

wr < (127:’)" = 300 r.p.m.. Como la primera condicién es mas
restrictiva, llegamos a la conclusién de que wg < —600 r.p.m..
m En conclusion, en presencia de disipacion de energia, el eje 3
es estable si wp > 300 r.p.m. o si wp < —600 r.p.m., pero
inestable si wg € [—600,300] r.p.m..
m Obsérvese que en la zona wg € [—600, —300] r.p.m. los dos
modelos difieren; al ser mas realista el modelo con disipacidn
de energia, sabemos que en dicha zona falla el analisis con

modelo de sdlido rigido!
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Movimiento forzado

m En la realidad siempre existirdn momentos perturbadores.
Normalmente son de magnitud pequena pero pueden ser
persistentes (como por ejemplo el gradiente gravitatorio que
actta a lo largo de toda la érbita). También pueden ser mas
intensos, como por ejemplo en el caso de toberas propulsivas
no perfectamente alineadas durante maniobras.

m En esta seccidn analizaremos dos casos:
m Momento perturbador constante actuando sobre un sélido en
rotacion (efecto giroscépico).
m Efecto en la estabilidad del gradiente gravitatorio.
m Ademds expondremos un modelo de vehiculo espacial con
ruedas y volante de inercia que serd necesario para el posterior
tema de control.
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Cuerpo en rotacion sujeto a un momento externo constante

m Modelamos este caso con las siguientes hipdtesis:
m Vehiculo axilsimétrico: [ = 6L = 1.
m Vehiculo rotando con velocidad n en torno a su eje 3, es decir,
w3 = N.
m Momento perturbador constante M; en el eje 1. Sin momento
en el resto de los ejes.

m Esta situacidon modela, por ejemplo, el caso de un vehiculo
estabilizado por rotacién que realiza una maniobra propulsiva,
pero con la tobera ligeramente desalineada con el eje de
rotacién. Si el vehiculo no rotara, el momento causaria el giro
inmediato del vehiculo y la maniobra fallaria.

m Veremos que al haber rotacién el vehiculo posee “rigidez
giroscépica” y el momento perturbador lo que finamente
produce es un movimiento (posiblemente muy pequefio) de
precesidon y nutacién del eje de giro.
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Cuerpo en rotacion sujeto a un momento externo constante

m Las ecuaciones que modelan el movimiento son:

lwy + (/3 — /)w2w3 = M
hbz%—(/—-b)uqag = 0
hws = 0
m Encontramos la solucién w3 = Cte = n y definimos A = #n
= % La ecuacién a resolver es:
W1 — Awp = U
wr +Awy; = O

m Derivando en la primera ecuacion y sustituyendo la segunda:
. 2 .
w1+ AXwg = 0

m La solucién de esta ecuacién es wi(t) = Asen A\t + B cos At.

(me
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Cuerpo en rotacion sujeto a un momento externo constante

m Sustituyendo en la 12 ecuacidén: wy(t) = Acos \t — Bsen \t — £,
y by

m Usando las condiciones iniciales w1(0) y w»(0) encontramos:
B = w1(0), A= w>(0) + . Por tanto:

wp = (wz(O) + %) sen A\t + wi(0) cos A\t = % sen A\t
_ P _ _H_H _
wy = (wg(O) + )\> cos At — w1(0)sen At Y =3 (cos A\t — 1)

donde finalmente se han supuesto wi(0) = w»(0) = 0.
m Para describir la actitud usamos unos angulos de Euler:

NS 9f5>5’ %, BFS

xn y ZS/
m En el desarrollo de las ecuaciones cinematicas se llegaria a:

w1 €oS B3 — wo sen O3

0, —
! cos 65
92 — wi sen Bz + woy cos b3
03 = ws+ (—wi cosbs 4wy sen f3)tan b, -

N
(6]
~
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Cuerpo en rotacion sujeto a un momento externo constante

m Se tomardn condiciones iniciales para los dngulos de 0.

m Esperamos que los angulos 61 y 6> sean mas bien pequenos,
mientras que 03 serd grande (ya que es en torno al eje de giro).
Por ello sustituimos cosfy =~ 1y tanf, =~ 6>. Llegamos a:

él = W7 COS (93 — Wy Sen 93
92 — wiy sen Bz + wo cos b3
03 = w3+ 0, (—wq cos b3 + wyrsenbs) = w3 — 00,

m Suponiendo w3 > 0501, encontramos 63 = wst = nt.
m Las ecuaciones para 61 y 6> son:

01 = wjcosnt— wysennt
0, = wisennt -+ woycosnt

m Sustituyamos los valores de wi y wy encontrados antes:

01 = %sen)\tcosnt—%(cos)\t—l)sennt:%(sen()\—n)t%—sennt)

0, = %sen At sen nt + % (cos A\t — 1) cosnt = % (cos (A — n) t — cos nt)
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Cuerpo en rotacion sujeto a un momento externo constante

m La solucidn de estas ecuaciones es:

~ p(l—cos(A—n)t 1—cosnt
o1 = )\( A—n i n
0, _ M sen(A—n)t sennt
S A—n n

m Definamos A, = ﬁ y wp, = n— A, amplitud y frecuencia

de precesion, respectivamente, y A, = % y wp = n, amplitud
y frecuencia de nutacidn, respectivamente. La solucién queda:

b = —A,(1—coswyt)+ A, (1l —cosw,t)

0 = Apsenwpyt — Apsenw,t

m Es la superposicion de dos movimientos circulares: epicicloide.
. . L Ml L
m Las amplitudes vienen dadas por A, = T—mh Y
M e . . sy ,
Ap = W por lo que la “rigidez giroscopica” sera mayor
cuanto mayor sea n, I3/1, y la diferencia | — I5.
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Gradiente gravitatorio.

m El par perturbador mas importante es el gradiente
gravitatorio, puesto que siempre esta presente en orbita.

m Vamos a estudiar el caso de un vehiculo espacial asimétrico en
orbita circular de radio R en torno a un planeta esférico; las
orbitas elipticas y las desviaciones de la gravedad esférica
(p.-gj. el J») introducen términos de orden mayor que no
analizaremos.

m La velocidad angular se estudiara en ejes cuerpo; sin embargo
los angulos de Euler elegidos seran respecto a ejes érbita, que
en si no es un sistema de referencia inercial, lo que tendrd que
tomarse en cuenta.

m La situacidén es la de la figura de la transparencia siguiente.
Los ejes N son los inerciales, los ejes A son los ejes érbita (que
definiremos) y los ejes B los ejes cuerpo (en ejes principales de
inercia).



Gradiente gravitatorio.

Orbital Path

m Ejes orbita: la direccidén z (a3) apunta siempre al centro de la
Tierra. La direccidén x (a1) en la direccion de la velocidad. La
direccién y (a2) en la direccién contraria al momento cinético
h (perpendicular al plano orbital).

m Estos ejes rotan respecto al sistema de referencia inercial (n)

[ads)
R3 -

m La relacién entre los sistemas de referencia es la siguiente:

—nt 0 0 0
N—SA=S—%5 —B

en torno al eje —a, con velocidad n =

v

m La situacidn es la de la figura de la transparencia siguiente. o

I raY< Q;QC I\I /AN II\C ;nnrr*;a|ac If\C Q;QC A /AN II\C Q;QC AY"\;'I"J {nna



Gradiente gravitatorio.

Orbital Path

m La matriz CE y las ecuaciones diferenciales cinematicas
By A son:
092C93 C92893 —892
Cf = —c61s03 + s01s6>cO3 cO1cO3 + sO1s02s03 sf1cOr
s01s03 4+ cO1s6ycl3 —s601cl3 + cO1sb02s03 cO1chr

él 1 chr sOrs601 sOych4 B
92 = — 0 091C92 —891C92 QB/A
03 62 0 s61 cy

entre
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Gradiente gravitatorio.

Orbital Path

m Empecemos estudiando el gradiente gravitatorio. En cada dm

_ u(Re+7) dm.

del vehiculo actuard una fuerza dF = —‘f’“?—gdm — S TE
|Re+7]

m Por tanto el momento de las fuerzas sera:

- - R.-+p R.
M = /pxdF:—,u/px _,+’0 dm = —u P~ dm
4 4




Gradiente gravitatorio.

Orbital Path

m Usemos el hecho de que, puesto que |p] < |I$C]
R.+ 3 ~ L — 382, Por tanto:

R R?
M o~ —E | px Redm+3L | px R(R.-7)dm
R Jv R2 Jv
= 31 [ Re(Re- pydm = —3 L5 R ( / ﬁﬁTdm> 3
c JV C 74
ILL S ,LL — Iu — —
= 3ER§IRC - 35/?; < V(]ﬁ\z)dm> R. = 3ER§IRC



Gradiente gravitatorio.
m Por tanto M = 3,%/3?1/30 Enejes A, RA=[00 — R]".

Por tanto, en ejes B:

——892
RCB = CER? = —RC 891C92
i C91C92 |
m Luego
B i 0 —C(91C62 891C92 171 Il 0 0 11 —892 |
MB — 3% C91C(92 0 8(92 0 I2 0 891C92
¢ i —sb1ch> —s6- 0 1L 0 0 &K 1L cl:ch- |
m Operando
. i 0 —661C292 891C92 1T —892/1
MB = 3!72 C(91C92 0 892 861C92I2
—sb1ch- —sb- 0 | | cbichalz

—C91C2(92891(12 — /3) |
= 3/72 681092892(/3 — /1)
891C92892(/1 — /2) i =.=
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Gradiente gravitatorio.

m Las ecuaciones de Euler que verifica la velocidad en ejes
cuerpo son, por tanto:

hw
hwy

w3

= [waws — 3n’chic*Ors01] (b — k)
= :CU1CL)3 + 3n2C91C02892] (/3 o /1)
= |wowr + 3!728(91(3(92892} (h— k)

m Por otro lado, puesto que

-B

W1
-B B
w3

m Y las ecuaciones cinematicas son, operando:

9:1 1 _CHQ
62 :7 O
45 ) TP Lo

892891 892C91 | w1 n
cOicl> —sbich- W -+ —5—
891 001 1 L w3 i €2 i

Wg/N —cD’B/AerE/N —wB/A+ CBwA/N, se tiene:
i 0 ] i w1 | i 692803
—n = W +n cOicls + sb1s0,s053
i 0 i i w3 i i ——891C93'+‘C01862893

893
C92093
892893
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Posicion estable

m En primer lugar buscamos un equilibrio. Haciendo las
derivadas cero, obtenemos:

0 = _w2w3 — 3n2C91C292891] (h — 1I3)
0 = -w1w3 + 3n2C91C92892] (b — h)
0 = -wgwl + 3n2391092802] (h — b)
. 1 C92 892891 592C91 w1 n 893
0 = —_— 0 cO1cHr —s601clr wo + — cOrcl3
c2 0 s61 cOq w3 c sOys03
m Un posible equilibrio seria w; = w3 =0, wy = —n,

01 = 0> = 03 = 0,. Ojo: hay otros equilibrios (p.ej. 61 = 7).
m Si los dngulos son pequenos, linealizamos las ecuaciones y

obtenemos:
w1 = — [nwg, + 3n291:| (b — I3)
@y = 3n°0x(l5 — h)
wz = —nwi(lh — k)
él = w1 + nO3
ég = w2
9.3 = w3 — n01

(me
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Posicion estable

m Tomando una derivada mas en los angulos obtenemos:

él = w1 + né3
b, = @
ég = d)3 — nél

m Sustituyendo las ecuaciones anteriores y eliminando las wj,

obtenemos:
e, = — |:né3 n 4n291] (b — ) + nl 63
hi, = 3n°03(l — k)
k63 = —n(6; — nB3)(h — h) — nks6;

m La segunda ecuacion es estable si /3 < /1. Para la primera y
tercera ecuaciones escribimos la matriz del sistema y
calculamos sus autovalores:

N B T
3 | _ _ )3
AR R I S
03 0 n? h—=h n b=h—1l 0 03
| 3 3 _
m Definamos ki = % y k3 = '22'1. Puesto que 1 + I > I,
b+13>h, L+ > b, setiene ki, k3 € [—1, 1]. ==



Posicion estable

m El sistema queda:

61 0 0 1 0 61
B 0 0 0 1 03
— | —4n’K 0 0 n(1 — ky) 61

d | 65
0 —n’ky  n(kz — 1) 0

dt

61
03

m Estudiando los autovalores de la matriz, encontramos el
polinomio caracteristico:
M+ X2n%(1 + k1(3 + k3)) + 4n*k k3 = 0, cuya solucién es:

\ = in\/(l + ki(3 4 k3)) + /(1 + ki(3 + k3))? — 16k1 k3
2

m Los autovalores seran estables si y sdélo si las dos posibilidades
dentro de la primera raiz son nimeros negativos reales, es

decir: —(1 + k1(3+ k3)) = /(1 + k1(3 + k3))2 — 16k1ks < 0.
Esto sélo es posible:
m Si —(]. —+ k1(3 -+ k3)) < 0, es decir, 1 + k1(3 + k3) > (.
m Si /(1 + ki(3+ k3))? — 16k; ks es real, es decir,
(]. —+ k1(3 + k3))2 — 16/(1/(3 > 0.
m Si 16kiks > 0 (si no la raiz seria mayor que el primer término y

v
en el caso positivo saldria un nimero positivo dentro de la raiz) =
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Posicion estable

m Si representamos graficamente estas condiciones, obtenemos
la siguiente figura:

Fig. 6.9 Gravity-gradient stability plot.

De 16ki1 k3 > 0, obtenemos k1 y k3 o
ambos positivos, 0 ambos negativos.

Como I3 < |1, se comprueba

calculando k1 — k3 que se tiene que
dar k1 — k3 > 0.

Para ki > k3 > 0 obtenemos la
llamada “region de Lagrange”
(tridngulo superior izquierdo).

La otra region estable (llamada de
“De Bra-Delp") se obtiene de

(14 k1(3 + k3))? — 16k ks > 0. No
obstante la menor disipacién de
energia la hace inestable. o
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Posicion estable

m Si representamos graficamente estas condiciones, obtenemos

la siguiente figura:

Fig. 6.9 Gravity-gradient stability plot.

m Por tanto la zona estable de interés

practico corresponde a k1 > k3 > 0, lo
que se verificapara b > L e L > k.
Antes obtuvimos I3 < ;. Luego el gje
2 (perpendicular al plano orbital) es el
mayor, el eje 3 (en direccién al
planeta) el menor, y el eje 1 (en la
direcciéon de la velocidad) el
intermedio.

Hay que tener cuidado: los angulos de
equilibrio son 0 grados o también 180
grados (la actitud opuesta también es
estable).
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