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Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud

m Para el caso de |la posicidn, las ecuaciones cinematicas
relacionan el vector posicidon con el vector velocidad, mientras
que las ecuaciones dindmicas relacionan el vector velocidad
con el vector fuerza.

m Para el caso de la actitud, las ecuaciones diferenciales
cinemdticas (EDC) relacionan la representacién de la actitud
(DCM, angulos de Euler, cuaterniones) con la velocidad
angular @&. Tipicamente estas ecuaciones son no-lineales.

m En el sistema de navegacion inercial, los giréscopos nos dardn
w, y habra que utilizar las EDC, es decir, integrar las
ecuaciones, para calcular la actitud.

m Por tanto es importante conocer las diferentes EDC para las
diferentes representaciones, para ver cual es la mas ventajosa
desde un punto de vista computacional.
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DCM para angulos pequenos |

m Supongamos que tenemos dos sistemas de referencia Ay B,
relacionados de la siguiente forma:

do do do
A5S-S5 38
XA ysl 252

donde suponemos que df; son angulos pequenos, de forma
que podemos aproximar cosdfl; ~ 1 y sen df; ~ db;.

m Si escribimos las matrices de rotacion teniendo en cuenta la
aproximacién anterior, obtenemos:

1 0 0 . 1 0 —db, 1 dos 0
0 1 doy |, C2 = 0o 1 0 ,Co =] —doz 1 o0 |.
L d 2 0

0 —do; 1 0o 1

m Si escribimos C§ = C8 C22C;' y despreciamos todos los
productos dobles de angulos, es decir, df;df; ~ 0,

obtenemos:
1 do3  —dbs, 0 —df;  do, . °
cs=| —db; 1 do, —1d— | dbs 0 —do; | =1d — d6*, LN
dor,  —dby 1 —df,  db 0
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DCM para angulos pequenos Il

m En |a anterior transparencia, se ha definido

df = [d6; db, db3]7 y la matriz

do* =

que es la matriz antisimétrica que se emplea para efectuar el

producto vectorial.

m Obsérvese que bajo estas hipdtesis (angulos pequefios) no
importa el orden de las rotaciones y los angulos se suman.
Pero no se pueden usar angulos de Euler en los que se repitan
ejes, ya que quedaria sin definir una de las rotaciones y otras

dos se sumarian.

0
dos

| —db,

—d0os
0
do

do-
—dby
0

(me

4/23



DCM
Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler
Cuaterniones

EDC para la DCM |

m Supongamos que quiero calcular la actitud de B respecto a A,
mediante la DCM C%(t), sabiendo que B gira con respecto a
A con una velocidad angular cﬁg/A.

= Por definicion: 48 = Sa(trd)-Ci()
4 )

m Suponiendo A fijo, entonces podemos imaginar que es B
quien se mueve en el tiempo, y por tanto podriamos escribir
B = B(t) y por tanto CB(t) = c5".

m Usando este razonamiento,

CE(t+dt) = C ) = pliF ™ . Por tanto:

A— B(t) — B(t + dt)

m En el tiempo dt, el sistema de referencia B habra girado
respecto a si mismo un angulo muy pequeno en cada eje; por
lo que hemos visto en la anterior transparencia, por tanto,

5\ X 5
CIBB((:)+dt) = 1d — (d98> ~donde d#® es como antes. =
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EDC para la DCM I

CR(t+dt)—CR(t) _

m Siguiendo el razonamiento:%CB = =
B(t+dt —
C.B((t) )CE(t)_CE(t) o (Id—(d@B) )CB(t) CB(t) (d@B) CB()
dt - dt
. (a68)" -y
m La matriz ~—"— se escribiria
Sn\ X - do dfr - -
(@) [ o & %[ e
dt | Y dOH 2 -
_db,  do _
L T dt dt 0 | w2 W1 0 |

donde Qg/A — [w1 w2 ws]”T ya que d@B representaba el dngulo
girado por B en un dt, y por definicién de velocidad angular.
Se tiene entonces:

% 0 —Ww3 w2
=B
(wB/A) = w3 0 —wi |,
i — W w1 0 |
X
B ‘B ~B B
m Por tanto: dtC = C ——(wB/A) Cy.
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EDC para la DCM llI

m Otra variacidon: trasponiendo ambos miembros de
CE (J}g/A>XCE llegamos a CA = Cé\ (Qg/A)X

m En general, la EDC es una ecuacién diferencial matricial, que
habra que resolver componente a componente: nueve
ecuaciones diferenciales acopladas.

m El principal problema de resolver numéricamente esta ecuacidn
es garantizar que la matriz resultante de integrar sea

ortogonal. Obsérvese que en teoria la ecuacién diferencial
respeta la ortogonalidad: | = (C$)(C%)", derivando:

GG cf%(cE)T
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EDC para la DCM llI

Sin embargo los errores numéricos en la integracién pueden
desviar a la DCM resultante de la ortogonalidad.

Existen algoritmos para encontrar la matriz ortogonal “mas
proxima” a una matriz dada.

Por ejemplo, dada M, encontrar una matriz préxima que sea
ortogonal:

Q _ M(MTM)—1/2
El problema con la férmula anterior es que requiere calcular

una raiz cuadrada matricial, lo que no siempre es sencillo.
El método iterativo Qo = M,

Qkt1 = 2M(Qk_1M + MTQ) ™t

converge a la misma matriz cuando k — oo, si M es proximo
a una matriz ortogonal (y por tanto invertible).
Obviamente si M es muy préxima a una matriz ortogonal el °

método iterativo convergera muy rapido. s
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Demostracion de la ecuacion de Euler-Rodrigues |

m Supongamos que se parte de la actitud identidad y se impone
un giro con velocidad angular constante @, donde 0= 0¢
siendo € un vector unitario, durante una unidad de tiempo. La
actitud resultante deberia ser la descrita por el eje y angulo de
Euler (€, 0).

m La actitud final sera la solucién en t = 1 de la ecuacidn
diferencial ¢ = —6*C con condicién inicial C(0) = Id.
Recordemos que la solucidn de esta ecuacién diferencial
matricial es la " matriz exponencial’:

. 6)>< t)n 0 tn@n(e—’X)n
. X L n
C(t) = C(O)Bxp(~6"t) = C(0) Z RPNl
O Esta serie es sumable, pero hay que calcular las potencias de
. Obsérvese que a x (b x C) = b(* ¢)—(a- b)é, expresado
matr|C|aImente axbxc — p3'é— 3Tbé = (b3 — 3T bld)e.
Luego (€%)? = ée’ — &Téld = ée’ — 1d.
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m Observemos:

m Por tanto:

(€)°
(—»X)2k—|—1

(e><)2k

Cuaterniones

= Id

_ (—»><)1

= e’ —1d

_ —>><(—»—»T . Id) &%
= (&) = *e_’T + Id
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Demostracion de la ecuacion de Euler-Rodrigues Il

m Sustituyendo t = 1 y separando n =0, n impar y n par de la
serie, obtenemos:

o0 §2k+1( ax\2k+1 o0 92k (&< )2k
cy=ta- S TN, SO

— (2k +1)! — (2k)!
m Sustituyendo los valores antes hallados:
C(1)=1d — &~ i(—l)k (i + (Id — e&") i(—1)’<92k(5x)2k
— (2k +1)! — (2k)!

m Reconociendo las series del seno y del coseno:
C(1)=1Id — & senf + (Id — é&7)(cos — 1)
m Operando, llegamos al resultado final:

C(1) =Idcos® — & senf + €&’ (1 — cos )
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EDC para los angulos de Euler |

Partimos de la definicién de los dangulos de Euler en el caso de
aeronaves:

PN AN L Ny

Zn yS XS/

La velocidad angular tiene la propiedad de que
Wp/p = Wp/s' + Wsr /s + Ws/p.

Si mecanizamos esta ecuacién en b:

—pb L
Wpin = Whgr T C‘)5//5 + wS/n

Por otro lado esta claro que: |
Gps =9 007, 82,5 =[0600]", ag/n =[004]".
Luego: wb/ = wb/s, - Cb,ws,/s + Ck ws/ y puesto que

CS = CS,C , podemos escribir:

~B b b ~S' ~S
Wpn = Wprgr T CS’wS’/S +Cg €3 Wz,

mC

S,
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EDC para los angulos de Euler |

m Desarrollando esta ecuacidn:

O 1 0 0 0
cﬁg/n = O | +10 cp sp 0
| 0 0 —sp cp | [ O]
1 0 0 | [cd 0 —sO 1] 0]
+1 0 co sp 0 1 O 0
| 0 —sp cp | | s8 O c0 || ¥
61 [ 0 ] [ b9
= 0 |+ | cpbd |+ | spcty
0 | —spf | cpchy |
1 0 —s6 | _g{?—
= 0 co spch 0
| 0 —sp cpch _gb_
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EDC para los angulos de Euler Il

m Obsérvese que lo que realmente se quiere es una expresion
para las derivadas de los angulos en funcién de

c‘u’f)’/n = [w1 wo w3]”, y por tanto hay que invertir la matriz:
K 100 —s8 ] [ w ] [ cO sOsp  sOcy i
0 | =1 0 cp spch w2 | = 0 cpcld —spch
_@b_ | 0 —sp  cpcl | | w3 | ¢ | 0 sy cp ||

m Obsérvese que se trata de 3 ecuaciones diferenciales no
lineales, con multitud de funciones trigonométricas.

m Posee una singularidad para § = +=90°. En realidad los
angulos de Euler no estan bien definidos para esta
situacién. Esta singularidad es el motivo por el que no se
suelen usar en sistemas de navegacién inercial (aeronaves
o vehiculos).

m Lo mismo sucede para cualquier otro conjunto de angulos
de Euler; siempre existe una singularidad.

W2
w3
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EDC para el eje y angulo de Euler

m La representacion en forma de eje y angulo de Euler, (5g/n,9),

tiene las siguientes EDC:
m Para el dngulo de Euler: 0 = (5g/n)Tc3§/n

m Para el eje de Euler:

- 1 X 1
b _ L (b b (=b \T\| ~b
b/n T 5 [(eb/n) T tan /2 (Id eb/n(eb/n) )] Wh/n

m Son cuatro ecuaciones diferenciales, no lineales.
m Poseen una singularidad para 8 = 0.

m Si la direccidon de @ es constante e igual al eje € inicial,
entonces la actitud se reduce a é(t) = é(0) y 0 = ||dJ]].

m En la practica no se utilizan directamente; las usamos para
hallar las EDC para los cuaterniones. <
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EDC para cuaterniones |

m Recordemos la definiciéon de cuaterniones en funcién de dngulo
y eje de Euler:
go = cos@/2, g = sen 9/25’5/,7.
m Derivando en la ecuacién de qg y sustituyendo la EDC de 6,
obtenemos:
o = —3 sen 0/20 = —1 1 sen 9/2(eb/ )wa/n = —5q
m Derivando en la ecuacion de g:

- 1 : .
q= c050/2ef/n9 + sen 9/2ef3’/n

m Sustituyendo las EDC de dngulo y eje de Euler:

L1
q — §C059/2§g/n(é£/n) w[[;/n

1 X 1 b (b b
+2 sen /2 [(eb/n) + tan 02 (Id— eb/n(eb/n) )] Wp/p

@
1

[qx T qOId} ("_jltn)/n 16 /23
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EDC para cuaterniones |l

m Podemos escribir esta ecuacidon en forma matricial:

qo I —qd1 —q2 —Aq3 - .
Wx
diag | _1] 9@ -a @ 3
dt | o 21 g3 g —q d
Wy

| 43 | . —qQ2 di do | - -

donde cD’g/n = [wx wy wo] T

Son cuatro ecuaciones diferenciales, bilineales, sin
singularidades.

Obsérvese la ausencia de singularidades y de funciones
trigonométricas; se trata simplemente de una ecuacion
diferencial bilineal.

Estas propiedades de las EDC son la razén mas importante por
la cual su uso es generalizado para representar la actitud de
vehiculos espaciales. Se realizan todos los cdlculos mediante
cuaterniones y si es necesario visualizarlos, se transforman a LT
los angulos de Euler mas cémodos para la aplicacién. 17/23
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EDC para cuaterniones lll

m Recordando la definicién matricial del producto de
cuaterniones, si definimos un “cuaternién” g, cuya parte
escalar es cero y cuya parte vectorial es igual a los
componentes de la velocidad angular, es decir:

du =

podemos expresar la anterior ecuacién como

1

(']: Eq*qgj

m Si se acumulan errores por imprecisiones numéricas se puede
normalizar el cuaternién para que su médulo se mantenga en

la unidad. m
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Otras EDC

m Parametros de Rodrigues:

L 1 x| ==T] -
£=> 1A+ g +257|

m Pardmetros de Rodrigues modificados:

Id + 2

14 AP [

m Vector de rotacion:

- 1 1 0
— G4 OxE+-(1—
/ CL)_|_29><w+«9< 2tanf/2

P~ +ﬁxﬁ><] 5
1+ A1°

)«9&(9&@)

(me
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Pasando de una actitud a otra

m Dados dos cuaterniones qg y g1 que representan dos actitudes
diferentes, jse puede construir una velocidad angular &(t) de
forma que g(t=0)=qoy q(t=T) = q17

m Como antes, la forma de hacerlo es encontrar el cuaternién g»
que representa la actitud entre go y g1: g2 = % * g1 = qyq1.
Este cuaternidn estard representado por un angulo 61 y eje de

cos 1 /2

sen 91/2§] '

m La velocidad angular &(t) solucién tiene la direccién de €'y
representa el “giro mds corto”. Llamemos a su médulo w(t).
Se tendrd 0(t) = [, w(7)dT y la actitud sera:

cos(0(t)/2)
9(t) = o0 * [ sen(B(t),/2)& ]

Euler € de forma que g» = [

m Cualquier w(t) tal que fOTw(T)dT = 61 es solucién. k-
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Pasando de una actitud a otra: solucion 6ptima

m Para encontrar la mejor solucién habria que plantear un
problema de “control éptimo”. Por ejemplo podriamos
considerar que para realizar el giro hay que aplicar un cierto
par M de forma que w = M (ojo: esta es una dindmica
inventada).

m Un Sptimo respecto al par a ejercer (min fOT M?(7)dT) y con
velocidad angular inicial y final nulas (w(0) = w(T) =0) es
w(t) = 675 (1 — <) 01. De hecho este es el polinomio mas
sencillo que verifica las tres restricciones.

m Si lo que se quiere es llegar “lo mas rapido posible”
(minimizar el tiempo final T): primero el maximo par

admisible M,,x vy luego el minimo par admisible M,,;,. Si

Mumin = —Mpmax la solucién es T = /0.
max

m Si tenemos en cuenta la dindmica real del vehiculo puede
merecer la pena realizar la rotacién por otro camino (depende
de las inercias).
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Linealizando la EDC para cuaterniones |

m Supongamos que tenemos una velocidad angular de referencia
W, que genera un cuaternidn de referencia g, de acuerdo a la
EDC que acabamos de ver. Supongamos ahora que
W= w, + 0w, donde 0w es “pequeno”’. jCual serd el
cuaternién resultante?

m Usamos el cuaternién de error de forma que g = g x dq,
determinemos dg. Tomando derivada, se tiene:

. _ 1
q=q*0q+q*0q=7q%*qu
m Usando g = %E]*qwr:
1_ _ 1_
§q*qwr*5q+q*5q = 5q*5q*qw
m Multiplicamos por el inverso de g a la izquierda y despejamos
dq, obteniendo:

- 1 1 "
0q = §5q*qw— 5%,*567 2 /23
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Linealizando la EDC para cuaterniones ||

m Expresando w = W, 4+ 0w y recordando la expresiéon linealizada
de un cuaternién pequeno dqg en funcién del parametro a:

:1“[5}2]%2[5}2]*[5)}%?55}]_;[3,]*[5}2]

2T 7

/ / —
m Recordemos: [ 9o ] * [ 90 ] = [ dod0 4 1 _,]. Por
q q goq +qpqd+q Xq
tanto:
df[ 1 1] 1 —31/2(3, + 6@) + @] a/2
dt | 3/2 | T 2| &+ 08+ 3/2 x (&) + 63) — &y — &, X 3/2
m Operando y teniendo en cuenta que ||a]|||6&|| =~ 0 al ser

ambos términos pequenos:

dl 1] 1 0
dt | 3/2 | 2| 6@ +3x T,

m Es decir: 3~ 0+ 3 X &,. LR
23 /23
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