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Estimacién a partir de observaciones

m En primer lugar consideramos el caso de que tenemos n (2 o

m3s) sensores que determinan un vector v;, i =1,...,n, en
Dindmica de Vehiculos Espaciales los ejes cuerpo, es decir, V5, que es conocido en los ejes de
N
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referencia (inerciales u érbita), es decir, v;" es conocido.
Puesto que sélo importan las direcciones de los vectores, los
consideramos unitarios.

m Por tanto tenemos n ecuaciones de la forma v2 = CEvlN y
tenemos que “despejar’ la matriz Cﬁ.

—

m Para simplificar notacién escribamos W; = _',-B, Vi = \7',-N,

—

A= Cﬁ. Por tanto tenemos n ecuaciones W; = AV, y es
necesario resolver A.

!

m En general estos vectores pueden contener errores.
m En el caso de tener 2 vectores, se puede usar un método
sencillo llamado método TRIAD. También veremos métodos

o L
LR mds generales que sirve para n > 2. LR
53
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Estimacién de la actitud Método TRIAD
m La estimacién/determinacién de actitud require del uso de m Partimos de las dos ecuaciones Wy = AVy y Wh = AV,
mode!os cinematicos, senso.res d(.e actitud y algoritmos = Definamos los siguientes vectores: 7 = V4, P = glxgz ’
apropiados a los sensores disponibles. O . o W‘ 1x V2
. s — X . — — X
m La mayor parte de los sensores de actitud se pueden clasificar, r3 = 7‘\71X;2|. Similarmente: 51 = W4, 5 = 7\W1><VT/2\'
. 1 2 1 2
a grandes rasgos, en dos tipos: . Wi x5 ) . »
m Sensores que determinan un vector V en los ejes cuerpo, es B = Waxs| Estd claro que se cumplira, por construccion:
decir, V& (en realidad lo determinan en los “ejes sensor”, pero 51 = AR, 5 = Ah, y 53 = AR.
la transformacién a eJe§dcuerpICJ es .con;)adaf). Ad(.ama.s d|c.hc|) m Construimos ahora las matrices M,er = [7 7 73] y
\ r n n | n r renci inerci - = = 7
et/:to_ se supo e.coqﬁc o en los ejes de referencia (inerciales Mops = [51 5 35]. Se cumple Mops = AM,er. Ademis las
u drbita), es decir, V"V es conocido. Es necesario tener dos o . .,
. ! - , B columnas de la matriz M,er son, por construccién,
mas medidas simultdneas para poder resolver el problema sélo ) . )
con este tipo de sensores. ortornormales, luego /\/Igief es invertible y ademas ortogonal.
m Sensores que miden la velocidad angular @& con respecto al Por tanto: A = MopsM, ¢
sistema de referencia inercial. Se recupera la actitud usando m Obsérvese que el método no es simétrico, sino que da mds
esta medida para integrar las ecuaciones diferenciales “peso” a la medida nimero 1. Por tanto habra que usar como
Zm?matlcas, pero.los errolres se acumula? generandd_g ugala.erta . primera medida la mds “fiable”. En la practica no se o
eriva: es necesario complementar con alguna medida def tipo  m obtendrd la matriz exacta por los errores en los sensores. LR

anterior. 5

o
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Problema de Wahba

m Ahora tenemos n medidas cumpliendo W, = A\7,-. Planteamos
el problema como un problema de minimos cuadrados.

m Formulamos la funcién L(A) = 1 327 a|W; — AV;[?, donde
a; son los pesos que se le da a cada medida (cumpliendo
-7 ,ai =1)y planteamos el objetivo matemdtico de
encontrar A (ortogonal) tal que L(A) sea minimo. En la
literatura esto se conoce como el ” Problema de Wahba”.

m Puesto que, operando:

(Wi — AV[2 = (W; = AV)T(W; — AV;) = 2 - 2WT AV,

tenemos que:

n
LAY =1-> aW AV, =1-g(A),
i=1
donde g(A) = 327, a;W,T AV;. Minimizar L(A) equivale a
maximizar g(A).

@
u
—
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Método q de Davenport

m Escribiendo A en funcién de g con la ecuacién de
Euler-Rodrigues A = (¢2 — G §)I +2GG" — 2goG* se llega a

n n n
g(A) = aW(g—d"qVi+2)_ aW/dGq"Vi-2)  aW; g V;
i=1 i=1 i=1

m Desarrollemos cada término para intentar llegar a una forma
bilineal g(q) = q" Kq:
m Empezando por el segundo término:

n n
2) " aWTqq"Vi=2> " aG" WiV §=24"BG=q" (B+B")q
i=1 i=1
donde B=3"7_; a,-VT/,-\ZT.
m El primer término se puede escribir:

n
> W (@-3"a)Vi = (-39 Y aW Vi = q090—G" (o1)q
i=1 i

donde o = Y7, a;W.TV; = Tr(B). -
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Método q de Davenport

m Finalmente, el dltimo término se puede escribir:

n n
=23 " aWTqoq* Vi =2 aiWq VG =2q0Z" § = qZ” G+§ Zqo
i=1 i=1
donde Z7 = Y"1 a;W.T VX, luego Z=— 31, a;V* W,.
m Se tiene que (3%b)* = b3T —3b", lo que se demuestra
usando la identidad de (3 x b) x . Observemos que

n n

n
S SIS DA ST AR
i=1 i=1 i=1

~
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Método q de Davenport
m Luego se ha llegado a:

g(q) =q"Kq

donde la matriz K se escribe completamente a partir de
B=>", a,-W,-\/,-T, de la siguiente manera:

o = Tr(B),
= B+BT,
7 = B"-B

siendo K una matriz 4 x 4 igual a:

o zT
K_[Z S—JId]

& (me
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Método q de Davenport

Por tanto el problema se reduce a encontrar g (cuaternién
valido de actitud, es decir, de norma 1) tal que g(q) = ¢" Kq
sea maximo.

Problema de maximizacién con restricciones (q7 q = 1).
Usamos multiplicadores de Lagrange, escribiendo:

H=q Kg—Xq"q-1)

Tomando derivada respecto a g e igualando a cero:
H
g—q =2qg"K-2\q" =0 — Kg=M\q,

Por tanto A\ debe ser un autovalor de K y g el autovector
asociado (de médulo 1). ; Cudl? Sustituyendo en g(q):

T T
g8(q)=q ' Kg=q Ag=2A
Por tanto, el cuaternién solucién del problema serd el
autovector (de mddulo 1) asociado al mayor autovalor!

fme
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Método QUEST

Si bien el método q de Davenport reduce el problema a uno
de autovalores y autovectores, este problema algebraico puede
ser problematico en un computador a bordo de un satélite.

En 1978 se desarrollé el método QUEST (QUaternion
ESTimator) que evita este célculo.

El problema de encontrar Kq = Aq se puede escribir:

o ZT do | _ |
7 S—old || g i

Es decir, dos ecuaciones:
oqo+Z"G=2Aqo, qZ+SG—0G=Ag
Recordando el vector de Gibbs g = q%, la 22 ecuacién queda:
Z+[S—(c+Ng=0

Luego & = [(o + A)I — S]™* Z (pero no conocemos A, el
méximo autovalor)
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Método QUEST

m Una primera forma de resolver el problema es suponer A =~ 1

(si las medidas son exactas este es el valor que se obtiene). En
tal caso: g = [(1+0)[—S]'Z

m Si esto no es una buena aproximacién, se puede encontrar una

expresion explicita para el autovalor maximo, resolviendo la
ecuacion caracteristica de la matriz K. Se obtiene:

M—(a+b)X —cA+(ab+co—d)=0

m Donde los coeficientes son:

a = o—"Tr[adj(9)],
b = oc-2"Z
c = det[S]+ 275z,
d = 7Z75% E
11/53
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Determinacién geométrica de la actitud
m En algunos casos sélo interesa determinar la orientacién
(inercial) de una direccién del vehiculo (por ejemplo, donde se
ubica un instrumento o una antena, o el eje de giro).
m En tal caso seria suficiente tener dos sensores que nos
permitan estimar el dngulo entre la direccién de interés y
astros de referencia (por ejemplo, el sol o la Tierra).
Graficamente, se puede representar considerando la “esfera
celeste” en torno al vehiculo, encontrando el lugar geométrico
de las posibles orientaciones de la direccién.
celestial sphere
locus of possible attitude °
u
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Determinacién geométrica de la actitud

m Con dos cuerpos, existird una ambigiiedad que usualmente
puede ser resuelta si se conocia aproximadamente la actitud
anterior.

osSible solutions

fme
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Determinacién geométrica de la actitud

m Si bien el problema se puede resolver geométricamente, es
sencillo plantear su resolucién analitica usando la
trigonometria esférica (distancias ortodrémicas).

m Sea ARy, 61 y AR», 62 las ascensiones rectas y declinaciones
de los dos cuerpos de referencia, y 8y n los angulos formados
con cada uno de ellos. Si AR y 4 es la ascensidn recta y
declinacién hacia la que apunta la direccién de medida, se
tiene que:

cosf8 = sendsendy + cosdcosdycos(AR — ARy)
cosn = sendsendy + cosdcosdy cos(AR — ARp)

m Se trata de dos ecuaciones con dos incdgnitas. Resolviendo §
y AR se resuelve el problema.
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Determinacién geométrica de la actitud

m En la practica existirdn errores en ambas medidas, por lo que
existird una regién de posibles direcciones:

N
€error on error on M

ossible axis orientation

m Cuanto “menos ortogonal” sea la interseccidn entre las dos
circunferencias esféricas, mayor es la regién de incertidumbre.
Esto depende de la situaciéon geométrica y no tanto de la
precisidon de los sensores.

m Por tanto, es importante elegir cuidadosamente las direcciones
de referencia, de acuerdo a la geometria.

o
u
—
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Ejemplo 1-D: propagacién del error de un giréscopo

m Cuando uno tiene medidas de giréscopos, es necesario integrar
las ecuaciones diferenciales cinemdticas.

m Para entender el filtro de Kalman a nivel conceptual, vamos a
ejemplificarlo en el caso mas sencillo: un tnico grado de
libertad de giro. Por tanto hay un sélo dngulo 6, cuya
ecuacién diferencial cinematica es

0=w
m Un giréscopo proporcionard una medida de w que denotamos

por w. En realidad no serd exactamente w, sino que
estard contaminado por un cierto ruido blanco v:

w=w+v

m Si intentamos estimar 6 (denotamos a la estimacién )
directamente de &, tendremos:

0=w

fme
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Ejemplo 1-D: propagacién del error de un giréscopo Filtro de Kalman

m Con la anterior forma que el error seria maximo justo antes de
) una medida, obteniendo P = R + Q(tx+1 — tx) en dicho
0=w—-0=v instante.

m El problema es que se ha despreciado la estimacién que daba
la ecuacién diferencial, cuando entre tx y tx41 no ha dado
tiempo a que se el error crezca demasiado. La idea del filtro
de Kalman es combinar la estimacién de la ecuacién
diferencial justo antes de la medida externa, con la medida

m=0— m=0360y =0, externa, de forma que la covarianza del error sea minima.

m A la estimacién justo antes de la medida se le llama
estimacién a priori HA;.

m La estimacién después de la medida (estimacién a posteriori),

m Por tanto, aunque la media del error permanece fija en cero, se denota élj y se calcula como:
la varianza del error crece linealmente con el tiempo y o _ - L K(émed B é‘)
eventualmente se dispara, siendo por tanto este estimador . k =™ 7k k k .
inttil a medio plazo. LR donde K es la ganancia de Kalman y el paréntesis es la LR

17/53 diferencia entre la estimacién que se tenia y la medida externa. 19/53

m El error de estimacién 66 = 6 — 8 serd el siguiente:

m Suponiendo v ruido blanco (unidimensional) de varianza Q y
06(0) ~ N(0, Py), encontramos (usando la teoria de procesos
expuesta en las primeras transparencias) que el error es un
proceso estocastico gaussiano, 46 =~ N(m, P), donde:

P=02—P="P+Qt
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Medida externa Filtro de Kalman
m Supongamos que se tiene una medida externa adicional del m K se calcula para minimizar la covarianza del error a
angulo. Suponemos que cada ciertos instantes discretos t = tx posteriori.

se realiza una medida del dngulo é(tk), que llamamos é,’("e"
con algtin otro dispositivo (que también tendrd un cierto error
asociado, de forma que 0, = é;("e" + €, donde € es ruido
blanco, de varianza R.

m Como el tiempo entre medidas puede ser grande, no es buena

La covarianza a priori serd P, .
A posteriori, calculando la covarianza de la ecuacién de 9::
+ _ 2p— 2
P, =(1-K)*P, +K°R

m Derivando con respecto a K e igualando a cero:

) o A B p-
idea decir O(t) = 0" para t € [tk, tyt1)- 0=—-2(1-K)P, +2KR, luego K = =i g
m Otra idea es resetear el estimador de las anteriores . . .
. ) . m Por tanto la covarianza a posterior serd, sustituyendo K:
transparencias cuando se llega a t = ti, es decir, combinar las PR
medidas de a siguiente forma: Pl =———
=0, 0(t)=0r tet trr), o . Py +R -
m Por tanto cada nueva medida externa se reinicia la condicién m Se ve facilmente que P," es menor que R'y menor que Py
inicial de la ecuacidn diferencial y se vuelve a integrar. (recordar que ambas son positivas): por tanto se ha
m Es ficil ver que el error obtenido de esta forma seria conseguido mejorar tanto la estimacién anterior como la que
. @ 7’ . 4
80 ~ N(m,P), con m=0y P = Q, para t € [tk, ty+1), con & se tenia de la medidal LR

P(tx) = R, luego P = R + Q(t — tx). 18/53 20/53
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Filtro de Kalman

m Resumiendo el algoritmo:
m Para t € [tk, tk+1), se integra usando la medida de los
giréscopos, partiendo de la lltima estimacion a posteriori:

=0, 0(t) =0/,
m También se propaga la covarianza del error:
P=Q, P(t)=P/,

m Al llegar a t = tx11, se obtiene de estas ecuaciones
QAI:H = 0(tkt1) y P,y 1, ¥ Se obtiene una medida externa
OZ’f‘f. Aplicamos el filtro de Kalman:

i+  _ ph— pmed n—
01 =0rr + KO — 0440);

P . PR
donde K = ——*L_ y también obtenemos P\, | = K-
Pk+1+R + Pk+1+R
m Repetimos y volvemos a integrar las ecuaciones diferenciales M
hasta la nueva medida en t = ty». 21/53
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Filtro de Kalman: casos extremos

m Si la medida del giréscopo es muy mala, es decir, @ es muy
grande, entonces P, — oo, y se puede ver que Pk+ — R,

K — 1, y por tanto 9k+ = 0 (es decir se coge la medida del
sensor externo despreciando el resultado de integrar la
ecuacién diferencial).

m Si la medida del sensor externo es muy mala, es decir, R es
muy grande, entonces se puede ver que P,j' - P, K—=0,y
por tanto 9? = 0, (es decir se coge la estimacién resultado
de integrar la ecuacién diferencial despreciando la medida del
sensor externo ).

m Siresulta que P, = R, es decir, la estimacién a priori tiene el

mismo error que es sensor externo, entonces se puede ver que

Pl =R/2, K —1/2,y por tanto 0, = 0”29; (es decir se

toma la media entre la estimacion resultado de integrar la

ecuacién diferencial y la medida del sensor externo ). LR
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Filtro de Kalman: otras consideraciones

m Se ha simplificado considerablemente el Filtro de Kalman al
considerar un caso 1-D que es lineal. El caso N-D es similar
pero mas complejo ya que implica diversos productos e
inversiones matriciales. No obstante conceptualmente es lo
mismo: se integra la ecuacién diferencial con los giréscopos y
al obtener una medida externa se aplica el algoritmo de
Kalman para ponderar entre la estimacidn a priori y la medida.

m Para aplicar el filtro de Kalman es suficiente una medida, pero
cuantas mas se tenga, mejor sera el resultado.

m Si el sistema es no lineal hay que empezar por linealizarlo; el
filtro resultante se denomina Filtro Extendido de Kalman.
Para estimacion de actitud esto es necesario ya que las
ecuaciones diferenciales cinemdticas son siempre no-lineales.

m Para aeronaves y misiles se usa filtrado de Kalman para
integrar las medidas de la IMU (girdscopos y acelerémetros)
con medidas externas (GPS, antenas, magnetémetros) y
asi obtener no sélo la actitud sino también la posicién.
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Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

m Vamos a desarrollar ahora el algoritmo del Filtro de Kalman
en 3D para el siguiente caso:

Se tienen giréscopos en los 3 ejes, de forma que se tiene una
estimacién de la velocidad angular QE/N, que contendrd error,
de forma que LDE/N = @E/N + 7, donde # es ruido blanco de
covarianza Q. Estas medidas se suponen continuas.

Cada cierto tiempo se obtienen medidas de n direcciones en
ejes cuerpo AViB, de forma que vZ = CEVN y vB = \A7,-B + € para
i=1,...,n. € es ruido blanco de covarianza R;.

m Se podrian realizar estimaciones con los giréscopos o con las
medidas por separado. Con las medidas ya lo hemos visto
(algoritmo Q) pero sélo se podria hacer si hubiera dos o mds
medidas tomadas a la vez.

m Con los girdscopos, la estimacién seria § = %q* qz-

24

fme
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Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

. A1 oz . .y
m Si uno usa § =394 icudl es el error de estimacién
sabiendo que & estd corrompida con ruido blanco de
covarianza Q7

m No podemos aplicar la teoria general porque la ecuacién es

no-lineal!

m Recordamos los conceptos de cuaternién linealizado y
ecuacién cinemdtica linealizada: g = g+ dq, con

5q(3) = ——— { %}7 EPOE PG S S )
VA+a)zLe

m Por tanto con el cuaternién de error podemos estimar cuanto
error se estd cometiendo, estudiando su covarianza P, la cual
evolucionara de acuerdo con la teoria que hemos planteado

antes: ) R R
P=-G"P+Ps*+Q, P(0)=P,
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Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

m Esta covarianza crece sin limite, lo cudl sélo podemos
remediarlo tomando medidas. Si en un cierto instante
tomamos n medidas, jcdmo actualizamos el cuaternidn
estimado g7

m Una posibilidad seria descartar totalmente lo obtenido con los
giréscopos, de forma que se resetea la estimacién a un nuevo
valor (sélo posible si se tienen dos o mas medidas), usando el

algoritmo Q. En tal caso la nueva covarianza seria la
estudiada con el algoritmo Q.

m Una mejor idea seria aprovechar la estimacién que ya teniamos
y combinarlas de acuerdo al filtro de Kalman. Para ello hay

que linealizar el proceso de medida. Del tema anterior,

78 = q% % gyn % q, luego tenemos que gunv = gx qys * g7 Y

vB = VB + €. Introduciendo el cuaternién de error:

= gx0gxqs*x0q x 4" =~ g 1 * 0 * L
vN = qXx0qxqysx0q *q =~ (g 3/2 ‘—/}B _—»/2

Estimacién estatica: TRIAD y el problema de Wahba

Estimacidn estatica: TRIAD y el problema de Wahba
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Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

-

m Desarrollando a primer orden en a:

~ ox -v8 .32 N 1 e
W F TR 9B LG x B —52 |77
R —vP . 3/2+3/2- (VB +3/2 x F) o
q* B = /ov= B, = -B B, = B = *q
(V7 -3/2)3/2+ V7 +3/2x V7 — (V7 +3/2x V) x 3/2
q

14
<

0 x
*[ (VB - 3/2)3/2+ VB +3 x VB +3/2 x (/2 x ) }*q
dl

0 I

T ] *q

m Llamamos Z; a la discrepancia entre lo medido y lo esperado,
es decir, 7 = vB — CBVNN. Expresdndolo con cuaterniones,
serd la parte vectorial de:

*§" x g~ + 0
B 43 7P " xg~ —qg (35)%3

e — 8 xan g o~ ‘7(75‘3*?]**?1*[
m Por tanto tendremos n medidas del error de la forma

Z = H;3— &, donde H; = (vB)*. (NOTA: se tomaran sélo

dos filas para evitar problemas de invertibilidad). La

covarianza de esta medida serd R;.
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Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

m Llamemos al instante antes de la medida con el superindice —
y el posterior con +. De la integracién teniamos por un lado
G~ con error a~ cuya media es E[37] = 0 y covarianza P~.

m Con las medidas, supuestas independientes, formamos
7 Hy Ry

F=1| |, H= | R=
7 Ha R
m Usando las medidas, escribimos 3 = 3~ + K(Z — H3™), pero
puesto que en media 3~ = 0, simplemente tendremos:
3t = KZ, donde K es la ganancia de Kalman.
m La ganancia de Kalman (6ptima) se calcula como
K =P~ HT(HP~HT 4+ R)™!. La covarianza se actualiza
también como Pt = P~ — KHP~.
1

m Con 3" corregimos §:47 =4~ x6g=§ * { 3+ ] —L

3t | arlEtIP

m Este procedimiento se itera, integrando con los giréscopos y
actualizando cada vez que hay medidas.
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Estimacicnldellajactitydaleofitos Estimacién estatica: TRIAD y el problema de Wahba

Estimacién dindmica: Filtro de Kalman

Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

m Resumiendo el algoritmo. Datos iniciales: go, Py, Q, R;. En

todo momento se tienen medidas de la velocidad angular .

Ocasionalmente se tienen medidas Z;.
Comenzar integrando las ecuaciones hasta que haya una
medida, de forma que se estiman gy P:

. 1
a = Jaxay q(0) = qo,

P = G P+P3*+Q, P0O)=Py

Cuando en el instante t llegan una o mds medidas,
llamar §~ = §(tx) y P~ = P(tx). Calcular Z, H, R.
Calcular K = P~HT(HP~HT + R)~!. Calcular
3t = KZ. Actualizar G =4 x8g=4" * [ ; } . Pt =P — KHP™.

Continuar integrando las ecuaciones a partir de las
estimaciones actualizadas hasta que haya mas medidas:

X 1 +
@ = Saxaz a(tk) =q ",

P o= —SXP+PEY1Q, Pty)=P" H

B Cuando haya nuevas medidas, iterar a partir de 2.

Estimaciondellalactiit Claleoritios Estimacidn estatica: TRIAD y el problema de Wahba

Estimacién dindmica: Filtro de Kalman

Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

m Consideraciones adicionales:
m Conviene renormalizar los cuaterniones estimados §(t) si el
mddulo se alejara de la unidad.
m Igualmente, la matriz de covarianzas P(t) debe ser simétrica
en todo momento. Se puede "simetrizar” forzando
P =1/2(P+ PT), o se puede simplemente calcular sélo la
"mitad” de la matriz e imponer que la otra mitad es la
traspuesta.
m La ganancia de Kalman es éptima, pero estd calculada para el
problema linealizado. Si la estimacién no esta suficientemente
cerca de la realidad, el filtro puede diverger.
m Se pueden (y se deben) incluir los sesgos (bias) de los
giréscopos en el estimador.
m En la préctica es dificil conocer bien las matrices Q y R.
m Existen muchos otros algoritmos de filtrado, con sus ventajas
e inconvenientes. El MEKF tiene la ventaja de ser sencillo en
su uso y flexible a cualquier nimero de medidas, pero no es u
necesariamente el mas preciso. 30/53

Estimacién de la actitud: Sensores

Sensores

m Existen tres tipos fundamentales de sensores, de acuerdo al
fenémeno fisico en el que se basan:

[ Opticos: detectan la direccion relativa de un cuerpo planetario
o estelar.

m Mecénicos: miden la velocidad angular del vehiculo respecto a
un sistema de referencia inercial.

m Magnéticos: sélo se pueden usar en la proximidad (LEO) de
planetas con un campo magnético de intensidad suficiente
(p-€j. la Tierra).

m Aunque no es técnicamente sencillo, estd demostrado que es
posible usar el sistema GPS para altitudes desde LEO hasta
GEO. Su uso se basa en usar varias antenas receptoras,
deduciéndose la actitud de la diferencia en la sefial recibida en
ambas.

m Tipicamente se mezclan varios tipos de sensores con varios
anchos de banda y se obtiene la actitud de las medidas

L
. . . . | |
mediante un Filtro de Kalman o similar. -
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Estimacién de la actitud: Sensores
Sensores
m Precisién de algunos sensores:
Table 9.3 Potential accuracies of reference sensors
Reference object Potential accuracy
Stars 1 arc second
Sun 1 arc minute
Earth (horizon) 6 arc minutes
RF beacon 1 arc mi.nule
Magnetometer 30 arc minutes
Narstar Global Positioning System (GPS) 6 arc minutes
o
R



Estimacién de la actitud: Sensores Estimacién de la actitud: Sensores

Sensores Opticos Sensores de radiacién solar
L . L N
= Qn sensor op't|co trata de deducir la direccién (respecto' al ' ap?rggf’f;'hr
sistema de ejes en el que se encuentra montado, es decir, ejes suniight to anter
cuerpo) de un cuerpo planetario o estelar de referencia.
m Tipicamente estos cuerpos seran el Sol, la Tierra o una
estrella.
m Si bien en general determinan una direccién (es decir dos
angulos), en algunos casos de sensores mas sencillo se
encuentra un Unico dngulo.

m Un sdlido rigido tiene tres grados de libertad en su actitud, y

puesto que tipicamente se obtendran bastantes medidas, el m Un sensor es capaz de determinar un dngulo relativo, para

problema de la estimacién estard sobre-determinado. Para calcular los dos dngulos de una direccién es necesario usar una

resolverlo se emplean métodos estadisticos y/o filtros de configuracién con dos sensores perpendiculares.

e§t|/maC|on (p-ej. el Filtro de Kalman, si también se usan m La precisién mixima es igual al didmetro angular del sol (0.5

giréscopos). & grados en LEO). =
33/53 35/53

Estimacién de la actitud: Sensores Estimacién de la actitud: Sensores
Sensores de radiacién solar Sensores digitales de aspecto solar

To sun

m Sensores digitales de aspecto solar
(DSADs): son similares a los sensores de
radiacién solar, pero mejoran su precision.

m Sensores de radiacién solar:
determinan la direccién en la que
se encuentra el Sol.

m Usan una celda de sensores fotoeléctricos
mas sensibles, capaces de determinar
ademds del angulo, la intensidad de la
radiacién incidente.

m Consisten en una “camara oscura”,
fija al vehiculo, y provista de una
pequena ranura de entrada con una

reticula de detectores fotoeléctricos
al fondo de la camara. m Una vez conocida la direccién y dngulo de maxima intensidad,

se puede calcular la direccién en la que se encuentra el
centroide del Sol, con gran precisién.

m Seglin los detectores de la reticula

que se activen, se puede calcular el
dngulo de incidencia. m Se obtiene una precisiéon de segundos de arco.

fme
fme
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Estimacién de la actitud: Sensores

Sensores de horizonte terrestre

m Sensores de horizonte terrestre:
determinan la direccién en la que se
encuentra la Tierra.

INSTANTANEOUS
OPTICAL - AXIS

POSITION HORIZON SENSOR HEAD

IR HORIZON OF EARTH

m Se basan en que la Tierra refleja la
radiacién solar en el espectro infrarrojo.

SCAN PATTERN
m Su precisién esta limitada en parte por la
o imprecisién de la linea de horizonte.

m Existen dos tipos de sensores de horizonte terrestre:
m Estdticos: detectan el “dibujo” del horizonte terrestre.
m De barrido: en continua rotacién, encuentran cuando empieza
y cuando acaba el horizonte.

fme
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Estimacién de la actitud: Sensores

Sensores de horizonte terrestre

Spacecraft

Instantaneous =
field of view

Infrared
sensing
element

IR Horizon

m Sensor de tipo estético. = Sensor de tipo barrido.

m Complejo en drbitas

PR m Se calcula el ancho del horizonte en base
excéntricas.

a cuando aparece y desaparece la sefial.
m Su precisidn va de 0.1 grados

(LEO) 2 0.01 grados (GEO). m Precisién variable (minutos de arco o

menos).

fme

Estimacién de la actitud: Sensores

Sensores de estrellas

m Sensores de estrellas: determinan la direccidn
en base a las estrellas. Los mas precisos.

m Los star trackers o rastreadores encuentran
una estrella concreta, que siguen.

m Las star cameras buscan grupos de estrellas,
cuyas posiciones son comparadas con mapas
estelares para determinar la actitud.

m Puesto que la intensidad de radiacién
emitida por una estrella suele ser baja,
requieren dispositivos muy sensibles o bien
amplificadores.

m No son dtiles en vehiculos estabilizados por
rotacién, puesto que a velocidades °

. . u
angulares grandes dejan de ser efectivos. —
39/53

Estimacién de la actitud: Sensores

Sensores mecanicos: giréscopos

m Girdscopos: Tipicamente en configuracidn
“strap-down” (fijos a los ejes cuerpo), los
giréscopos miden la velocidad angular en un
eje.

m Tres girdscopos en ejes perpendiculares
podran calcular todas las componentes de la
velocidad angular.

m El principal problema de los girdscopos es que, aunque son
capaces de realizar medidas de gran precisién (desde 1 grado
por hora hasta 10 segundos de arco por hora), no
proporcionan una medida angular, sino de velocidad angular.

m Dicha medida debe ser integrada en el tiempo (usando las
ecuaciones diferenciales cinemdticas) para obtener la actitud. °



Estimacién de la actitud: Sensores Procesos estocasticos. Ruido blanco. Propagacién
Apéndice: Recordatorio de estadistica

Sensores mecanicos: girdscopos Descripcién estadistica del error
m Inevitablemente pequefios errores se acumularan y provocaran m Consideremos por ejemplo el caso del error de medida de un
un error de deriva en la medida. giréscopo: & = & + 84, donde 6@ son errores de medida y &
m Por ese motivo, los sensores giroscdpicos siempre se usan en la medida obtenida.
combinacion con otros sensores. m Una componente de &, por ejemplo dwi, puede tener el
m No obstante son muy deseables por su elevado ancho de siguiente aspecto:

banda (bajo en el resto de los sensores).

m Giréscopos no mecdnicos: en la actualidad se usan giréscopos
pticos (basados en principios de interferometria: RLG/FOG) me
y piezoélectricos (basados en sistemas electromecdanicos

MEMS, de bajo coste/precisién). m Es imposible conocer el valor con exactitud.

s w m Se observa que cambia con el tiempo.

m Por tanto, se representan sus propiedades usando la
estadistica.

m La teoria de procesos estocasticos nos permitird analizar como

L} el ruido de los sensores se propaga como error de estimacion.
41 /53
Estimacién de la actitud: Sensores Procesos estocasticos. Ruido blanco. Propagacién.
Apéndice: Recordatorio de estadistica
Sensores magnéticos (magnetémetros) Variables aleatorias continuas unidimensionales
Low Power m Satélite @rsted, medidas precisas m Sea una variable aleatoria X € R continua.
Fadormance del campo magnético terrestre. m Recordemos que la funcién de distribucién F(x) es la
ibkded = “Boom” (mastil) de 8 metros para probabilidad de que X < x, que se escribe como
minimizar las interferencias del F(x) = P(X < x).
propio satélite en el magnetometro. m La funcién de distribucién se caIcuIa mediante la funcién de

densidad f(x): F(x) = [*__ f(y)dy.
m Se define el operador esperanza matemdtica actuando sobre la
funcién g(x) como E[g(X)] = [7_g(y)f(y)dy. Se trata de

un operador lineal, de forma que

Ela1g1(X) + c2ga(X)] = a1 E[g1(X)] + a2 Ega(X)]. Los dos
Casos Importantes son:

® Media: m(X) = E[X] = [ yf(y)dy

m Varianza: V(X) = E[(X — m(X))?] = E[X?] — (E[X])?.

m Desviacién tipica o, la raiz cuadrada de la varianza,

- o =+/V(X).

m Un magnetémetro mide el vector
campo magnético en el sistema de
referencia ejes cuerpos.

m Se compara con el campo
magnético tedrico en los ejes fijos
de la Tierra, para hallar la actitud.

m No muy precisos por la

irregularidad del campo magnético
terrestre.
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Procesos estocasticos. Ruido blanco. Propagacién
Apéndice: Recordatorio de estadistica

Distribucién normal o gaussiana |

Es la distribucién mas usada en estadistica. Se escribe
X ~ N(m,c?) y su funcién de densidad es

—m)2
f(x) = ﬁExp (—(X%’Z) )
Intervalos de confianza: si X ~ N(m, o?):
m Intervalo 1-0: P(X € [m — 0, m + 0]) = 68,3 %.

m Intervalo 2-0: P(X € [m — 20, m + 20]) = 95,45 %.
m Intervalo 3-0: P(X € [m — 30, m + 30]) = 99,74 %.
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Procesos estocasticos. Ruido blanco. Propagacion.
Apéndice: Recordatorio de estadistica

Distribuciéon normal o gaussiana Il

El teorema central del limite dice que la suma de variables
aleatorias (con cualquier tipo de distribucién) tiende en media
a la normal. Puesto que los errores a gran escala provienen de
la suma y acumulacién de muchos errores a pequeia escala,
esto justifica el uso de la normal como modelo para errores.

Una propiedad importante de la normal es que la suma de
normales es de nuevo normal, es decir, si X ~ N(my,02) e

Y ~ N(my,a}z,) y son independientes, entonces si Z = X + Y
se tiene que Z ~ N(my + my, 02 + 05).

Por tanto 0, = /02 + 0}2,, es decir, la desviacién tipica de la

suma de errores es la raiz cuadrada de la suma de los
cuadrados de las desviaciones tipicas de los errores.

Esta regla, conocida como Root-Sum-of-Squares (RSS) es
muy importante. -
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Procesos estocasticos. Ruido blanco. Propagacién
Apéndice: Recordatorio de estadistica

Variables aleatorias continuas multidimensionales

m Sea una variable aleatoria X € R" continua multidimensional.

m Cada componente de X sigue una distribucién unidimensional.

m Como en el caso unidimensional, se define una funcién de
distribucién conjunta, que se calcula mediante la funcién de
densidad f(X).

= Igualmente E[g(X)] = [p. &(¥)f(¥)dy. Los dos casos
importantes son: .

m Media: m(X) = E[X] = [, yf(¥)dy.

m Covarianza: Cov(X) = E[(X — m(X))(X — m(X))T] = £. Es
una matriz simétrica y definida positiva. Los valores de la _
diagonal representan la varianza de cada componente de X, y
los otros valores la correlacién entre dos componentes de X.
Se tiene ¥ = E[(XXT] — m(X)m(X)T.

m Por ejemplo, para n = 3 y escribiendo X = [X,Y,Z]:

ok E[(X — m)(Y —my)]  E[(X — m)(Z — m,)]
T=| E[X —m)(Y - my)] o2 E[(Y — my)(Z — m)]
E[(X = m)(Z = mz)]  E[(Y = my)(Z — my)] o2

Procesos estocasticos. Ruido blanco. Propagacién.
Apéndice: Recordatorio de estadistica

Distribucién normal multivariante |

m Se escribe X ~ N,(m, ) y su funcién de densidad es
f(X) = WExp (—3(x—m)T= (% —m)).

m Los intervalos de confianza son ahora regiones de R”,
definidos por P(X € Q) = Py,

m La forma de estas regiones de confianza es de elipsoides,
descritos por la ecuacién (¥ — m) "X ~1(% — m) = d?, donde d
depende de Pqg. Cuanto mayores sean los valores de los
autovalores de ¥, mayor serd el elipsoide. Las direcciones de
los ejes del elipsoide vendran dados por los autovectores de ..

47

48

fme

53

fme



Procesos estocasticos. Ruido blanco. Propagacién
Apéndice: Recordatorio de estadistica

Distribucién normal multivariante |l

m Tomando un ejemplo aerondutico cldsico en navegacion aérea,

si por ejemplo describimos el error en posiciéon de un avién en
ejes cuerpo, 6P = [6x oy 5z]T, como una normal
multivariante con n = 3, de media cero (centrada en el avién)
y con matriz de covarianzas:

o2 0 0

¥ = a2 0
4 2

0 0 oy

Entonces podemos asimilar el movimiento del avién al
movimiento del elipsoide, que representa una regién de
incertidumbre donde se puede encontrar el avién con gran
probabilidad.

Se verifica que si X ~ Nn(mﬁ,Zx) e Y ~ Ny(m,,X,)y son

o

— —

independientes, entonces si Z = X + Y resulta
Z ~ Np(me+my, 2 +5)).
Igualmente AX + b donde A y b son no-aleatorios verifica que

Procesos estocasticos. Ruido blanco. Propagacién.
Apéndice: Recordatorio de estadistica

Ruido blanco.

Ruido blanco: Se define como ruido blanco un proceso 7/(t)
que verifica:

m E[7(t)] =0.

m E[7(t)7(t)T] = o?1d.

m R(t,7) = E[#(t)7(7)T] = §(t — 7)o1d, donde J(x) vale 1 si

x =0y 0 en cualquier otro caso.

La dltima condicién quiere decir que el valor del ruido blanco
en un instante es independiente de su valor en cualquier
instante anterior.
Ruido blanco gaussiano: Es un proceso que cumple las
condiciones anteriores, y ademds es gaussiano.
Un buen modelo para las fuentes de error de sensores es
56"(5) = b+ D, donde 7 es ruido blanco gaussiano. El valor
de b serd la media del error (sesgo, llamado bias en inglés).

AX + b ~ N,(Afy + b, AL, AT). = LR
49 /53 51/53
Procesos estocasticos. Ruido blanco. Propagacién. Procesos estocasticos. Ruido blanco. Propagacién.
Apéndice: Recordatorio de estadistica Apéndice: Recordatorio de estadistica
Procesos estocdsticos. Propagacién del error. Caso continuo.

- . - . m Consideremos una ecuacidn diferencial del tipo
m Un proceso estocdstico o variable estocastica no es sino una P

variable aleatoria X(t) que cambia con el tiempo. Los errores
de navegacion serdn este tipo de variables.

Por tanto la media y la covarianza también varian con el
tiempo: m(t), X(t).

Para un proceso, se define la autocorrelacion como

R(t,7) = E[X(t)X(7)]. La autocorrelacién permite conocer
hasta que punto la historia pasada de X influye en su valor
actual.

Proceso gaussiano: Un proceso gaussiano verifica

X(t) ~ Na(m(t), £(t)), es decir, se distribuye como una
normal multivariante cuya media y covarianza varian con el
tiempo.
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X = A% + Db,

donde b es ruido blanco gaussiano de covarianza ¢2Id, y la
condicidn inicial es también gaussiana, es decir,

Xo ~ Np(mo(t), Po(t)). Entonces se tiene que X es un proceso
gaussiano, X ~ N,(m(t), P(t)), con media y covarianza
evolucionando de la siguiente forma:

m o= Am,

P = AP+ PAT +42DDT,
m(0) = o,
P(0) = Po
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Procesos estocasticos. Ruido blanco. Propagacién.
Apéndice: Recordatorio de estadistica

Propagacion del error. Caso discreto.

m Consideremos una ecuacion discreta del tipo
Xk41 = AX + Dby,

donde Bk es ruido blanco gaussiano de covarianza ¢?Id, vy la
condicidn inicial es también gaussiana, es decir,

Xo ~ Np(mo(t), Po(t)). Entonces se tiene que X es un
proceso gaussiano, Xx ~ N,(mk(t), Pk(t)), con media y
covarianza evolucionando de la siguiente forma:

M1 = Amy,
Piy1 = APAT +02DDT,
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