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Estimacion de |la actitud

m La estimacidon/determinacién de actitud require del uso de
modelos cinematicos, sensores de actitud y algoritmos

apropiados a los sensores disponibles.
m La mayor parte de los sensores de actitud se pueden clasificar,
a grandes rasgos, en dos tipos:

m Sensores que determinan un vector v en los ejes cuerpo, es
decir, V2 (en realidad lo determinan en los “ejes sensor”, pero
la transformacidn a ejes cuerpo es conocida). Ademas dicho
vector se supone conocido en los ejes de referencia (inerciales
u 6rbita), es decir, vN es conocido. Es necesario tener dos o
mas medidas simultaneas para poder resolver el problema sélo
con este tipo de sensores.

m Sensores que miden la velocidad angular «® con respecto al
sistema de referencia inercial. Se recupera la actitud usando
esta medida para integrar las ecuaciones diferenciales
cinematicas, pero los errores se acumulan generando una cierta
deriva: es necesario complementar con alguna medida del tipo -
anterior. _
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Estimacion a partir de observaciones

En primer lugar consideramos el caso de que tenemos n (2 o
mas) sensores que determinan un vector v;, i = 1,...,n, en
los ejes cuerpo, es decir, \7,-B, que es conocido en los ejes de
referencia (inerciales u érbita), es decir, \7,-’\’ es conocido.
Puesto que sélo importan las direcciones de los vectores, los

consideramos unitarios.

Por tanto tenemos n ecuaciones de la forma v CB_’N y
tenemos que “despejar’ la matriz C,\E,g.

Para simplificar notacién escribamos VT/, \7,5, \7, —

A= CB Por tanto tenemos n ecuaciones ﬁ, A\7, y es

necesario resolver A.

m En general estos vectores pueden contener errores.

m En el caso de tener 2 vectores, se puede usar un método

sencillo [lamado método TRIAD. También veremos métodos
mas generales que sirve para n > 2. LR
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Método TRIAD

m Partimos de las dos ecuaciones VT/l — A\71 y \/T/g — A\72

m Definamos los siguientes vectores: i = Vi, i = 222y
‘V1><V2‘
’y = 1XE Gimilarmente: § = Wy, § = 2axe
|V1xP| | Wy x W
53 = % Esta claro que se cumplira, por construccidn:
1XS2

§1 — AFl, §2 — AF2, Yy §3 — AF3.

m Construimos ahora las matrices M,er = [ 1> 3] y
Mops = [51 S> 53]. Se cumple Myps = AM,er. Ademas las
columnas de la matriz M,of son, por construccién,
ortornormales, luego M,.r es invertible y ademas ortogonal.

Por tanto: A= My, .M T

ref
m Obsérvese que el método no es simétrico, sino que da mas

“peso’ a la medida niumero 1. Por tanto habra que usar como
primera medida la mds “fiable”. En la practica no se
obtendra la matriz exacta por los errores en los sensores.
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Problema de Wahba

m Ahora tenemos n medidas cumpliendo \/T/, — A\7,-. Planteamos
el problema como un problema de minimos cuadrados.

m Formulamos la funcién L(A) = 337, ai|W; — AV;|2, donde
a; son los pesos que se le da a cada medida (cumpliendo
Y. ;ai =1)y planteamos el objetivo matematico de
encontrar A (ortogonal) tal que L(A) sea minimo. En la
literatura esto se conoce como el " Problema de Wahba”.

m Puesto que, operando:

—

Wi — AVi[2 = (W; = AV)T(W; - AV)) = 2 - 2W,T AV,

tenemos que:

L(A)=1-) aWT AV, =1-g(A),
i=1
donde g(A) = 327, a;W.” AV;. Minimizar L(A) equivale a

maximizar g(A).
5/53
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Método q de Davenport

m Escribiendo A en funcién de g con la ecuacién de
Euler-Rodrigues A = (g3 — G" )1 +2GG" — 2qoG* se llega a

g(A) = Za,WT(qO V+2Za,WT GG Vi— 2Za,WTq “V;
=1 =1

M Desarrollemos cada término para intentar llegar a una forma
bilineal g(q) = q" Kg:
m Empezando por el segundo término:

2Za,WTEi = Za TWiVTg=2G"BGg=qg" (B+B')q

donde B =57, a,-W,-\/,-T.
m El primer término se puede escribir:

> a W (8-3"9)V: = (G—378) > aW Vi = qooqo—d" (o1)§
i=1 i=1

donde o = 37, a;W,TV; = Tx(B). L
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Método q de Davenport

m Finalmente, el dltimo término se puede escribir:

Q|
_l_
Q|
)
S

—2Za,WT G~V —2Za,WTq ch_j—2qoZTc_j goZ"
i=1

=T n ._)T_)X z_ n ._)X —).
donde Z' =) aiW.' V" luegoZ=—-)> " ,a;V"W,.

m Se tiene que (3%b)* = b3T — 3b7, lo que se demuestra
usando la identidad de (@ x b) x ¢. Observemos que

n n n

A —Za;(\zx VT/,)>< = Za;\ZVT/,T—Za;V_%\ZT = BT—B

fme
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Método q de Davenport

m Luego se ha llegado a:

g(q) =q"Kq
donde la matriz K se escribe completamente a partir de
B=>", VT de la siguiente manera:
o = Tr(B),
S = B+B',
7 = B'"-B

siendo K una matriz 4 x 4 igual a:

% zT
K_[E S-O‘Id]

(me
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Método q de Davenport

Por tanto el problema se reduce a encontrar g (cuaternién
valido de actitud, es decir, de norma 1) tal que g(q) = q" Kq
sea maximo.

Problema de maximizacién con restricciones (g7 q = 1).
Usamos multiplicadores de Lagrange, escribiendo:

H=q Kqg—Xqg'q—1)

Tomando derivada respecto a g e igualando a cero:
oH
0 —2g"K-20q" =0 — Kg=M\q,
q

Por tanto A\ debe ser un autovalor de K y g el autovector
asociado (de médulo 1). j Cudl? Sustituyendo en g(q):

T T
g(q)=q Kg=q' A\g= A\
Por tanto, el cuaternién solucién del problema sera el
autovector (de médulo 1) asociado al mayor autovalor!

(me
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Método QUEST

m Si bien el método q de Davenport reduce el problema a uno
de autovalores y autovectores, este problema algebraico puede
ser problematico en un computador a bordo de un satélite.

m En 1978 se desarrollé el método QUEST (QUaternion
ESTimator) que evita este calculo.

m El problema de encontrar Kg = Ag se puede escribir:

o ZT do | _ | 90
7 S—old || @ g

m Es decir, dos ecuaciones:
oqo+2"G=Aqo, GoZ+SG—0G=A§

m Recordando el vector de Gibbs g = qio, la 29 ecuacidon queda:

Z+[S—(c+NI]g=0

m Luego g = [(0 + A)I — S]! Z (pero no conocemos A, el °

maximo autovalor) 1053
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Método QUEST

m Una primera forma de resolver el problema es suponer A =~ 1
(si las medidas son exactas este es el valor que se obtiene). En
tal caso: g =[(1+0)[—S] ' Z

m Si esto no es una buena aproximacion, se puede encontrar una
expresion explicita para el autovalor maximo, resolviendo la
ecuacién caracteristica de la matriz K. Se obtiene:

M —(a+b)N —ch+(ab+co—d)=0

m Donde los coeficientes son:

a = o — Tr[adj(S5)],

b = o-7"Z

c = det[S]+2Z7SZ,

d = Z'5%z =

11/53
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Determinacién geométrica de la actitud

m En algunos casos sdélo interesa determinar la orientacidn
(inercial) de una direccién del vehiculo (por ejemplo, donde se
ubica un instrumento o una antena, o el eje de giro).

m En tal caso seria suficiente tener dos sensores que nos
permitan estimar el angulo entre la direccion de interés y
astros de referencia (por ejemplo, el sol o la Tierra).
Graficamente, se puede representar considerando la “esfera
celeste” en torno al vehiculo, encontrando el lugar geométrico
de las posibles orientaciones de la direccion.

celestial sphere

locus of possible attitude

(me
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Determinacién geométrica de la actitud

m Con dos cuerpos, existird una ambiguedad que usualmente
puede ser resuelta si se conocia aproximadamente la actitud
anterior.

05S1ble solutions

(me
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Determinacién geométrica de la actitud

m Si bien el problema se puede resolver geométricamente, es
sencillo plantear su resolucion analitica usando la
trigonometria esférica (distancias ortodrémicas).

m Sea ARy, 01 vy AR», 0> las ascensiones rectas y declinaciones
de los dos cuerpos de referencia, y 8 y n los dngulos formados
con cada uno de ellos. Si AR y 0 es la ascensién recta y
declinacién hacia la que apunta la direccidon de medida, se
tiene que:

cos = sendsendi + cosd cosd cos(AR — ARy)
cosn = sendsendy + cosd cosdy cos(AR — ARy)

m Se trata de dos ecuaciones con dos incégnitas. Resolviendo ¢
y AR se resuelve el problema.

(me
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Determinacién geométrica de la actitud

m En la practica existiran errores en ambas medidas, por lo que
existira una regién de posibles direcciones:

)

CITor ONn CITor ONn M

ossible axis orientation

m Cuanto “menos ortogonal” sea la interseccidon entre las dos
circunferencias esféricas, mayor es la regién de incertidumbre.
Esto depende de la situacidon geométrica y no tanto de la
precision de los sensores.

m Por tanto, es importante elegir cuidadosamente las direcciones
de referencia, de acuerdo a la geometria.

w
B
T,
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Ejemplo 1-D: propagacion del error de un giréscopo

m Cuando uno tiene medidas de girdscopos, es necesario integrar
las ecuaciones diferenciales cinematicas.

m Para entender el filtro de Kalman a nivel conceptual, vamos a
ejemplificarlo en el caso mas sencillo: un tnico grado de
libertad de giro. Por tanto hay un sélo angulo 6, cuya
ecuacion diferencial cinematica es

0=uw
m Un girdéscopo proporcionard una medida de w que denotamos

por w. En realidad no serd exactamente w, sino que
estard contaminado por un cierto ruido blanco v:

w=w-+r

m Si intentamos estimar 6 (denotamos a la estimacién 0)
directamente de w, tendremos:

0=w

fme
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Ejemplo 1-D: propagacion del error de un giréscopo
m El error de estimacién 50 = 6 — 8 ser3 el siguiente:
H=w—0=v

m Suponiendo v ruido blanco (unidimensional) de varianza Q y
06(0) =~ N(0, Py), encontramos (usando la teoria de procesos
expuesta en las primeras transparencias) que el error es un
proceso estocdstico gaussiano, 66 ~ N(m, P), donde:

m=0— m=900y = 0,

P=02—P=Py+Qt

m Por tanto, aunque la media del error permanece fija en cero,
la varianza del error crece linealmente con el tiempo y
eventualmente se dispara, siendo por tanto este estimador
indtil a medio plazo.

S,
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Medida externa

m Supongamos que se tiene una medida externa adicional del
angulo. Suponemos que cada ciertos instantes discretos t = t;
se realiza una medida del dngulo A(ty), que llamamos @7
con algln otro dispositivo (que también tendrd un cierto error
asociado, de forma que 6 = éZ’ed + €, donde € es ruido
blanco, de varianza R.

m Como el tiempo entre medidas puede ser grande, no es buena
idea decir 0(t) = @Z’ed para t € [tk, txa1).

m Otra idea es resetear el estimador de las anteriores
transparencias cuando se llega a t = ti, es decir, combinar las
medidas de la siguiente forma:

0=0, 0(t) =07 te [t tist),

m Por tanto cada nueva medida externa se reinicia la condicién
inicial de la ecuacién diferencial y se vuelve a integrar.

m Es facil ver que el error obtenido de esta forma seria
60 ~ N(m,P), con m=0y P=Q, para t € [t;, ts1), con =
P(tx) = R, luego P = R + Q(t — tx). 18 /53
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Filtro de Kalman

m Con la anterior forma que el error seria maximo justo antes de
una medida, obteniendo P = R + Q(txr1 — tx) en dicho
Instante.

m El problema es que se ha despreciado la estimacién que daba
la ecuacién diferencial, cuando entre tx y tx11 no ha dado
tiempo a que se el error crezca demasiado. La idea del filtro
de Kalman es combinar la estimacion de la ecuacion
diferencial justo antes de la medida externa, con la medida
externa, de forma que la covarianza del error sea minima.

m A la estimacién justo antes de la medida se le llama
estimacion a priori HA;.

m La estimacidon después de la medida (estimacién a posteriori),
se denota HA,‘f y se calcula como:

n+ _ n— nmed n—

0, =0+ KO —06,)
donde K es la ganancia de Kalman y el paréntesis es Ila Ll
diferencia entre la estimacién que se tenia y la medida externa. 19/53
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Filtro de Kalman

K se calcula para minimizar la covarianza del error a
posterioril.

La covarianza a priori sera P, .
A posteriori, calculando la covarianza de |la ecuacién de «9;5:
+ _ 2 p— 2

Derivando con respecto a K e igualando a cero:

_ P
0=—-2(1—-K)P, +2KR, luego K = Pk_:R'
Por tanto la covarianza a posterior sera, sustituyendo K:
P._R
k
Pl = o
K TR

Se ve facilmente que Pl‘f es menor que Ry menor que P,
(recordar que ambas son positivas): por tanto se ha
conseguido mejorar tanto la estimacién anterior como la que
se tenia de la medida!
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Filtro de Kalman

m Resumiendo el algoritmo:
m Para t € [ty, tkr1), se integra usando la medida de los
girdscopos, partiendo de la dltima estimacién a posteriori:

0=w, 0(t) =0/,
m También se propaga la covarianza del error:
PZQ) P(tk):P/j_v

m Al llegar a t = tx11, se obtiene de estas ecuaciones
ki1 = O(tkr1) y Py q, y se obtiene una medida externa

HAZ’f‘lj Aplicamos el filtro de Kalman:

. " NP
O = 0y + KOS — 0,4),

P ., P_..R
donde K = —2_, y también obtenemos P, , = —*=
Ptk K+l PR
m Repetimos y volvemos a integrar las ecuaciones diferenciales -

hasta la nueva medida en t = ;5. 21 /53
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Filtro de Kalman: casos extremos

m Si la medida del giréscopo es muy mala, es decir,  es muy
grande, entonces P,” — oo, y se puede ver que P;“ — R,
K — 1, y por tanto 6;" = 6 (es decir se coge la medida del
sensor externo despreciando el resultado de integrar la
ecuacién diferencial).

m Si la medida del sensor externo es muy mala, es decir, R es
muy grande, entonces se puede ver que P,j — P, K—=0,Yy
por tanto 0 = . (es decir se coge la estimacién resultado

de integrar la ecuacién diferencial despreciando la medida del
sensor externo ).

m Si resulta que P, = R, es decir, la estimacion a priori tiene el
MisSmMo error que es sensor externo, entonces se puede ver que

Py =R/2, K —1/2, y por tanto 6, = Oty (es decir se

2
toma la media entre la estimacion resultado de integrar la
' . . . v
ecuacion diferencial y la medida del sensor externo ). L
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Filtro de Kalman: otras consideraciones

m Se ha simplificado considerablemente el Filtro de Kalman al
considerar un caso 1-D que es lineal. El caso N-D es similar
pero mas complejo ya que implica diversos productos e
inversiones matriciales. No obstante conceptualmente es lo
mismo: se integra la ecuacidn diferencial con los girdéscopos y
al obtener una medida externa se aplica el algoritmo de
Kalman para ponderar entre la estimacién a priori y la medida.

m Para aplicar el filtro de Kalman es suficiente una medida, pero
cuantas mas se tenga, mejor sera el resultado.

m Si el sistema es no lineal hay que empezar por linealizarlo; el
filtro resultante se denomina Filtro Extendido de Kalman.
Para estimacion de actitud esto es necesario ya que las
ecuaciones diferenciales cinematicas son siempre no-lineales.

m Para aeronaves y misiles se usa filtrado de Kalman para
integrar las medidas de la IMU (giréscopos y acelerémetros)
con medidas externas (GPS, antenas, magnetémetros) y
asi obtener no soélo la actitud sino también la posicion.
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Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

m Vamos a desarrollar ahora el algoritmo del Filtro de Kalman
en 3D para el siguiente caso:

Se tienen girdscopos en los 3 ejes, de forma que se tiene una
estimacion de la velocidad angular wB/N, que contendra error,

de forma que wg/,\, = WB//\/ + v/, donde 7 es ruido blanco de

covarianza (. Estas medidas se suponen continuas.

Cada cierto tlempo se obtienen medldas de n dlreCC|ones en
ejes cuerpo v:°, de forma que v CBvN y v = vB + €; para
i=1,...,n. e, es ruido blanco de covarianza R,.

m Se podrian realizar estimaciones con los giréscopos o con las
medidas por separado. Con las medidas ya lo hemos visto
(algoritmo Q) pero sélo se podria hacer si hubiera dos o mas

medidas tomadas a la vez.

m Con los girdscopos, la estimacidn seria g = %q* qs-

(me
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Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

m Siunousa §= %q* gz, icudl es el error de estimacion
sabiendo que & estd corrompida con ruido blanco de
covarianza Q7

m No podemos aplicar la teoria general porque la ecuacién es
no-lineal!

m Recordamos los conceptos de cuaternidn linealizado y
ecuacién cinematica linealizada: g = g x 0q, con

S 1 2 L LN Ao o
dq(a) = — | = | axUV+axXw=—-w0"3+ V.
Va+aP L e
m Por tanto con el cuaternién de error podemos estimar cuanto
error se estd cometiendo, estudiando su covarianza P, la cual
evolucionard de acuerdo con la teoria que hemos planteado

antes:

P=—G3"P+Pi*+Q, P(0)= P

fme
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Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

m Esta covarianza crece sin limite, lo cudl sélo podemos
remediarlo tomando medidas. Si en un cierto instante
tomamos n medidas, jcomo actualizamos el cuaternidn
estimado §?

m Una posibilidad seria descartar totalmente lo obtenido con los
giréscopos, de forma que se resetea la estimacién a un nuevo
valor (sélo posible si se tienen dos o mas medidas), usando el
algoritmo Q. En tal caso la nueva covarianza seria la

estudiada con el algoritmo Q.

m Una mejor idea seria aprovechar la estimaciéon que ya teniamos
y combinarlas de acuerdo al filtro de Kalman. Para ello hay
que linealizar el proceso de medida. Del tema anterior,

_ * _ *
8 = q *qyn x4, luego tenemos que Qgn = q* qye * q" Y

\7,-3 — \7',-B + €;. Introduciendo el cuaternién de error:

= g*x0qg*qz*x0q *x§" =~ g* L * 0 * L xq* =
Gop = Gr0qxque*0q *q ~q*| 5 VB —3/2 |79 &

26 /53
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Filtro Extendido M

m Desarrollando a primer orden en a:

U
Q
*

q_N

i

U
Q
*

m Llamamos Z; a
es decir, z; =
sera la parte ve

A K A
938 — 4 *qvl_/v*q

| (VP - 3/2)3/24+ VB + 3 x VP +3/2 x (3/2 x VB) ]

—*B
Vi
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ultiplicativo de Kalman (MEKEF)

—

_‘7,_5 ) 5/2 . [ 1 i| . o
vB +3/2x v -2 |79
—vB a/2—|—a/2 ( —|—a/2 x vB) e

(VB . 5/2)3/2 4+ 7 vB +3/2 x vB — (vP +3/2 x vP) x 3/2
0

Ak

* §

0

A K
*
—|—a><vB q9

Ia dlscrepancia entre lo medido y lo esperado,

CB N . Expresandolo con cuaterniones,
ctorial de.

~ a* xa* 0 *aF % ~ + 0
~ qle 9 *4q v +3x VP 9 *49= —4g (vB)x3

m Por tanto tendremos n medidas del error de la forma
— H;3 — €;, donde H, = (\7}B)X. (NOTA: se tomaran sélo

dos filas para evitar problemas de invertibilidad). La
covarianza de esta medida serd R;.

(me
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Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

Llamemos al instante antes de la medida con el superindice —
y el posterior con +. De la integraciéon teniamos por un lado
G~ con error a~ cuya media es E[3| = 0 y covarianza P~.
Con las medidas, supuestas independientes, formamos

7 Hq Rq
Z= : : , R = .
2»n Hn Rn

Usando las medidas, escribimos 37 = 3~ + K(Z — H3™), pero
puesto que en media 3~ = 0, simplemente tendremos:

37 = KZ, donde K es la ganancia de Kalman.

La ganancia de Kalman (éptima) se calcula como

K=P H"(HP~H" + R)™!. La covarianza se actualiza
también como PT = P~ — KHP~.

7H:

1

Con 3T corregimos §:g7 =4~ xdq=§ * 2
| at | VA
Este procedimiento se itera, integrando con los giréscopos y o

actualizando cada vez que hay medidas. —
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Esiimecien ¢ o SEiveR =l Ferimes Estimacién estatica: TRIAD vy el problema de Wahba

Estimacién dinamica: Filtro de Kalman

Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

m Resumiendo el algoritmo. Datos iniciales: §g, Py, Q, R;. En

todo momento se tienen medidas de la velocidad angular w.

Ocasionalmente se tienen medidas Zz;.
Comenzar integrando las ecuaciones hasta que haya una
medida, de forma que se estiman g y P:

1

g = 5 9% 95 q(0) = qo,

P = -G P+PI*+Q, PO =Pr
Cuando en el instante tx llegan una o mas medidas,
llamar ¢~ = G(tx) y P~ = P(tx). Calcular Z, H, R.
Calcular K= P"HT(HP~H" + R)~. Calcular
§+ — KZ. Actualizar G- = x6g=¢§" *{ 2

ot ] PT =P~ — KHP™.
Continuar integrando las ecuaciones a partir de las
estimaciones actualizadas hasta que haya mas medidas:

A 1 +
4 = Sa*ag q(tx) =q ",

P = -3 P+PS*+Q, P(tg)=P" r

Ry

Cuando haya nuevas medidas, iterar a partir de 2. 29/53



Esiimecien ¢ o SEiveR =l Ferimes Estimacién estatica: TRIAD vy el problema de Wahba

Estimacién dinamica: Filtro de Kalman

Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

m Consideraciones adicionales:

Conviene renormalizar los cuaterniones estimados G(t) si el
modulo se alejara de la unidad.

lgualmente, la matriz de covarianzas P(t) debe ser simétrica
en todo momento. Se puede "simetrizar” forzando
P=1/2(P+ PT), o se puede simplemente calcular sélo la
"mitad” de la matriz e imponer que la otra mitad es la
traspuesta.

La ganancia de Kalman es 6ptima, pero esta calculada para el
problema linealizado. Si la estimacidn no estd suficientemente
cerca de la realidad, el filtro puede diverger.

Se pueden (y se deben) incluir los sesgos (bias) de los
giréscopos en el estimador.

En la practica es dificil conocer bien las matrices Q y R.

m Existen muchos otros algoritmos de filtrado, con sus ventajas
e inconvenientes. EI MEKF tiene la ventaja de ser sencillo en

. . , . o
su uso Yy flexible a cualquier nimero de medidas, pero no es LR

necesariamente el mas preciso. 30/53



Estimacidn de la actitud: Sensores

Sensores

m Existen tres tipos fundamentales de sensores, de acuerdo al
fendmeno fisico en el que se basan:
O Opticos: detectan la direccién relativa de un cuerpo planetario
o estelar.

m Mecanicos: miden la velocidad angular del vehiculo respecto a
un sistema de referencia inercial.

m Magnéticos: sélo se pueden usar en la proximidad (LEO) de
planetas con un campo magnético de intensidad suficiente
(p.gj. la Tierra).

m Aunque no es técnicamente sencillo, esta demostrado que es
posible usar el sistema GPS para altitudes desde LEO hasta
GEO. Su uso se basa en usar varias antenas receptoras,
deduciéndose la actitud de la diferencia en la senal recibida en
ambas.

m [ipicamente se mezclan varios tipos de sensores con varios
anchos de banda y se obtiene la actitud de las medidas

mediante un Filtro de Kalman o similar.
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Sensores

Estimacidn de la actitud: Sensores

m Precision de algunos sensores:

Table 9.3 Potential accuracies of reference sensors

Reference object Potential accuracy
Stars 1 arc second
Sun 1 arc minute
Earth (horizon) 6 arc minutes
RF beacon 1 arc minute
Magnetometer 30 arc minutes
Narstar Global Positioning System (GPS) 6 arc minutes
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Estimacidn de la actitud: Sensores

Sensores Opticos

m Un sensor dptico trata de deducir la direccién (respecto al
sistema de ejes en el que se encuentra montado, es decir, ejes
cuerpo) de un cuerpo planetario o estelar de referencia.

m [ipicamente estos cuerpos serdn el Sol, la Tierra o una
estrella.

m Si bien en general determinan una direccién (es decir dos
angulos), en algunos casos de sensores mas sencillo se
encuentra un unico angulo.

m Un sélido rigido tiene tres grados de libertad en su actitud, y
puesto que tipicamente se obtendran bastantes medidas, el
problema de la estimacién estara sobre-determinado. Para
resolverlo se emplean métodos estadisticos y/o filtros de
estimacion (p.ej. el Filtro de Kalman, si también se usan
giréscopos). o



Estimacidn de la actitud: Sensores

Sensores de radiacidon solar

m Sensores de radiacidn solar:
determinan la direccién en la que
se encuentra el Sol.

m Consisten en una “cdmara oscura”,
fija al vehiculo, y provista de una
pequena ranura de entrada con una
reticula de detectores fotoeléctricos
al fondo de la camara.

m Segln los detectores de la reticula
que se activen, se puede calcular el
angulo de incidencia.
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Estimacidn de la actitud: Sensores

Sensores de radiacidon solar

Narrow
aperature for
sunlight to anter

m Un sensor es capaz de determinar un angulo relativo, para
calcular los dos angulos de una direccidén es necesario usar una

configuracién con dos sensores perpendiculares.

m La precision maxima es igual al didametro angular del sol (0.5
grados en LEO). -
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Estimacidn de la actitud: Sensores

Sensores digitales de aspecto solar

=7 f/ m Sensores digitales de aspecto solar
/ ikl / 4 (DSADs): son similares a los sensores de
/ ' ¥ . . s . L4
/ A radiacion solar, pero mejoran su precision.
A — | m Usan una celda de sensores fotoeléctricos

| o, M' mas sensibles, capaces de determinar
i 7 ademds del 4dngulo, la intensidad de la
i radiacién incidente.

m Una vez conocida la direccién y angulo de maxima intensidad,
se puede calcular la direccién en la que se encuentra el
centroide del Sol, con gran precision.

m Se obtiene una precisién de segundos de arco.

fme
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Estimacidn de la actitud: Sensores

Sensores de horizonte terrestre

SPACECRAFT

m Sensores de horizonte terrestre:
determinan la direccién en la que se
encuentra la Tierra.

INST ANTAMNECUS
OPTICAL - AXIS

POSITION HORIZOM SENSOR HEAD

IR HORIZOM OF EARTH

m Se basan en que la Tierra refleja la
radiacidon solar en el espectro infrarrojo.

SCAM PATTERM

m Su precisidn estd limitada en parte por la
() imprecision de la linea de horizonte.

m Existen dos tipos de sensores de horizonte terrestre:

m Estaticos: detectan el “dibujo” del horizonte terrestre.
m De barrido: en continua rotacién, encuentran cuando empieza
y cuando acaba el horizonte.

(me
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Estimacidn de la actitud: Sensores

Sensores de horizonte terrestre

= Spacecraft
Instantaneous .
field of view I Vs
B /;,—f’-” T 7
Infra(ed [ /
sensing » - A
element A Direction
of scan
;
/

IR Horizon

m Sensor de tipo barrido.

m Sensor de tipo estatico.

m Complejo en drbitas
excéntricas.

m Se calcula el ancho del horizonte en base

a cuando aparece y desaparece la senal.
m Su precisiéon va de 0.1 grados

(LEO) a 0.01 grados (GEO). m Precision variable (minutos de arco o

v

menos). m

38 /53



Estimacidn de la actitud: Sensores

Sensores de estrellas

Sensores de estrellas: determinan la direccidn
en base a las estrellas. Los mas precisos.

Los star trackers o rastreadores encuentran
una estrella concreta, que siguen.

Las star cameras buscan grupos de estrellas,
cuyas posiciones son comparadas con mapas
estelares para determinar la actitud.

Puesto que la intensidad de radiacién
emitida por una estrella suele ser baja,
requieren dispositivos muy sensibles o bien
amplificadores.

No son utiles en vehiculos estabilizados por
rotacidn, puesto que a velocidades o

. . 8]
angulares grandes dejan de ser efectivos. —
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Estimacidn de la actitud: Sensores

Sensores mecanicos: girdscopos

m Giréscopos: Tipicamente en configuracién
“strap-down" (fijos a los ejes cuerpo), los
girdoscopos miden la velocidad angular en un
eje.

m [res girdscopos en ejes perpendiculares
podran calcular todas las componentes de |a
velocidad angular.

m El principal problema de los girdscopos es que, aunque son
capaces de realizar medidas de gran precision (desde 1 grado
por hora hasta 10 segundos de arco por hora), no
proporcionan una medida angular, sino de velocidad angular.

m Dicha medida debe ser integrada en el tiempo (usando las
ecuaciones diferenciales cinematicas) para obtener la actitud. o
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Estimacidn de la actitud: Sensores

Sensores mecanicos: girdscopos

m Inevitablemente pequenos errores se acumularan y provocaran
un error de deriva en la medida.

m Por ese motivo, los sensores giroscopicos siempre se usan en
combinacion con otros sensores.

m No obstante son muy deseables por su elevado ancho de
banda (bajo en el resto de los sensores).

m Giréscopos no mecanicos: en la actualidad se usan giréscopos
dpticos (basados en principios de interferometria: RLG/FOG)
y piezoélectricos (basados en sistemas electromecanicos
MEMS, de bajo coste/precision).

eal rolling _
Device ‘\\ - 20
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Modulator
12 N 40\ 42 5 22 %
300
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Source N Splitter #1 N Splitter #2 OK )—/
14 14 30 45 18
24)%

3577 ‘./33 28 Modulator

Light
v

Detector




Estimacidn de la actitud: Sensores

Sensores magnéticos (magnetémetros)

m Satélite Drsted, medidas precisas

Low Power

ang o del campo magnético terrestre.
erformance »

ina Small ‘“ 1 O

Package m “Boom” (mastil) de 8 metros para

minimizar las interferencias del
propio satélite en el magnetémetro.

~alar Overhauser Magnetometer (OVH)

m Un magnetémetro mide el vector
campo magnético en el sistema de Dl v
referencia ejes cuerpos.

m deployable boom

m Se compara con el campo
magnético tedrico en los ejes fijos
de la Tierra, para hallar la actitud.

m No muy precisos por la
irregularidad del campo magnético | //tnt(’”
terrestre. ; :

(me
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Procesos estocdsticos. Ruido blanco. Propagacion.
Apéndice: Recordatorio de estadistica

Descripcion estadistica del error

Consideremos por ejemplo el caso del error de medida de un
giréscopo: W = W + dw, donde 0 son errores de medida y &
la medida obtenida.

Una componente de 0w, por ejemplo dwq, puede tener el
sigulente aspecto:

M i

Es imposible conocer el valor con exactitud.
Se observa que cambia con el tiempo.

Por tanto, se representan sus propiedades usando la
estadistica.

La teoria de procesos estocasticos nos permitira analizar como
. . ./ e
el ruido de los sensores se propaga como error de estimacion. L



Procesos estocdsticos. Ruido blanco. Propagacion.
Apéndice: Recordatorio de estadistica

Variables aleatorias continuas unidimensionales

m Sea una variable aleatoria X € R continua.

m Recordemos que la funcién de distribucion F(x) es la
probabilidad de que X < x, que se escribe como
F(x) = P(X < x).

m La funcién de distribucién se calcula mediante la funcién de
densidad f(x): F(x) = ffoo f(y)dy.

m Se define el operador esperanza matematica actuando sobre la
funcién g(x) como E[g(X)] = |~ g(y)f(y)dy. Se trata de
un operador lineal, de forma que
E[algl(X) + aggQ(X)] = ozlE[gl(X)] -+ &QE[gQ(X)]. Los dos
casos importantes son:

m Media: m(X) = E[X] = [~ yf(y)dy.
m Varianza: V(X) = E[(X — m(X))?] = E[X?] — (E[X])>.
m Desviacidn tipica o, la raiz cuadrada de la varianza,

o= /V(X). L
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Procesos estocdsticos. Ruido blanco. Propagacion.
Apéndice: Recordatorio de estadistica

Distribucion normal o gaussiana |

m Es la distribucidn mas usada en estadistica. Se escribe
X ~ N(m, o?) y su funcién de densidad es

f(x) = 127TEXp (—(X;U@)z).

o

m Intervalos de confianza: si X ~ N(m, o?):
m Intervalo 1-0: P(X € [m— o, m+ o]) = 68,3 %.
m Intervalo 2-0: P(X € [m — 20, m + 20]) = 95,45 %.
m Intervalo 3-0: P(X € [m — 30, m+ 30]) = 99,74 %.

00 01 02 03 04
I

fme
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Procesos estocdsticos. Ruido blanco. Propagacion.
Apéndice: Recordatorio de estadistica

Distribucién normal o gaussiana ||

El teorema central del limite dice que la suma de variables
aleatorias (con cualquier tipo de distribucién) tiende en media
a la normal. Puesto que los errores a gran escala provienen de
la suma y acumulaciéon de muchos errores a pequena escala,
esto justifica el uso de la normal como modelo para errores.

Una propiedad importante de la normal es que la suma de
normales es de nuevo normal, es decir, si X ~ N(my,o2) e

Y ~ N(my,af,) y son independientes, entoncessi Z = X + Y
se tiene que Z ~ N(my + my, 0% + 07).

Por tanto o, = \/0)2( + 0)2,, es decir, la desviacidn tipica de la

suma de errores es la raiz cuadrada de la suma de los
cuadrados de las desviaciones tipicas de los errores.

Esta regla, conocida como Root-Sum-of-Squares (RSS) es
muy importante.

(me
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Procesos estocdsticos. Ruido blanco. Propagacion.
Apéndice: Recordatorio de estadistica

Variables aleatorias continuas multidimensionales

m Sea una variable aleatoria X € R” continua multidimensional.

m Cada componente de X sigue una distribuciéon unidimensional.

m Como en el caso unidimensional, se define una funcién de
distribucion conjunta, que se calcula mediante la funcién de
densidad f(X).

= Igualmente E[g(X)] = Jrn&(¥)f(¥)dy. Los dos casos
Importantes son:

s Media: m(X) = E[X] = [, ¥f(¥)dy.

m Covarianza: Cov(X) = E[(X — m(X))(X — m(X))T] = L. Es
una matriz simétrica y definida positiva. Los valores de la
diagonal representan la varianza de cada componente de X, y
los otros valores la correlacién entre dos componentes de X.
Se tiene ¥ = E[(XXT] — m(X)m(X)T.

m Por ejemplo, para n = 3y escribiendo X = [X, Y, Z]:

o’ E[(X = mx)(Y —my)]  E[(X — mx)(Z — mz)]
Y= | E[(X—m)(Y —m)] s E((Y — my)(Z — m;)] o
E[(X — mx)(Z — mz)]  E[(Y — my)(Z — mz)] o’ -~
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Procesos estocdsticos. Ruido blanco. Propagacion.
Apéndice: Recordatorio de estadistica

Distribucion normal multivariante |

m Se escribe X ~ N,(m, %) y su funcién de densidad es
f(X) = Det(z)l(%)n/z Exp (—3(X — m)TZ71(x — m)).

m Los intervalos de confianza son ahora regiones de R”,
definidos por P(X € Q) = Pq.

m La forma de estas regiones de confianza es de elipsoides,
descritos por la ecuacién (X — m)" ¥ "1(X — m) = d?, donde d
depende de Pq. Cuanto mayores sean los valores de los
autovalores de X, mayor serd el elipsoide. Las direcciones de
los ejes del elipsoide vendran dados por los autovectores de 2.

WVariable 3

Y

ll

II|

\
fme

4 b Variable 1
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Procesos estocdsticos. Ruido blanco. Propagacion.
Apéndice: Recordatorio de estadistica

Distribucion normal multivariante ||

m Tomando un ejemplo aerondutico clasico en navegacién aérea,
si por ejemplo describimos el error en posicidon de un avién en

ejes cuerpo, 6r° = [0x Oy (52]T, como una normal

multivariante con n = 3, de media cero (centrada en el avién)
y con matriz de covarianzas:

m Entonces podemos asimilar el movimiento del avién al
movimiento del elipsoide, que representa una region de
incertidumbre donde se puede encontrar el avion con gran
probabilidad.

m Se verifica que si X ~ Np(fi, Zx) e Y ~ Nn(my,X,) y son

Y

—

independientes, entonces si 7 =X+
Z ~ Ny(fx + iy, Te + Ey).

m Igualmente AX + b donde Ay b son no-aleatorios verifica que
AX + b ~ Ny(Afy + b, AT AT). =
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Procesos estocasticos. Ruido blanco. Propagacién.
Apéndice: Recordatorio de estadistica

Procesos estocasticos.

m Un proceso estocdstico o variable estocastica no es sino una
variable aleatoria X(t) que cambia con el tiempo. Los errores
de navegacidn seran este tipo de variables.

m Por tanto la media y |la covarianza también varian con el
tiempo: m(t), X(t).

m Para un proceso, se define la autocorrelacién como
R(t,7) = E[X(t)X(7)"]. La autocorrelacién permite conocer
hasta que punto la historia pasada de X influye en su valor
actual.

m Proceso gaussiano: Un proceso gaussiano verifica
X(t) ~ N,(m(t),Z(t)), es decir, se distribuye como una
normal multivariante cuya media y covarianza varian con el

tiempo.



Procesos estocasticos. Ruido blanco. Propagacién.
Apéndice: Recordatorio de estadistica

Ruido blanco.

m Ruido blanco: Se define como ruido blanco un proceso /(t)
que verifica:

s E[7(t)] =0.
m E[7(t)7(t)T] = o?1d.
m R(t,7) = E[J(t)7(7)"] = §(t — 7)o?Id, donde §(x) vale 1 si
x =0y 0 en cualquier otro caso.
m La dltima condicién quiere decir que el valor del ruido blanco
en un instante es independiente de su valor en cualquier
instante anterior.

m Ruido blanco gaussiano: Es un proceso que cumple las
condiciones anteriores, y ademas es gaussiano.

m Un buen modelo para las fuentes de error de sensores es
0€(t) = b+ D/, donde I es ruido blanco gaussiano. El valor

—

de b serd la media del error (sesgo, llamado bias en inglés).

(me
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Procesos estocasticos. Ruido blanco. Propagacién.
Apéndice: Recordatorio de estadistica

Propagacién del error. Caso continuo.

m Consideremos una ecuacién diferencial del tipo
X = AX + Db,

donde b es ruido blanco gaussiano de covarianza ¢°1Id, v la
condicion inicial es también gaussiana, es decir,

Xo ~ Nn(mo(t), Po(t)). Entonces se tiene que X es un proceso
gaussiano, X ~ N,(m(t), P(t)), con media y covarianza
evolucionando de la siguiente forma:

m = Am,
P = AP+ PAT +4°DD',
— mOa

- P,
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Procesos estocasticos. Ruido blanco. Propagacién.
Apéndice: Recordatorio de estadistica

Propagacion del error. Caso discreto.

m Consideremos una ecuacién discreta del tipo
X1 = AXk + Dby,

donde Ek es ruido blanco gaussiano de covarianza ¢?Id, vy la
condicion inicial es también gaussiana, es decir,

Xo ~ Np(mo(t), Po(t)). Entonces se tiene que X es un
proceso gaussiano, Xx ~ N,(my(t), Pk(t)), con mediay
covarianza evolucionando de la siguiente forma:

M1 = Amg,
Per1 = APAT +0°DDT,

(me
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