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Caracteristicas de las representaciones de SO(3)

Cada representacién tiene sus ventajas y desventajas, que
seran comentadas.

Cada representacién de actitud viene definida por n
parametros.

m Si n = 3 se dice de la representacién que es minima (ya que 3
son los grados de libertad del problema).

m Si n > 3 existirdn 3 — n ligaduras sobre los parametros. Las
representaciones minimas siempre tienen algtn tipo de
singularidades.

Si dos combinaciones de pardmetros representan la misma
actitud se dice que la representacion tiene ambigliedades. El
conjunto de parametros que habria que eliminar para evitar
ambigliedades a veces se llama “shadow set” o conjunto
sombra.

Veremos como pasar de una representacién a otra y como
componer actitudes (pasar por sistemas de referencia
intermedios) en cada caso. 340
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La actitud de un vehiculo

La actitud de un vehiculo es su orientacidn respecto a un
cierto sistema de referencia.

Si el vehiculo es un sélido rigido, es suficiente conocer la
orientacién de un s.d.r. fijo al vehiculo (los ejes cuerpo).
El conjunto de rotaciones entre dos ejes se llama SO(3) o
grupo especial ortogonal de dimensién 3.

En aeronaves, los angulos de Euler (cabeceo, guifiada y
alabeo) son la representacién cldsica. Para vehiculos hay
muchas alternativas, que también pueden ser aplicados a

aeronaves, con diferentes ventajas e inconvenientes.

Estudiaremos varias representaciones diferentes de SO(3):
B Matriz de cosenos directores.

| ] /-:\ngulos de Euler.
B Angulo y eje de Euler.
B Vector de rotacidn.
m Cuaterniones.
B Pardmetros de Rodrigues (vector de Gibbs). 5
B Pardametros de Rodrigues modificados. -
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m Dado un sistema de referencia S (determinado por una base
de vectores unitarios (&, €}, €;) y otro S’ (determinado por
una base de vectores unitarios (€&, €/, €,/), la orientacién de
S respecto a S’ estd totalmente determinada por la matriz de
. ’ L. = .
cambio de base C_g , que para un vector genérico V permite
. G/ VAN
cambiar de base: V3" = Cg V5. Denotemos:
5 €1 12 a3
G = c21 €22 €23
31 €32 33
4 .35 S .S ’ T _ T
m Obsérvese: € = C2 e =C2[100]" =[c11 o1 can]’
L&, a8 — (ST — T _
m Luego: 6/ - € =(€2)"e; =[100][c11 1 c31]" = cun.
m Igualmente:
@ = &s-8&, c1=¢& &
2 = &/ 8§, cn=¢&/-§, =& 8§
as = &s &, o3=8, &, cp=¢& & M
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m Por tanto:
Y &
@ = &
&

m Obsérvese que razonando igualmente:

C_g/_l:

m Y por tanto, puesto que C2 = (CZ')~*, obtenemos que
CS es ortogonal, es decir: (CS')™1 = (C2")T. También se
justifica el nombre “matriz de cosenos directores”.

m Otra propiedad es det(C2) = 1. Esto se debe a que
1 = det(Id) = det((C2)(C2)™1) = det((C2)(C2)T) =
(det(CS/))z. Por tanto det(CZ) = +1. El signo +
corresponde a los sistemas de referencia que son triedros

“a derechas”, que son los utilizados en la practica. LN
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m En general una actitud se puede describir mediante tres
rotaciones, en ejes no consecutivos.
m Por ejemplo, la rotacidn cldsica de aeronaves:
0
n-s- 5 £, BFs
zn ys Xsl
m Existen otras posibilidades, mas aplicadas a vehiculos
espaciales:
01 02 <1 03 Q i ;) w
n—S—=S — BFS n—S—S — BFS
xn TS 45 2T xS 45!
m Existen hasta 12 posibles secuencias de dngulos de Euler para
representar la actitud.
m El ndmero de parametros de cada secuencia es siempre 3.
m Se puede obtener la DCM a partir de los dngulos de Euler
mediante multiplicacién de matricies de rotacién elementales. °

Por ejemplo: C2(v,0,¢) = Cg,(w)ngl(G)C,f(w). =
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m Es una representacién de la actitud con 9 pardmetros. Estos
pardmetros son dependientes entre si, es decir, las entradas de
la matriz C no pueden ser cualesquiera (la matriz ha de ser
ortogonal y con determinante +1). En particular debe haber 6
ligaduras que determinan que la matriz sea ortogonal.

m Supongamos que la actitud de S, respecto a S; viene dada
por C_:;gl2 y que la actitud de S3 respecto a S viene dada por

Cg;. La actitud de S3 respecto a S; viene dada por
Cgf‘ = Cg;’ Cgf. Por tanto la “composicidén” de actitudes viene
dada por un simple producto matricial.

fme
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m En la figura, los angulos de Euler
cldsicamente usados en aeronaves,
respecto a ejes Orbita.

m Primero, un giro alrededor del eje 3
(amarillo). Se denomina “guifiada”
(yaw).

m En segundo lugar, un giro alrededor del
eje 2 resultante (violeta). Se denomina
“cabeceo” (pitch).

m En tercer lugar, un giro alrededor del eje
1 resultante (rojo). Se denomina
“balance” (roll).

m Esta secuencia se denomina (3,2,1). Las  m Otras secuencias posibles:
otras secuencias en la anterior diapositiva (1,2,1), (1,3,1), (1,3,2),
son la (1,2,3) y la (3,1,3). (2,1,2), (2,1,3), (2,3,1),

(232). (312). (323). ¢

~—

m La secuencia elegida depende de los

angulos de interés. 540
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m Como ya vimos, para el caso (1,6, ¢):

cOcip cOsvp —s0
C: = —cpsy + spsbcy) cpcy + spsbsy spch
spsy + cpsbcy —spcy + cpsfsy  cpch

m Obsérvese que (180° + ¢, 180° — 6, 180° + ) es la misma
actitud que (v, 0, ¢). Por ello se suelen limitar los
angulos, tipicamente 6 € [—90°,90°].

P 0 ;P
n—S—S — BFS
Zn ys Xs/
m Para obtener los angulos de la DCM:
0 = — arcsen c;3.
Con cos® = c11/ cos b, senth = ci2/ cos B, obtener 1.
Con sen p = ¢p3/ cos b, cos = c33/ cosB, obtener .
m Para otros dngulos de Euler, se obtienen relaciones

o
similares. =
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m Teorema de Euler: “el movimiento mas general posible de un
sélido con un punto fijo es una rotacién alrededor de un dnico
eje”.
m Nota: De momento consideramos la actitud en un instante de
tiempo concreto, es decir, no estudiamos cuando hay una
rotacién que cambia con el tiempo.
m Denominemos a un vector unitario en la direccién de dicho eje
(Eje de Euler) como €s/s y a la magnitud de la rotacién
(Angulo de Euler) como 6.
— . o . =G/
m Por tanto ||€,s/|| = 1y si escribimos eg/s, =[ec e &]T, se
tiene que 2 + e}% +e2=1.
m Dado un vector V = [vy v, v;]T definimos el operador v*
como:
0 —Vz Vv,
=] v R °
—vy Vx 0 \.!-\
11/49
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dos actitudes.

m Supongamos que la actitud de S, respecto a S; viene dada
por (11,61, 1) y que la actitud de Sz respecto a S, viene
dada por (12, 02, v2). Denotemos como (13, 63, 3) la actitud
de S3 respecto a Sy. En general: 13 # 11 + 2, 03 # 01 + 02,

03 # 01+ P2
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Su mayor ventaja es su significado fisico.

No obstante, hay que tener cuidado a la hora de componer

Para obtener (v3, 63, ¢3) hay que calcular los dngulos de Euler

a partir de Cff = ng(wz,ez,902)C5',c’12(¢1,91,801)-

m Por tanto es complicado operar con angulos de Euler.

La actitud de un vehiculo. Formas de representacion

Angulo y eje de Euler Il

m El operador v sirve para escribir facilmente el producto
vectorial vV X w, para cualquier vector w, en un sistema de
referencia dado S: (Vv x w)S = (v°)™ w*.

m Por tanto la actitud con el angulo y eje de Euler queda
representada con los pardmetros (5;5’5/,0). i Cémo se puede

pasar de estos parametros a la DC

m Se tiene que

! ! ! ! X
CS = cosfld + (1 — cosG)Eg/S,(é_f/s,)T —senf <€g/5,)

Esta es la llamada férmula de Euler-Rodrigues. La
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demostraremos mas adelante

m Por otro lado, dada Cfl, y calculando por un lado Tr(Cs/) y
por otro (CSS/)T -czg

(

cos 6

S’
65/5,

t

y viceversa?

se obtiene:

2
1

2send

Tr(CE) -1

() -cf)

fme
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m Otra relacién entre el dngulo y el eje de Euler y la matriz de

cosenos directores viene dada por las propiedades algebraicas
de la DCM.

En particular al ser la DCM ortogonal se puede demostrar que

siempre tiene el autovalor 1. Si C es la DCM, entonces el

autovector asociado al autovalor 1 es el eje de Euler € ya que
Ce=ve

Por otro lado los otros dos autovalores de la DCM serdn e
—if

e "%,

19

Esta es otra forma de obtener el dngulo y eje de Euler,
simplemente calculando los autovalores y autovectores de la
DCM.

fme
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Vector de rotacion

Una representacién de actitud minima se puede obtener
combinando el eje y el angulo de Euler en un Ulnico vector

0 = 0.

Esta representacion es (til porque fisicamente representaria la
velocidad angular que habria que mantener constante durante
un segundo para pasar de la actitud identidad a la actitud
actual.

Por otro lado para giros “grandes” la representacién no es
muy adecuada; por ejemplo un giro de 0° y uno de 360°
fisicamente son iguales pero para el primero =0 y para el
segundo no esta bien definido.

Por tanto es una representacién que se reserva para analisis
tedricos o para angulos pequenos.

fme
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m Por tanto se representa la actitud con cuatro pardmetros: tres
componentes de un vector unitario y un angulo. Estos
pardmetros tienen un claro significado fisico.

m Obsérvese que la actitud dada por (Eg;s,, 6) y por
(—ég}s,,360° — 0) es exactamente la misma. Para evitar ésta
ambigiiedad, se restringe 6 al intervalo [0, 180°).

m La actitud inversa (la de S respecto a¥) vendra dada por
(— 65'/579) Nota: Obsérvese que eS'/S = eS/S'

m Finalmente si la actitud de S, respecto a S; viene dada por
(5?12/52,61) y que la actitud de S3 respecto a S, viene dada
por (653/53,92), si denotamos como (e_’gf/53,93) la actitud de
S3 respecto a S, viene dada por:

cosf3 =  —cosBcosby + sen 67 sen 92(5‘51 /Sy " 6’52/53)
S3 _ 1 . - - -
e /ss = % (sen 01 cos 025, /s, + cos 01 sen 028, /5, + sen 0 sen 02(&5, /s, X &, /s, ))
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Cuaterniones

m Los cuaterniones son una creacién de Hamilton (siglo XIX),
que los consideraba su mayor invento; pensé serian como el
“lenguaje universal” de la fisica. Pero fueron sustituidos
pronto por los vectores (Gibbs) y las matrices (Cayley).

m Recordemos que un nimero complejo z es como un “vector
2-D", que se puede escribir como z = x + iy. Los nimeros
complejos de médulo 1 se pueden usar para representar una
rotacién 2-D, ya que si |z| = 1, se puede escribir z = ¢, y en
tal caso representa una rotacién 2-D de dngulo 6.

m Los cuaterniones son una extensién de los nimeros complejos
a “4 dimensiones”. Escribimos un cuaternién g como:

q = qo + iq1 +jq2 + kgs.

m En ocasiones qg se denomina la “parte escalar” de q y se
define G = [q1 g2 q3] " como la “parte vectorial” de g.
Algunos autores (y STK) escriben g4 (al final del vector) en
vez de qp.

14 /49
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m Para poder entender los cuaterniones es importante conocer
su algebra, es decir, como se opera con cuaterniones.

m Suma: la suma es componente a componente, es decir, dado
q=qo+iq+jg2+ ka3 y ' = qq + iqy + jgy + kg, se tiene
que ¢" = q+ q = q{ + iq] + jg5 + kq§ viene dado por las
férmulas:

9 =do+d0 9 =qL+d1 ¢ =q+q, g5 =a3+ g5

m Producto: el producto es componente a componente,
conociendo las siguientes reglas de multiplicacidn:
ixi==1ixj=k ixk=—j, jxi=—k, jxj=-1,
Jxk=1i kxi=j kxj=—i, kxk=-1.

m Se tiene la férmula de Hamilton: i x j x k = —1.
m Obsérvese que en general g x ¢’ # g’ x g: La multiplicacién no
es conmutativa! -
17 /49
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m Dada la actitud representada mediante el eje y angulo de
Euler, €y 6, se “codifica” dicha actitud en forma de
cuaterniones mediante:
qo = cosf/2, § =senf/2¢.

m Obsérvese que si un cuaternién g representa una actitud,
entonces |g| = 1.

— 0 —q3 @
m Recordemos el operador g*: < = { @ —, }
—q q 0

m Para pasar de la DCM C a cuaterniones, se utilizan las

VIO y g = & (CT—0).

férmulas: g = 5 = ia

m Para pasar de cuaterniones a DCM se utiliza la férmula de
Euler-Rodrigues para cuaterniones:
C=(q3—qG"q)1d+24G" —2goG~.

m También se puede girar un vector v sin calcular la matriz
C usando la férmula: { ‘g, ] =qg** [ 0 } *q

5
v 19/49
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Forma matricial del producto: Es posible escribir el producto
q" = ¢’ x g en forma matricial.

/! ! / / /

o d —d1 —q» —q3 qo0
7 ! ! ! /

91 _ |91 49 —93 g a1
7 - ! ! ! /

a 9> a3 9 % 92

a3 @G —% @ %G &

Forma “vectorial” del producto: qf = qqo — ' 4,

§' = qod + abd+d x §.

Conjugado: Como para los niimeros complejos, dado

q = qo + iq1 + jg2 + kg3 se define el conjugado de g como

q* = qo — iq1 — jg2 — kqs.

Médulo: Se define el médulo de g = qg + ig1 + jgo + kg3 como
|9]*> = g% ¢* = g5 + 9f + g5 + ¢3. Propiedad: |g*¢'| = |q||¢/|.
Divisiéon: Se define la divisién usando el conjugado:
d/a=4d/a*xq"/q" = (q'xq")/|al*.

@

u

—
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Férmula de Euler-Rodrigues en forma matricial:
Brad—B—a  2Ang+qas) 2(q193 — q092)
C(a) = 2(q192 — q093) g —ar+a — a3 2(q293 + qoq1)
2(q193 + d02) 2(q293 — @) G — i — a3 +a3
Los cuaterniones son una representacion de la actitud que
requiere 4 pardmetros, con la relacién |g| = 1.
Existe un problema de ambigiiedad: g y —q representan la
misma actitud, ya que si g corresponde a (€, #), entonces
—q corresponde a (—¢, 360 — 6).
Tienen la desventaja de ser una representacién
matemadtica sin sentido fisico.
Para pasar de la DCM a cuaterniones y viceversa no es

necesario usar férmulas trigonométricas.

Si gs:s representa la actitud de S' respecto a Sy gsr s/
representa la actitud de S” respecto a S', entonces gs»s,
la actitud de S” respecto a S, se calcula como

Qsrs = (s's x Qsrs/ (al revés que la DCM) -
20/49
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Célculo de cuaterniones dados los dngulos de Euler

m Obsérvese que:
m A los dngulos de Euler (¢, 0,0) les corresponde el cuaternién

Gy = costp/2 + ksen) /2.
m A los dngulos de Euler (0, 6,0) les corresponde el cuaternién

Gy = cosB/2+ jsend/2.
m A los dngulos de Euler (0,0, ¢) les corresponde el cuaternién
Gy = cosp/2 +isenp/2.
m Por tanto, a los dngulos de Euler (1,6, ) les corresponders el
cuaternién g = gy, * gg * qo,.
m Realizando el producto, se obtiene:

g = (cost/2cosf/2cosp/2+ sent)/2senB/2sen p/2)
+i(costp/2cosf/2sen /2 —senp/2sen /2 cos p/2)
+j (costp/2senf/2cos /2 + senp /2 cosf/2sen /2)
+k(senp/2cosf/2cos /2 — costp/2senf/2senp/2).
21\:9-\
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Pardmetros de Rodrigues |

m La representacién mediante pardmetros de Rodrigues (PR,
también llamada vector de Gibbs) se consigue a partir del
cuaternién, definiendo g = q%, obviamente sélo valido si
qo > 0 (6 < 180°). Para recuperar el cuaternién a partir del
vector de Gibbs:

Igl*> _1-4q3

181> = "5 =
5 %

o)

+1

Vi+lglR”

Luego qo = Y por tanto:

[uy

+1 [ }
9= 7| z
Vitlelr e

m En términos del eje y dngulo de Euler, § = €tan 3.

NI
fme
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Cuaterniones: camino mas corto e interpolacién

m Dados dos cuaterniones qp y g1 que representan dos actitudes
diferentes, jse puede construir un “cuaternién de
interpolacién” continuo ¢g(s) de forma que g(0) = qo vy
q(1) = q?

m La forma de hacerlo es encontrar el cuaternién g que
representa la actitud entre qo y g1: g2 = Loaqg = qoq1- Este

9o
cuaternidn estard representado por un angulo 6 y eje de Euler

cosf/2

sen 9/25] '

m La solucién del problema es formar el cuaternién g(s) como el
producto de g y otro cuaternidn con eje €'y dngulo s, de
forma que cuando s = 0 es el cuaternién unidad (y por tanto
el producto es qp) y cuando s = 1 es ¢y, de forma que el
producto es q;:

€ de forma que gp = {

a(s) = qo * { SZT((SZQ/ZQ)H &

Matriz de cosenos directores
Angulos de Euler
Angulo y eje de Euler. Cuaterniones. Otros

La actitud de un vehiculo. Formas de representacion

Pardmetros de Rodrigues |l

m La relacion con la matriz de actitud es:

_ EXEX_EX _ _ zX =x\—1 _ =x\—1 _ =X
C—Id+271+ EE = (Id—g™)(Id+g™)" " = (Id+g")" " (Id—g
m Por otro lado, como qg = 7V1+2Tr(c) y g~ = ﬁ (CT — C),
tendremos:
X 1 cT-c¢
gxzizj<cT_c>:7
q0 4qp 1+ Tr(C)

m La composicién de actitudes sigue una regla simple.Si gss
representa la actitud de S’ respecto a S y gsvs/ representa la
actitud de S” respecto a S’, entonces gsr s, la actitud de S”
respecto a S, se calcula como:

L gsvsi +8sis — gsns X gsrs
8s"s = = =
1 —gs's - gsns

fme
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Parametros de Rodrigues modificados

m La representacién mediante parametros de Rodrigues
modificados (PRM) es muy reciente (1962) pero también muy
popular. Similarmente a los PR se consigue a partir del

cuaternién, definiendo p' = ﬁ. Para recuperar el cuaternién
a partir del vector de Gibbs:
=12 2
Hﬁsz HqH — 1_q0 _ 1_q0
(1+q)* (1+4g)* 1+qo
Luego qo = 17”‘2"2 Y por tanto:
1+[Al1?- '
gt [ 1- 57 ]
1+ p]12 2p
m En términos del eje y dngulo de Euler, g = €'tan % -
25/49
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Cuaternién de error
m Para linealizar ecuaciones de actitud con cuaterniones en
torno a un valor g, la formulacién clasica “aditiva” ¢ = g+ dq
no funciona, porque aunque gy dq tengan médulo unidad, la
suma no tiene por qué tenerlo.
m Se utiliza una formulacién “multiplicativa” donde g = g+ dq,
y donde 4q es el llamado cuaternién de error que debe estar
“cerca” del cuaternién unidad g =[1000]".
m Jq tiene 4 componentes pero realmente sélo 3 grados de
libertad; estos se codifican en un vector 3 “pequefio”
(equivalente a 2g):
1 2
-]
4442 L@
m Obsérvese que dq(3) tiene mdédulo unidad. Si es necesario
linealizar la anterior expresidn se obtiene:
sa@) ~ | &
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Matriz de cosenos directores
Angulos de Euler
Angulo y eje de Euler. Cuaterniones. Otros

La actitud de un vehiculo. Formas de representacién

Parametros de Rodrigues modificados ||

m La relacion con la matriz de actitud es:
85" p* — 4(1 — ||p11*)p*

2
C =Id+ = = [1d - p)(1d + p*) 7t
T+ 7P [ ]
m Como g y —q representan la misma actitud, también lo hacen
p= lfqo yp = 1:30. i Cudl es la relacién entre ambos?
o 1—qo 1
2
plI* = ==
L I P

m Luego py ﬁ representan la misma actitud. Por tanto

limitando ||p]| < 1 evitamos la falta de ambigiiedad.

m La composicién de actitudes sigue una regla no tan simple
como para los PR. ps/s representa la actitud de S’ respecto a
Sy psrs: representa la actitud de S” respecto a S’, entonces
Psrs, la actitud de S” respecto a S, se calcula como:

o = (L= 1Bs'sl*)Bs st + (1 — [1Pss[|*)Ps's — 2Psisr X Psrs
L+ [|PsslI?l|Ps s ||* = 2Pss - Psrsr

P

fme
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Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud

m Para el caso de la posicién, las ecuaciones cinematicas
relacionan el vector posicidén con el vector velocidad, mientras
que las ecuaciones dinamicas relacionan el vector velocidad
con el vector fuerza.

m Para el caso de la actitud, las ecuaciones diferenciales
cinematicas (EDC) relacionan la representacién de la actitud
(DCM, angulos de Euler, cuaterniones) con la velocidad
angular . Tipicamente estas ecuaciones son no-lineales.

m En el sistema de navegacién inercial, los girdscopos nos daran
&, y habra que utilizar las EDC, es decir, integrar las
ecuaciones, para calcular la actitud.

m Por tanto es importante conocer las diferentes EDC para las
diferentes representaciones, para ver cudl es la mas ventajosa
desde un punto de vista computacional. e
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DCM para angulos pequenos |

m Supongamos que tenemos dos sistemas de referencia Ay B,
relacionados de la siguiente forma:

Ay, s, 9 g
XA ysl 252

donde suponemos que df; son dngulos pequerios, de forma
que podemos aproximar cos df; >~ 1 y sen df; ~ db;.

m Si escribimos las matrices de rotacién teniendo en cuenta la
aproximacién anterior, obtenemos:

1 0 0 s 1 0 —db, 1 do; 0
0 1 do, |,c2=| o 1 o0 LB = | —dos 1 0 |.
2 0 1

)
0 —do; 1 t do, 0 1 0

m Si escribimos C2 = CSB2 C5512 C;‘gl y despreciamos todos los
productos dobles de dngulos, es decir, df;d0; ~ 0,

obtenemos:
1 dos  —do, 0 —do;  do, °
- { —dos 1 do, } = 1d — { dos 0 —db, } =1d — df*, LR
do,  —dé; 1 —do,  do, 0
29/49
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EDC para la DCM |
m Supongamos que quiero calcular la actitud de B respecto a A,
mediante la DCM C£(t), sabiendo que B gira con respecto a
A con una velocidad angular QE/A.
B B
m Por definicién: %CE = —CA(Hdsz ()
m Suponiendo A fijo, entonces podemos imaginar que es B
quien se mueve en el tiempo, y por tanto podriamos escribir
B = B(t) y por tanto C2(t) = Cf(t).
m Usando este razan(amdi%nto, B(esde) ~B()
B - t+dt) t+dt t .
Ci(t+dt)=C, = Cgyy 'Ca - Por tanto:
A— B(t) — B(t + dt)
m En el tiempo dt, el sistema de referencia B habra girado
respecto a si mismo un angulo muy pequefio en cada eje; por
lo que hemos visto en la anterior transparencia, por tanto,
-, X - @
Cg((:;rdt) =1d — (d93> . donde d6B es como antes. LN
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DCM para angulos pequenos Il

m En la anterior transparencia, se ha definido
d = [d6; dfy db3]" y la matriz

0 —df; db,
d9>< = d93 0 _del 9
—db, db 0

que es la matriz antisimétrica que se emplea para efectuar el
producto vectorial.

m Obsérvese que bajo estas hipétesis (dngulos pequefios) no
importa el orden de las rotaciones y los angulos se suman.
Pero no se pueden usar dngulos de Euler en los que se repitan
ejes, ya que quedaria sin definir una de las rotaciones y otras
dos se sumarian.

Ll
LR
30/49
DCM
Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud é[}fégfﬁg;?m
EDC para la DCM I
. . CB(t+dt)—CB(¢
m Siguiendo el razonamlento:%CB = w =
B(t+dt) ~B B Sp\ X =g\ X
Coy  CA(-CR(t) _ (1d—(d6%)")CE(t)-CR(r) _  (d6P) CB(t)
dt “ - dt - dt A
. (d6B .
m La matriz ( dt) se escribiria
S5\ X dé do
O AN
- dos _do, | — _
a %y dg 2 N 0 el
&% @& 0 w2 w0
donde LUE/A = [w1 w2 w3]" ya que dOB representaba el angulo
girado por B en un dt, y por definicién de velocidad angular.
Se tiene entonces:
5 \X 0 —w3 W
(QB/A) = w3 0 —wi y
—Wwo w1 0
3
R

. X
= Por tanto: Cf = CF = — (78,,) £ 2/
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EDC para la DCM Il

m Otra variacién: trasponiendo ambos miembros de
CE =— (JJ’E/A>X C llegamos a CA = CA (wB/A>X

m En general, la EDC es una ecuacién diferencial matricial, que
habra que resolver componente a componente: nueve
ecuaciones diferenciales acopladas.

m El principal problema de resolver numéricamente esta ecuacién
es garantizar que la matriz resultante de integrar sea
ortogonal. Obsérvese que en teoria la ecuacién diferencial
respeta la ortogonalidad: | = (C2)(CZ)T, derivando:

e e

—— (8)a)" BRI+ A< ()

=- (QE/A> 4 (‘3g/A>X =0

fme
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Demostracién de la ecuacién de Euler-Rodrigues |

m Supongamos que se parte de la actitud identidad y se impone
un giro con velocidad angular constante @, donde 6 = 6¢,
siendo € un vector unitario, durante una unidad de tiempo. La
actitud resultante deberia ser la descrita por el eje y angulo de
Euler (€,0).

m La actitud final serd la solucién en t =1 de la ecuacién
diferencial € = —0* C con condicién inicial C(0) = Id.
Recordemos que la solucién de esta ecuacidn diferencial
matricial es la " matriz exponencial”:

B ey s (_é’x t)n B o ntngn(gx)n
(1) = COBsp(-0"t) = O ) = = 3 -
= Esta serie es sumable, pero hay que calcular las potenaas de
. Obsérvese que &% (b X c) = b(a- -6 —(a- b)c expresado
matnualmente 3b*¢=b3aT¢— 3The = (baT — 37 bId)¢.

Luego (6%)% = éeT — &Teld = ee’ —1d. -

35/49
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EDC para la DCM Il

m Sin embargo los errores numéricos en la integracién pueden
desviar a la DCM resultante de la ortogonalidad.

m Existen algoritmos para encontrar la matriz ortogonal “mas
préxima” a una matriz dada.

m Por ejemplo, dada M, encontrar una matriz préxima que sea
ortogonal:

Q= M(MTM)—1/2

m El problema con la férmula anterior es que requiere calcular
una raiz cuadrada matricial, lo que no siempre es sencillo.

m El método iterativo Qg = M,

Qk+1 = 2M(Q "M + MT Q)™

converge a la misma matriz cuando k — oo, si M es préximo
a una matriz ortogonal (y por tanto invertible).

m Obviamente si M es muy préxima a una matriz ortogonal el
método iterativo convergera muy rapido.
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Cuaterniones

Demostracién de la ecuacién de Euler-Rodrigues Il

m Observemos:

)0 = 1d
(e—'><)1 — (é»><)1
()2 = e’ —1d
(é'x)3 = é’x(é'e*T—Id):—e*X
(&) = —(&)*=-é" +1d
m Por tanto:
()0 = 1d
(€><)2k+1 — (_1)k€x7 k 0

>
>\2k . (_1\k  ooT
(@) = (~1)k(1d-e™), k>1

fme
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Demostracion de la ecuacién de Euler-Rodrigues Il

m Sustituyendo t = 1y separando n =0, n impar y n par de la
serie, obtenemos:

92k+1 X 2k+1 OO 92k(e—*><)2k
(1) =1d - Z 2k+1)| +; (2k)!

m Sustituyendo los valores antes hallados:

92k+1 92k(é»>< )2k

Z( D iy T - e ;::1 TR

m Reconociendo las series del seno y del coseno:

C(1)=1d -

C(1) =1d — & senf + (Id — &7 )(cos§ — 1)

m Operando, llegamos al resultado final:

C(1) =Idcosh — & senf + &&7 (1 — cosh) s
37/49
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EDC para los angulos de Euler Il
m Desarrollando esta ecuacién:
® 1 0 O 0
wg/n = 0| +[0 cp sp 0
0 0 —sp cp 0
1 0 0 cd 0 —sb 0
+ 10 cp sp 01 0 0
0 —sp cp s 0 cb P
[ & 0 —s6)
= 0 |+ cpbf | + | spcty
| 0 —spf cpchp
1 0 —sf v
= 0 cp spch 0
0 —s¢ cpcl P e
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EDC para los angulos de Euler |

m Partimos de la definicidén de los angulos de Euler en el caso de
aeronaves:

n —> ss 25p
y° x5’
m La velocidad angular tiene la propiedad de que
WGp/n = Wpysr + WUsr s + Ws/n-
m Si mecanizamos esta ecuacién en b:
(‘Ug/n = cﬁfj/s, + ‘32'/5 + Ujg/n
m Por otro lado esta claro que:
Spe =1200]7, &5 ,s=1060T, &g, =[004]".
m Luego: cD'g/ = wb/s, +Ck ,ws,/s + CSWS/n y puesto que
CS = Cé’, C5 podemos escribir:
wb/n = Wb/s' + CS/WSI/S +céce wS/n

DCM
Angulos de Euler

Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud
Cuaterniones

EDC para los angulos de Euler Il

m Obsérvese que lo que realmente se quiere es una expresion
para las derivadas de los dngulos en funcién de

wg/n = [w1 wo w3]T, y por tanto hay que invertir la matriz:
¢ 1 0 —s0] '[w 1| 0 stsp  sbop
0 | =10 cp spcld wy | = p 0 cpcd —spch
" 0 —sp cpcl w3 ¢ 0 sy cp

m Obsérvese que se trata de 3 ecuaciones diferenciales no
lineales, con multitud de funciones trigonométricas.

m Posee una singularidad para 8 = +90°. En realidad los
dngulos de Euler no estdn bien definidos para esta
situacion. Esta singularidad es el motivo por el que no se
suelen usar en sistemas de navegacién inercial (aeronaves
o vehiculos).

m Lo mismo sucede para cualquier otro conjunto de dngulos
de Euler; siempre existe una singularidad.

fme
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EDC para el eje y dngulo de Euler

m La representacién en forma de eje y dngulo de Euler, (ég/n, 0),
tiene las siguientes EDC:

Para el angulo de Euler: § = (é'g/n)ToD'g/n

Para el eje de Euler:

- 1 X 1
b _ L[ b (zb \T\| b
€/n = 5 [(eb/n) T on 62 (Id €h/n(€h/n) )] Wh/n

Son cuatro ecuaciones diferenciales, no lineales.

Poseen una singularidad para 6 = 0.

Si la direccién de & es constante e igual al eje € inicial,
entonces la actitud se reduce a &(t) = €(0) y 6 = |||

m En la practica no se utilizan directamente; las usamos para

hallar las EDC para los cuaterniones. g
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EDC para cuaterniones Il
m Podemos escribir esta ecuacién en forma matricial:
qo0 —q1 —q2 —@q3
d 1 wx
a(q | _ 4+ qgo —g93 Q2 w
dt | @ 2| 3 @ ¢ g
Wz
a3 —q2 q1 do
-b  _ T
donde &y, = [wx wy w]".
m Son cuatro ecuaciones diferenciales, bilineales, sin
singularidades.
m Obsérvese la ausencia de singularidades y de funciones
trigonométricas; se trata simplemente de una ecuacién
diferencial bilineal.
m Estas propiedades de las EDC son la razén mas importante por
la cual su uso es generalizado para representar la actitud de
vehiculos espaciales. Se realizan todos los célculos mediante .
cuaterniones y si es necesario visualizarlos, se transforman a LY

los angulos de Euler mas cémodos para la aplicacion. 43/49
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EDC para cuaterniones |

m Recordemos la definicién de cuaterniones en funcién de dngulo
y eje de Euler:
go = cosf/2, § =sen 9/251’)’/”.

m Derivando en la ecuacién de qg y sustituyendo la EDC de 6,
obtenemos:
do = —1sen6/20 = —1 sen 9/2(51?/”)7—@2/” = —%E]’T@’g/n

m Derivando en la ecuacién de ¢

- 1 - .
q=; cos@/Qéf/nH + sen 9/2ef,’/n
m Sustituyendo las EDC de dngulo y eje de Euler:
1 b (zb \T b
q = 5cos 0/2€,/n(€p/n) " Cpyn

1 @b\ 1 b (zb \T\| =b
+§sen9/2 {(eb/n) +m(1d—eb/n(eb/n) ) @p/p

o

]

-
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EDC para cuaterniones Il|

m Recordando la definicién matricial del producto de
cuaterniones, si definimos un “cuaternién” q,, cuya parte
escalar es cero y cuya parte vectorial es igual a los
componentes de la velocidad angular, es decir:

0
Wx
qu =
Wy
Wz

podemos expresar la anterior ecuacién como

o1
4= 59%qu

m Si se acumulan errores por imprecisiones numéricas se puede
normalizar el cuaternién para que su médulo se mantenga en

la unidad. LR
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Otras EDC

m Pardmetros de Rodrigues:

L ST

1
g=5 [IdJrg“X + g8 }&
m Pardmetros de Rodrigues modificados:

1+|p]l?

. OX =X =X
p=—y {Id+2” thp }*

1+ 5112

m Vector de rotacion:

: 1. 1 o N\ -
G+ fxa+r(1—-—2 Vox(@xa
“t3 X”+0< 2tan0/2) X (0x3)
L]
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Pasando de una actitud a otra: solucién éptima

m Para encontrar la mejor solucién habria que plantear un
problema de “control éptimo”. Por ejemplo podriamos
considerar que para realizar el giro hay que aplicar un cierto
par M de forma que w = M (ojo: esta es una dindmica
inventada).

m Un dptimo respecto al par a ejercer (min fOT M?(7)dT) y con
velocidad angular inicial y final nulas (w(0) = w(T) = 0) es
w(t) = 65 (1 — %) 1. De hecho este es el polinomio més
sencillo que verifica las tres restricciones.

m Si lo que se quiere es llegar “lo mds rapido posible”
(minimizar el tiempo final T): primero el méximo par
admisible Mpax y luego el minimo par admisible M. Si

01
MmaX )

m Si tenemos en cuenta la dindmica real del vehiculo puede
. ., . ]
merecer la pena realizar la rotacién por otro camino (depende =
de las inercias). 47 /49

M nin = —Mpmax la solucidén es T =

DCM

Angulos de Euler

Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud q
Cuaterniones

Pasando de una actitud a otra

m Dados dos cuaterniones qp y g1 que representan dos actitudes
diferentes, jse puede construir una velocidad angular &(t) de
forma que q(t =0)=qoy q(t =T) = q1?

m Como antes, la forma de hacerlo es encontrar el cuaterniéon g
que representa la actitud entre go y g1 go = = *x g1 = q5q1-

o
Este cuaternién estara representado por un angulo 6; y eje de
- cos B /2
Euler € de forma que g, = |-
! que g2 { senfy/2€

m La velocidad angular &(t) solucién tiene la direccién de €'y
representa el “giro mds corto”. Llamemos a su médulo w(t).

Se tendra 0(t) = [, w(7)dT y la actitud sera:

B cos(0(t)/2)
q(t) = qo* [ sen(9(t)/2)5}

fme

m Cualquier w(t) tal que foTw(T)dT = 0; es solucién.
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Linealizando la EDC para cuaterniones |

m Supongamos que tenemos una velocidad angular de referencia
&, que genera un cuaternién de referencia g, de acuerdo a la
EDC que acabamos de ver. Supongamos ahora que
W =&, + 6, donde d& es “pequeiio”. jCudl serd el
cuaternion resultante?

m Usamos el cuaternién de error de forma que g = g x dgq,
determinemos §q. Tomando derivada, se tiene:

. - - b 1
G=qx0q+q*0q=5q*q
m Usando § = 1gx qu,:
1

_ _ 1_
5% Qu, *0q+ q*0q = §q*5q*qw

m Multiplicamos por el inverso de g a la izquierda y despejamos
dq, obteniendo:

N

fme
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Linealizando la EDC para cuaterniones Il

m Expresando & = &, + §& y recordando la expresién linealizada
de un cuaternién pequefio g en funcién del parametro 3

i[i}z}z;[5}2}*[@,25@]_;[5,]*[5}2]

/ / _ 2T =
m Recordemos: { o ] * [ % ] = [ Goq0 ~q " 9 } Por

q q qoq + oG+ G x g
tanto:
df 1 ]_1 a7 J2(&, + 0&) + @] 3/2
dt | 32 | T 2| &+ 0@+ 3/2 x (& + 0&) — &y — &y x 3/2

m Operando y teniendo en cuenta que ||a]|||6d|| = O al ser
ambos términos pequenos:

df 1] _1 0
dt | 32 | T 2| 0@+ 3%,

m Es decir: 3~ 0& + 3 x &,.
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