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Algunas preguntas de test.
Una sola respuesta correcta por pregunta. Las respuestas incorrectas restan 1/2 del valor de la pregunta.

1. La actitud estable de un cuerpo rigido en 6rbita circular es:

a) Con el eje intermedio apuntando a la Tierra y el eje menor perpendicular a la érbita.
b) Con el eje intermedio apuntando a la Tierra y el eje mayor perpendicular a la 6rbita.
¢) Con el eje intermedio en la direccion de la 6rbita y el eje mayor perpendicular a la érbita.

2. Sea un satélite rotando en torno a su eje intermedio a una velocidad angular n y con un volante de inercia girando
a cierta velocidad también en torno a dicho eje. La rotacion del satélite:

a) Es siempre estable.
b) Es siempre inestable.
¢) Puede ser estable o inestable dependiendo de la inercia del volante y su velocidad.

3. Un satélite con disipacién de energia y matriz de inercia en ejes cuerpo principales tal que I; = 1500 kg - m?,
Iy = 2500 kg - m?, I3 = 500 kg - m? se encuentra rotando a una velocidad angular cuyo valor expresado en dichos
ejesesw = [2, 0, —8]T rad/s. Transcurrido un periodo de tiempo suficientemente largo, su velocidad se estabiliza
en cierto valor. ;Cudl de los siguientes valores podria ser dicho resutado final?

a) w=1[0, 1, 0]T rad/s
b) w=1[0, —2, 0T rad/s
¢) w=1[0, —6, 0T rad/s
4. Para una esfera maciza en 6rbita a 1000 kilémetros de altitud, ;cudl de los siguientes acabados superficiales provo-

caria que la esfera se encontrara a mayor temperatura?

a) Pintura de oro.
b) Pintura negra.
¢) Pintura blanca.

5. Dada una cierta actitud:

a) Existe un Unico cuaternién ¢ que representa dicha actitud.
b) Existe un tnico cuaternién g, con ||g|| = 1 que representa dicha actitud.
c) Existen dos cuaterniones q; y g2, con [|q1]| = [|g2|| = 1, que representan dicha actitud.

6. (Cudl de los siguientes sistemas de potencia seria mis recomendable elegir como primario en una misién a Jupiter?

a) RTG.
b) Paneles solares.
¢) Células de combustible.

7. (Cudl es el mecanismo de transmisién de calor dominante para un vehiculo espacial en 6rbita?

a) Conduccién.
b) Conveccion.
¢) Radiacion.

8. ¢Se puede utilizar el GPS para determinar la actitud de un vehiculo espacial?

a) Si, pero sélo para vehiculos en LEO.
b) No.
¢) Si, para vehiculos en altitudes desde LEO hasta GEO.



Algunas cuestiones ejemplo.

1. Se tienen tres sistemas de referencia, A, B y C. La actitud de B con respecto a A viene dada por el cuaternion ¢ .
La actitud de C con respecto a A viene dada por el cuaternién gs.

a) Encontrar el cuaternién que describe la actitud de C respecto a B.
b) Encontrar el angulo 6 y eje de Euler & que transforma el sistema de referencia B en el C.

¢) Los ejes cuerpos de un satélite coinciden en el instante ¢y con B y se desea que en el instante ¢; coincidan con
C. Encontrar una velocidad angular &(t), t € [to, t1] tal que provoque la rotacién deseada en el satélite.

Recordatorio: dado un dngulo de Euler € y un eje de Euler €’el cuaternién que representa dicha rotacion viene dado
por go = cos 0/2 (parte escalar) y ¢ = sen 6/2¢ (parte vectorial).

2. Sea un satélite rigido con momentos de inercia I; (en ejes principales) tales que /1 = Io = I > I3y con un volante
de inercia (de inercia Ir) rotando con velocidad angular wg en torno al eje menor del satélite (de forma que lo
estabiliza). Las ecuaciones del movimiento son:

Ly = (I — I3)wows — Ipwrws + My,
IQLLJ2 = (Ig — Il)w3W1 + IRUJRWl + Mg,
Izws = (I — Iy)wiws + Ms,

Supongamos que repentinamente el satélite sufre un momento perturbador constante en su eje 1 (M; = cte.,
Ms = M5 = 0).

Resolver las ecuaciones del movimiento, partiendo de una condicién inicial en la velocidad angular nula. Comentar
el efecto del volante de inercia.
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Instrucciones: Escribir en el recuadro PRIMER PARCIAL o FINAL ’

Primer parcial: Realizar las preguntas 1-6 del test (25 %) y las cuestiones 1,2,3 (25 % cada una).
Final: Realizar todo el test (30 %) y las cuestiones 1,2,4,5 (70 % en total, con igual peso cada cuestion).

Cuestiones.

1. Un vehiculo posee un magnetémetro y un sensor solar digital de aspecto solar. Supongamos que en un cierto
instante se sabe que en ejes inerciales el campo magnético tiene la direccién 17%4 y el Sol Ug, pero los sensores
miden, respectivamente %, y 175 , donde los valores de estos vectores son:

0 0 0 0
77]{1 =101, Ug = ? ) 171?{ = _% ) ﬁg =1
1 1 V3 0
2 2
Si se desea que el vehiculo llegue a una actitud final dada en la secuencia 1-2-1 por (6; = 30°, 65 = —60°, 05 = 0°)

en diez minutos, encontrar de la forma mds precisa posible una velocidad angular &(¢) (en ejes cuerpo) que sea
capaz de realizar el giro y con la condicién adicional de que la velocidad angular inicial y final sean nulas (parta del
reposo y termine en reposo).

- . L T @)
Se recuerdan las siguientes relaciones que pueden ser ttiles: gy = %U, 7 =g (CT=0).

2. Bajo una hipétesis de pequefios dngulos, las ecuaciones de Euler se pueden suponer desacopladas, de forma que las
ecuaciones controladas para un eje se reducen a:

16 = u
Como el actuador es propulsivo, los Gnicos posibles valores de u para todo instante de tiempo son « € {Umin, 0, Umaz -
S_upongamos para simplificar que Ui = —Umas Y que se empieza en una condicién inicial 6(0) = 6y > 0,
6(0) =0.

a) Si se quiere llegar al origen consumiendo el menor combustible posible, en un tiempo 7, ;cudl es la secuencia
oOptima de control que lo logra? ;durante cudnto tiempo estin activos los actuadores?

b) (Cuadl seria el valor minimo posible del tiempo en funcién de w44, Iy 60?

¢) Para el caso de que 7 = 100 kg - m?, u = 10 N - m, §p = 5°, ;cudl serfa el tiempo minimo? ;cuénto tiempo
estarian activos los actuadores si el objetivo es llegar en un tiempo doble del tiempo minimo gastando el menor
combustible posible?

3. Cuando un vehiculo en 6rbita circular de radio R en torno a la Tierra esta sometido al gradiente gravitatorio, las
ecuaciones de Euler que verifica la velocidad angular en ejes cuerpo son

Il(i)l = [UJQCUg — 3TL2C91C26‘2891] (.[2 — Ig)
I2L;)2 = [OJ1W3 + 37’L2C91C02592] (Ig — Il)
I3w3 = [Wle + 37’L2591C02592] (Il — IQ)
donde n = ’1%9, 0, es la guifiada, 65 el cabeceo y 63 el balance en ejes 6rbita, y las ecuaciones cinematicas son
9:1 1 cly  sbysf;  sbBacHy w1 n s0s
By | = o 0 chicly —sbichy we | + e chachs
é3 €72 0 801 091 w3 €72 802393

a) Encontrar al menos dos equilibrios del sistema (velocidad angular+angulos en ejes drbita).



b) Estudiar la estabilidad de uno de los equilibrios. ; Qué relacién deben cumplir las inercias para que el equilibrio

sea estable?

4. Con las definiciones usuales, las ecuaciones del P3CCR adimensionales linealizadas en torno a un punto de equili-

brio son:
5o’ — o8y —ox — 40T p20T (@t 4 ey 0T g pe(@t = L4 p)7s - 0T
(ri)® (r3)? (ri)® (r3)®
Sy pedy Ly T 0T ey TS - OF
oy’ + 280 —sy = -0 +3 +3
(ri)?  (r3)? (r1)? (r3)?
52 = _ Ml*(sz _ ,LLQ*(Si 3,LL12:*7:T5~ or Suzz*igg or
(ri)®  (r3) (ri) (r3)

a) Encontrar justificadamente condiciones para la estabilidad de los puntos de Lagrange.

b) Aplicar al caso Tierra(b)-Luna, para el cual pug = 398600,4 km®/s*, ug = 4902,8 km®/s®, D = 384400km, y se
sabe que los puntos L1,L.2,1.3 se encuentran, respectivamente, a 326400 km, 449100 km y 381600 km de la Tierra, en la
direccidén apropiada (la posicién de los puntos L4 y LS se puede deducir facilmente). En los casos inestables, jcémo de
“rdpida” o “lenta” es la inestabilidad? (usar el tiempo doble, el tiempo que tardaria una condicién inicial en duplicarse).

5. Un vehiculo espacial se encuentra en las proximidades de una estacion espacial que orbita la Tierra siguiendo una 6rbita circular
con un radio de 7000 kilémetros. La posicién del vehiculo espacial, en el sistema de referencia LVLH, es 7 = [0,1 0,2 0]7 [km]

y su velocidad inicial %o = [0 — 0,001 O]T [km/s]. Recordando que la solucién de las ecuaciones HCW es
x 4-3C 0 0 £ 09 g o
y 6S—6nt 1 0 =2 458nt g Yo
z | 0 0o C 0 0 s 20
z | 3nS 0 0 C 25 0 Zo
] 6nC —6n 0 0 —-25 4C-3 0 Yo
z 0 0 —Sn 0 0 C 20

donde se ha escrito C = cosnt, S = sennt, siendon = 4/ “i;, se pide:

R

a) Describir la maniobra A% mds econémica (de menor médulo) que de forma instantédnea llevaria al vehiculo a una 6rbita
periddica en torno al blanco. ;Cuadl es el periodo de la érbita?

b) Dibujar de forma justificada en el plano x-y dicha érbita periddica, marcando el sentido en el que se recorre.

Solucion a las cuestiones 1,2,4,5

1. En primer lugar calculamos la actitud inicial. Del tema 1 sabemos que el magnetometro es un sensor menos preciso
que un sensor digital de aspecto solar. Vamos a utilizar el método TRIAD ya que no se proporcionan las matrices
para el método Q, utilizando la segunda medida en primer lugar. Tendriamos:

I v Y Y
NEUSE 1 P xal]
1 1 M
2
Igualmente )
2 « =B
N B 5 S1 X 'UM
USSP Exan] T
0 LA EM
Por tanto:
0o 1 0
Mes=| % 0 -
1 g _V3
2 2
llegando a:
01 0
A=MyMl,=11 0 0
00 -1

1
0 73
0 -
1
0 53
0 -
Mobs =
V3 _1
2 2
0 0
_1 3
2 2

R R 0
7"1><2: 1
7:'1><7?2 _é
L 2
o o [0
R _ 1o
‘81><$2| 1
1 0
0 O
0 -1
1 0 0
_ V3 1
T 2
0 3 %5

Se puede verificar que esta matriz transforma las referencias en las observaciones sin error. Ademds se puede
constatar que esta matriz representa un giro de —30° en torno al eje x. Puesto que la actitud deseada consta primero
de un giro de 30° en torno al eje x y luego de un giro de -60° en torno al eje y, estd claro que para pasar de una a



otra, necesitaremos un giro de 60° en torno al eje X y luego de un giro de -60° en torno al eje y (si no se ve claro
también se puede hacer con los métodos de siempre). El cuaternién que representa esta secuencia es:

V3 @ 3

B R B D
qrot 0 _% 4 _\/g
0 -1

Por tanto el 4ngulo de Euler es § = 2arccos 3 = 82,82°, como sen?6/2 + cos?6/2 = 1, se tiene sen® §/2 =
) V3 V21
1-9/16 =7/16, luegosen8/2 = VT/d,ye= 3hm =15 | —V3 | =3 —\\[/21
-1 -7

Finalmente, la velocidad angular pedida serd, pues:

66 t V2L

V7

Hay otras posibilidades, siempre que la direccién vaya de acuerdo al eje de Euler, se cumpla que &(0) = &(7T') = 0
y que la integral del médulo de la velocidad angular entre O y 7" sea igual a 6, se trata de una solucién vélida.

. Recordemos que bajo estas condiciones (ecuaciones desacopladas) la solucién que obtenemos es 0 =6+ F(t—to)
yO =0+ 0 (t—to) + 55 (t — to)2. Si no hubiera propulsién entonces la solucién es 0 = 0 y0 =00+ 0o (t—to).
6—6q

Si hubiera, se puede eliminar el tiempo, t — tg = “=2, y obtenemos
I
i—9 A 60 b0 02 - 3
0—0 9 — bo u — b - — Vo 9 — Vo —9 —Up
o + 6o % + 57 % o + % o + 5 o+ 2%

Si queremos llegar al origen en un tiempo 7' gastando el menor combustible, y en las condiciones del enunciado,
en primer lugar habra que aplicar el control minimo hasta llegar a un cierto valor de § = —6 (rama 1, durante un
tiempo t1), luego dejar que el dngulo disminuya lentamente sin control (rama 2, durante un tiempo t¢5), y finalmente
aplicar el control maximo hasta llegar al origen (rama 3, durante un tiempo ¢3). Llamando 6; al valor del dangulo al
final de la rama 1, y A5 al valor del dngulo al final de la rama 2, tenemos las siguientes ecuaciones:

52
91 = 90 T S Umar ?
2“7711070
é
tl = Umaz ’
0, = 67— to,
52
0 = -,
2“77}@1‘,
1)
t?’ = Umaz ’
I
Como 1T' = t1 + to + t3, obtenemos:
0 2 52
5 0 —0, & 26 00— 5ume —smms 20 6, 6 5 6
T= + + = + . — =g+ - = +—=
u'n}az 6 u'n}az u'n}az 5 UW}QJ‘, 6 “n}am uw}am 6

De esta ecuacion se despejaria el valor de J necesario para llevar a cabo la maniobra, ya que todo lo demds es
conocido. El tiempo que los actuadores estdn activos es t1 + t3, es decir:

26

Umaz

t1 +1t3 =

. La maniobra de tiempo minimo se da cuando t5 = 0, es decir, en ningin momento se apagan los actuadores. De
la expresion que obtuvimos de ¢s:

2 2
90 ) )

~ 3Wmaz — 3%maz 52 m
to = 15 1 O%QOWO%(SM
I




y por tanto el tiempo minimo es:

26 _ 0o

Umax Umaz

Trnin =t +1t3 =

Con los datos del enunciado, T},;, = 1,8683 s. Si usamos el doble del tiempo minimo, entonces tenemos que
despejar ¢ de la ecuacién 27, = —— %", que transformamos en 62 umm — 2Tmind + 09 = 0, luego
I

0
5= ( min £ || T2, — °> e ( \/ ¢ ) s (24 V), [y e
I

Las dos soluciones que se obtienen son 0,3486 rad/s y 0,025 rad/s. Se puede comprobar que la primera solucién
no es correcta, ya que el tiempo de propulsion saldria t; +t3 = wear— = 6,9727 s es superior al tiempo establecido
I

para la maniobra (2 veces el tiempo minimo). La otra solucién es la correcta, dando un tiempo de maniobra igual a
t1 + t3 = 0,5 s, 1o cual si tiene sentido.

. Cuestion tedrica.

. La primera parte de la cuestion es tedrica, luego sdlo se explica en detalle el segundo apartado. Tras todos los
pasos de la primera parte se deduce que la condici6n es, para los puntos colineales, que o € [8/9, 1], donde o2
(T ) +s + (T ) . Para los no colineales, la condicién es |21 — 1| > 1/23/27 (hay otras formas equlvalentes) Todos

= 0,9878,
#@-HL(
y por tanto |2u; — 1| = 0,9757 > 0,9230 = /23/27, luego los puntos L4 y L5 son matemdticamente estables

(marginalmente). Por otro lado, 1o = 1—pu; = 0,0122. Para todos los puntos colineales, r] es la distancia a la Tierra
dividida por la distancia Tierra-Luna. Por tanto, para el punto L1, 7} (L1) = 326200 — ( 8491. Luego 73(L1) =

estos valores son adimensionales. Calculamos algunas de las constantes adimensionales: ; =

384400
1 —r}(L1) = 0,1509. Igualmente, para el punto L2, ri (L2) = 52450 = 1,1683. Luego r3(L2) = r{(L1) — 1 =
0,1683. Finalmente, para el punto L3, 7} (L3) = 351608 = 0,9927. Luego r3(L3) = 1 + r{(L1) = 1,9927. Por lo

que encontramos o2(L1) = 5,1508, 02(L2) = 3,1677, 02(L2) = 1,0113. Ninguno de estos nimeros estd dentro
del margen para la estabilidad, por lo que son claramente inestables.

. Sabemos que la tnica condicién necesaria para que una orbita sea periddica es que zo = —%2, o lo que es lo
mismo, yg = —2nxg. Por tanto, la maniobra més pequefia que nos llevard instantdneamente a una 6rbita periddica
lo dnico que debe hacer es manipular la velocidad g para que se ajuste al anterior valor. Puesto g, = —0,001 km/s

y necesitamos ya’ = —2nzxo = —0,00022 km/s, donde se ha calculado n = ,/ ’f,—? = 0,0011 rad/s, obtenemos

AV = [0 0,00078 0]7 km/s. Esa maniobra de forma instanténea cancelar4 los términos inestables, quedando s6lo
senos y cosenos con frecuencia n, y por tanto una 6rbita periddica con periodo 1" = 2% = 5828,5 s = 97,15 min.
Para dibujar la 6rbita resultante en el plano x —y, sustituimos las condiciones iniciales distintas de cero y recordamos
que tras la maniobra ;z)g = —2nzxq, obteniendo:

2(1-C
z = (4-3C)zo+ g(—?nm) = xgcosnt
n
48
y = 6Szo+yo+ —(—2nzo) = —2x¢sennt + yo
n
Es fdcil ver que + M = 1. Por tanto se trata de una elipse con sus semiejes alineados con los ejes x e y,

0
centradaen x = O Y = yo, de semiejes x( en la direccién x (menor) y 2z en la direccién y (mayor).
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Puntuacion total: 10 puntos.

1. (1.5 puntos) Responder a las siguientes cuestiones tedricas

a) Definir brevemente los siguientes conceptos (maximo 4 lineas para cada concepto):

b)

1) Sistema de Control de Reaccion.

2) Disipador de nutacion.

3) Girdscopos de control de momento (CMG).

4) Cuerpo prolato.

5) Rigidez giroscépica.
Describir brevemente pero con precisién qué métodos, actuadores y sensores seria razonable utilizar para
ADCS (determinacién y control de la actitud) en las siguientes misiones:

1) Un pequeifio satélite de bajo coste en drbita baja con forma de cubo (CubeSat).

2) Un satélite cartogréfico en orbita heliosincrona (baja) que requiere altas precisiones y maniobras rdpidas.

3) Una sonda interplanetaria durante la fase heliocéntrica de su trayectoria.

4) Un satélite geoestacionario para observacion del clima terrestre, sin requisitos estrictos de precision, que

no requiere maniobras, y cuya vida se pretende maximizar.

5) Un vehiculo lanzador en la fase final del lanzamiento (desde capas muy elevadas de la atmdsfera hasta
desplegar la carga util en 6rbita baja).

2. (2.5 puntos) Responder a las siguientes preguntas sobre cinematica de actitud

a)

b)

c)

Definir esquematicamente la secuencia de dngulos de Euler 2-3-2, denotando el primer giro como 64, el
segundo como 6 y el tercero como 3. Deducir de forma razonada las ecuaciones diferenciales cinematicas
(no es necesario invertir la matriz en el dltimo paso, se puede dejar indicada). ;Cudl es la singularidad o
singularidades de esta secuencia?

Supongamos que un cuerpo tiene una actitud inicial, descrita usando la secuencia estudiada en el anterior
apartado y dada por (6; = 60°,6, = 90°,05 = 0°), y se desea que llegue a una actitud final dada por
(8, = 180°,6; = —60°,65 = 0°). Suponiendo que se desea realizar esta transiciéon en un periodo T de
diez minutos, encontrar una velocidad angular ¢j(¢) (en ejes cuerpo) que sea capaz de realizar el giro y con la
condicién adicional de que &(0) = &(T) = 0, es decir, la velocidad angular deberd ser nula al principio y al
final de la maniobra.

Recordando las ecuaciones de Euler

Lo + (Is — I)wows = M
Lo + (I — I3)wiws = Mo
Isws + (I — I)wow1 = M;

y suponiendo momentos de inercia I, I, I3 diferentes entre si y que se puede ejercer el par M = [M; My M3)*
que se desee, ;qué par M serviria para llevar a cabo la maniobra descrita? ;Cémo habria que modificar el apar-
tado anterior para que los pares sean nulos al principio y al final de la maniobra, es decir M (0) = M (T) = 0?

(Sigue por detrds)



3. (2 puntos) Sea un satélite rigido sin pares externos y con velocidad angular & = [wy, wa, ws]T, donde w; son las
componentes de la velocidad angular del satélite en ejes cuerpo, y con momentos de inercia I; (en ejes principales).
Ademés se tiene que [7 > Iy > I3.

a) Enunciar y justificar la regla del eje mayor cuando existe disipacién de energia.

b) (Seria posible estabilizar el vehiculo (con disipacién de energia) rotando en torno al eje intermedio, si se
afiade un volante de inercia con inercia I y velocidad angular wg que se puede suponer constante? Encontrar
las condiciones que se deben verificar. Para ello se recable el siguiente resultado matematico:

Teorema: Sea F'(z,y, z) una funcién a minimizar sujeta a la restriccién G(z,y,z) = 0. Sea L(x,y,2) =
F(z,y,z) + AG(z,y, z) el Lagrangiano del sistema de forma que z*, y*, z*, A* es un punto critico (que hace
las primeras derivadas parciales de L cero) donde se quiere investigar si hay un minimo. Si se cumplen las
condiciones:

- %(x*ay*aZ*) 7& 0
» Det(Hs(x*,y*, 2%, A*)) <0
» Det(Hy(z*, y*, 25, 1*)) <0
entonces se tiene un minimo en el punto critico, donde H3 y H4 son las matrices:

0 oG oG oG

0 oG oG oz dy 9z
A dy aG  8%L 3%L 9%L
Ha = 9G 9%L 9°L H, = Oz 0z2 Oxzdy  Oz0z
3= O 2 dxdy | 4= aG  8%L 8%L 8%L )
oG 8%L %L oy Ox0y 8;;2 Oydz
dy Ozoy Dy G  9%L 8°L 8°L

0z 0xdz Oyoz 022

4. (1 punto) Para un vehiculo espacial en 6rbita cuyo centro de gravedad se encuentra a una distancia R, de un
cuerpo masivo (con pardmetro gravitatorio p), y sabiendo que el tensor de inercia del vehiculo es Z, encontrar
razonadamente una expresion lo mas exacta posible del par M (respecto al centro de gravedad del vehiculo) debido
al gradiente gravitatorio experimentado por el vehiculo (no es necesario expresar M en ninguna base, simplemente
encontrar una férmula vectorial). Puede ser qtil recordar las siguientes expresiones:

= Si|B| <« |A|, se cumple |A + B|" ~ | A" + n| A|"2 (/Y é)

= Ley de gravitacion universal para un cuerpo de masa m a distancia 7" de un cuerpo masivo con pardmetro

gravitatorio y: F' = —E327, donde r = |7].

= Definicion del tensor de inercia: 7 = fv ([ﬁT pld — ppT ) dm donde pes la distancia de cada particula de
masa dm al centro de gravedad del vehiculo (integral extendida al volumen completo V' del vehiculo).

5. (1 punto) Describir la formulacién del algoritmo Q (cuantas medidas son necesarias, qué funcién de coste se
emplea, etc...). Una vez formulado, no es necesario describir los pasos intermedios, sino que se puede usar el hecho
de que, expresando la actitud como un cuaternién ¢ y tras realizar diversas manipulaciones algebraicas, se llega a
una formulacién J = ¢” K¢, donde K es una matriz 4x4 que depende de las medidas y los pesos elegidos para
ponderarlas entre si, y J es una funcién de coste que hay que maximizar. Supuesta conocida K, concluir la pregunta
de forma razonada encontrando el cuaternién de actitud que maximiza J.

6. (2 puntos) Describir el mecanismo yo-yo y su utilidad. Describir las hipétesis habitualmente utilizadas para estudiar
la dindmica del mecanismo. Recordando que la energia cinética inicial es Ty = %mRQK nZ y el médulo del
momento cinético inicial es Iy = mR2Kng, donde K = 1 + mlﬁ I3 el momento inercia en torno al eje de

simetria del vehiculo, R el radio del vehiculo en el plano perpendicular al eje de simetria,m la masa y ng la

velocidad angular inicial, y que cuando se desenrolla un dngulo ¢ de cable del mecanismo se obtiene que T’ =
mTRQ (Kn2 + (p+ n)2¢2) yT' =mR?*(Kn + (n+ ¢)¢?), donde n es la velocidad angular del vehiculo, deducir

de forma razonada el valor de (ﬁ, los posibles valores finales de la velocidad angular, y la longitud de cable que es
necesario desenrollar para obtener dichos valores de velocidad angular, asi como el tiempo final ¢; que se tarda en
alcanzar la velocidad deseada.

Partiendo de los resultados anteriores, expresar la velocidad angular del vehiculo como funcién del tiempo, n(t).
Calcular la aceleracién angular «(t) = n. Encontrar la tensién en los cables 7" relacionando la aceleracién angular
con el par que los cables transmiten al vehiculo.

En particular, para un vehiculo tal que I3 = 200 kg - m?, m = 4 kg, R = 1 m, ng = 75 rpm, ;qué longitud de
cable serd necesaria para detener totalmente el vehiculo y cudnto tiempo se tardara en hacerlo? ;Cudl serd la tensién
maxima que los cables tendrdn que soportar?



Solucion

1. Cuestion tedrica.

a) Las respuestas se obtienen directas de teorfa.

b) Existen varias posibles respuestas validas, pero las siguientes serian correctas:

1y

2)

3)

4)

5)

Un pequeiio satélite de bajo coste en 6rbita baja con forma de cubo (CubeSat). Estabilizacién por momen-
tos magnéticos. Serfan necesarios magnetopares y magnetémetro. Como sensores adicionales se sugieren
giréscopos electrénicos de bajo coste.

Un satélite cartografico en drbita heliosincrona (baja) que requiere altas precisiones y maniobras rdpidas.
Debe estar estabilizado en sus tres ejes. Para conseguir maniobras rapidas y precisas se sugiere el uso de
CMGs (control moment gyros). Como sensores se podrian usar sensores digitales de aspecto solar y star
trackers. El uso de magnetopares adicionales seria recomendable puesto que permitiria eliminar momento
cinético acumulado sin necesidad de usar combustible.

Una sonda interplanetaria durante la fase heliocéntrica de su trayectoria. Sistema estabilizado por rota-
cién, sin mayores requisitos, rotando en torno al eje mayor. Se podria instalar un disipador de nutacién
para aumentar la estabilidad del sistema. Para detener la rotacién se puede utilizar propulsién o un siste-
ma yo-yo. Para maniobrar la posicion del eje de giro, maniobras de “coning”, para lo cual seria necesario
tener toberas y un sistema RCS asociado. Serian necesarios sensores precisos (por ejemplo star trackers)
para adquirir la actitud una vez llegado al destino, pero durante la fase heliocéntrica es suficiente con
tener giréscopos de bajo coste y sensores de radiacion solar.

Un satélite geoestacionario para observacion del clima terrestre, sin requisitos estrictos de precision, que
no requiere maniobras, y cuya vida se pretende maximizar. Estabilizacidn por gradientes gravitatorios. El
uso de mastiles desplegables permitiria aumentar la diferencia entre las inercias de los ejes aumentando
el efecto del gradiente gravitatorio. Adicionalmente se puede instalar un volante de inercia para mejorar
la estabilidad en guifiada. Como sensores tipicamente se usarian sensores de radiacion solar, de horizonte
terrestre, y giréscopos electronicos.

Un vehiculo lanzador en la fase final del lanzamiento (desde capas muy elevadas de la atmdsfera hasta
desplegar la carga ttil en 6rbita baja). Estabilizado por rotacién en torno al eje menor. Sin necesidad de
actuadores o sensores adicionales ya que es una fase muy corta, aunque el vehiculo lanzador tipicamente
tendrd un sistema de navegacidn inercial, GPS, y toberas.

2. Cinematica de actitud:

a) Pregunta tedrica. La singularidad se encuentra en 6o = 0°, 180°.

b) Para responder esta pregunta, llamemos ¢q a la actitud inicial y ¢; a la actitud final. Llamemos ¢ a la actitud
entre el perfil inicial y el final, como se vio en teoria ¢r = ¢§ * ¢1. Calculando estos cuaterniones:

- (ﬁHl)*(ﬁJfk\f) :i(\/é+i\/§+j\/§+k\/6)

2 2 2
v =) =50
o = é(\/é—i\@fjf—k\/@*(j\/g—i)
1

= 8((\/6—\/5)+i(ﬁ—\@)+j(\/ﬁ+\/6)+k(—f—\/§))
= g((\/3—1)+i(3—\/§)+j(3+\/§)+k(—\/§—1))

Observando el cuaternién de rotacion, para obtener la velocidad angular hay que extraer el eje y dngulo de

Euler. Puesto que la parte escalar es qrg =

% = cos 0/2, obtenemos 6 = 165,13°. Por tanto:

) 3—3 0,226

€= - — | 3+Vv3 | =] 08436
sinf/2 8 /21 04871
Como velocidad angular elegimos
0,226
d(t) = 0,8436 | w(t)
—0,4871



donde w(t) debe verificar: w(0) = w(T) =0, fo 7)dT = 6. Tomamos por ejemplo una funcién parabélica
w(t) = Ct(T —t) que verifica las restricciones inicial y final, e integrando, obtenemos C (—3 - 7) =40,
de donde w(t) = (T — t) 24, luego:

0,226

S(t)=| 08436 | (T —
—0,4871

60
t) T3

c¢) Para obtener el par simplemente sustituimos las componentes, encontrando:

M, = Lew-+ (I3 _12)W2€2€37
M2 = 1262(;] —+ (13 — Ig)w2€3€1,
Ms; = Izesw + (13 —12)w2€162,

asf por ejemplo My = Ieq(T — 2t) 85 + (I3 — Ir)esest?(T — t)? 376,962. Para que el par fuera cero al prin-
cipio y al final, escogemos la misma funcién w(t) pero elevada al cuadrado, es decir, w(t) = Ct3(T — t)2,
de esa forma su derivada es también cero al principio y al final. Calculando la integral obtenemos ahora
CT® (3 — 1 + 1) =0, de donde w(t) = t3(T — t)23%, luego:

To 9
0,226
. ’ 300
G(t) =] 08436 | t*(T — 15)2ﬁ
—0,4871

y calculando por ejemplo My = Ley24(T — t)(T — 2t)3% 4 (Iy — Ip)esest (T — £)* 299 Se verifica
claramente que es cero al principio y al final de la maniobra.

3. Pregunta tedrica, la segunda parte es exactamente igual que en teoria pero hay que sustituir el eje 3 por el 2.

4. Pregunta tedrica, es necesario explicar bien por qué se cancelan las integrales que lo hacen.

5. Pregunta tedrica.

ng—n

no+n’
Resolviendo para ¢: ¢(t) = ngt. Para obtener n = 0 necesitamos desenrollar una cantidad de cable tal que

6. La primera parte es tedrica, llegando (con los pasos explicados en teoria) a gi) = ng, y la ecuaciéon ¢ =

¢ = VvV K, lo que tardara un tiempo ¢t = nL[I)( Por otro lado despejando n en la segunda ecuacion:

K — ¢2(t) K —nit?
n(t) 2 no = 242 no
K + ¢2(t) K +ndt
Por tanto:
apmme = (K + nit?)? o= (K + n2t?)?

Teniendo en cuenta que n = w3 en las ecuaciones de Euler y que las otras velocidades angulares son cero, encon-
trarfamos Isn = M3, donde M3 es el par ejercido en el eje 3 por los cables. Puesto que el par es el brazo por la

fuerza (al ser esta tangente), obtendriamos Isn = —2RT, de donde:
2n3tK

T = Jq— 20772

SRIK + n2t2)?

El par mdximo se encuentra derivando respecto al tiempo:

K — 3n3t?
R(K + nt?)?

ar _ | 2y K(K + ngt*)? — dngt(K + ngt*)2nit K

=203 K
e~ ° R(K + n2t2)* 370

Igualando a cero, obtenemos que el tiempo en el que se produce el minimo es tal que K — n3t? = 0, es decir,

- f’ lo que sucede antes de que el cable esté totalmente desenrollado. Por tanto:

2nf MK . 2m3 K  3v3ILn3

R(K + 032)2_ "RE(1+1)2 " SRVK

Tmaw = IS

En particular, con los datos del problema, K = 1 + R2 = 51, la longitud de cable es | = RVK = 7,14 m, el
tiempo seria t = 0,9 s, y la tensién maxima seria T},,, = 1122 N.
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Test—Valor total:30 %.
Una sola respuesta correcta por pregunta. Las respuestas incorrectas restan 1/2 del valor de la pregunta.

1. En las dltimas etapas de los vehiculos lanzadores, y para un vehiculo lanzador tipico, con forma fuselada y alargada
(como un misil):
a) Se puede estabilizar el vehiculo lanzador haciéndolo rotar en torno a su eje mayor.
b) Se puede estabilizar el vehiculo lanzador haciéndolo rotar en torno a su eje menor.
¢) Se emplea un mecanismo yo-yo para disminuir los errores causados por una alineacién no perfecta entre la

direccidn deseada de propulsion y la fuerza propulsiva real.

2. La actitud estable de un cuerpo rigido en Orbita circular es:

a) Con el eje intermedio apuntando a la Tierra y el eje menor perpendicular a la 6rbita.
b) Con el eje intermedio apuntando a la Tierra y el eje mayor perpendicular a la 6rbita.

¢) Con el gje intermedio en la direccién de la 6rbita y el eje mayor perpendicular a la érbita.

3. Supongamos que tenemos n sensores independientes que calculan la direccidn en la que se encuentra cierto objeto
estelar (el Sol, estrellas, etc...). ;Qué valor minimo debe tener n para que una estimacion de la actitud se pueda
determinar?

a) 2.
b) 3.
¢) Depende de la precisioén de los sensores.
4. Un satélite (sin partes moviles pero con disipacion de energia debida a efectos de flexibilidad) con matriz de inercia
en ejes cuerpo principales tal que I; = 1500 kg - m?, I, = 2500 kg - m?, I3 = 500 kg - m? se encuentra rotando a
una velocidad angular cuyo valor expresado en dichos ejes es w = [2, 0, — 8] rad/s. Transcurrido un periodo de

tiempo suficientemente largo, su velocidad se estabiliza en cierto valor. ;Cudl de los siguientes valores podria ser
dicho resutado final?

a) w=10, 1, 0]T rad/s
b) w=1[0, —2, 0] rad/s
¢) w=1[0, —6, 07 rad/s
5. Para estimar la actitud de un satélite usando un filtro de Kalman es necesario al menos:

a) 3 giréscopos independientes y 1 sensor de direccidn.
b) 3 giréscopos independientes y 2 sensores de direccion.

¢) Al menos un gir6scopo y un sensor.
6. Dada una cierta actitud:
a) Existe un tinico cuaternién g que representa dicha actitud.

b) Existe un tnico cuaternién ¢, con ||g|| = 1 que representa dicha actitud.

c) Existen dos cuaterniones q; y g2, con [|q1]| = [|g2|| = 1, que representan dicha actitud.



7. (Qué superpotencia desarroll inicialmente la tecnologia de rendezvous espacial de forma manual?

a) Estados Unidos.
b) La Uni6n Soviética.

¢) Tanto Estados Unidos como la Unién Soviética.

8. Para una esfera maciza en 6rbita a 1000 kilémetros de altitud, ;cudl de los siguientes acabados superficiales provo-
caria que la esfera se encontrara a mayor temperatura?

a) Pintura de oro.
b) Pintura negra.

¢) Pintura blanca.

9. (Cuadl de los siguientes sistemas de potencia seria mis recomendable elegir como primario en una misién a Jupiter?

a) RTG.
b) Paneles solares.
¢) Células de combustible.
10. ;Qué sistema de potencia primario seria 6ptimo para una mision tripulada a la Luna, en la que se pretende perma-
necer en la Luna una semana y después regresar a la Tierra?
a) Paneles solares.

b) Células de combustible.
¢) RTG.

11. ;Cudl es el mecanismo de transmisién de calor dominante para un vehiculo espacial en 6rbita?

a) Conduccion.
b) Conveccion.

¢) Radiacion.
12. (En qué consiste un dispositivo del tipo heat pipes/pipe tubes?

a) Un circuito de conveccién forzada con algin tipo de gas, como por ejemplo Freén.

b) Un circuito de conveccién con cambio de fase con algun tipo de liquido que se evapora y luego vuelve a
condensar.

¢) Un circuito con un sélido con capacidad de cambio de fase a temperaturas similares a las internas del satélite,
como por ejemplo parafina.

13. El “baking out’:

a) Es el proceso por el cual muchos materiales modifican su masa y/o sus propiedades debido a que los gases
adsorbidos en capas exteriores son liberados.

b) Es el proceso por el cual en muchos materiales se produce abrasion, descamacidn o incluso soldadura, debido
a que el oxigeno adsorbido en capas exteriores se libera.

¢) Es un procedimiento de calentamiento al vacio que prepara los materiales para que sean mds resistentes al
vacio espacial.

14. ;Cual de los siguientes sistemas de estabilizacion de la actitud serfa mas recomendable para un satélite de larga
vida (10 o més afios) en Orbita geoestacionaria?

a) Estabilizacién por rotacion.
b) Estabilizacion por gradiente gravitatorio.

¢) Estabilizacion mediante volante de inercia.
15. ;Se puede utilizar el GPS para determinar la actitud de un vehiculo espacial?

a) Si, pero so6lo para vehiculos en LEO.
b) No.
¢) Si, para vehiculos en altitudes desde LEO hasta GEO.



Cuestiones—Valor total:70 %.

. Describir brevemente los diferentes sistemas de representacion de actitud y explicar sus ventajas y desventajas.
. Para el conjunto de dngulos de Euler 3-1-3, encontrar las ecuaciones diferenciales cinematicas.

. Dadas dos medidas independientes de sensores en el sistema de referencia B (ejes cuerpo), denotadas como Wi y
WQ, de dos direcciones conocidas en el sistema de referencia A (inercial), denotadas como V1 y Vg, encontrar la
matriz C¥ mediante el algoritmo TRIAD.

. Deducir las ecuaciones del movimiento relativo entre dos cuerpos, bajo las hipédtesis habituales (ecuaciones HCW
del problema de Rendezvous) que deberan ser descritas.

. Deducir la expresion del par causado por el gradiente gravitatorio para un cuerpo en Orbita circular, en funcién del
tensor de inercia Z, el vector posicion del centro de gravedad del cuerpo R., y el pardmetro gravitatorio p.

. Sea un satélite rigido con momentos de inercia I; (en ejes principales) tales que I; > I3 > I > [, y con un volante
de inercia (de inercia I ) rotando con velocidad angular wg en torno al eje intermedio del satélite (de forma que lo
estabiliza). Las ecuaciones del movimiento son:

Lw, = (Iz — I3)waws — Irwrwa + M,
Iy = (I3 — I1)wswi + Igwrwi + Mo,
Iyws = (I — Iy)wiwe + Ms,

Estudiar la estabilidad del sistema libre (M; = My = M3 = 0) con y sin volante de inercia, rotando en torno al eje
3 con velocidad n. ;A qué velocidad tendria que rotar el volante para estabilizar el sistema?



