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Actuadores
Sistemas de control activos

Actuadores

Existen diferentes tipos de actuadores para controlar la
actitud de un veh́ıculo espacial, entre los que destacan:

Propulsores: basados en la expulsión de masa a alta velocidad.
Ruedas/Volantes de inercia: discos de velocidad variables, que
controlan la actitud basándose en el intercambio de momento
cinético.
Giróscopos de control de momento (CMG): son volantes de
inercia que rotan a velocidad constante, pero que pueden ser
rotados en el espacio, de forma que provocan una reacción por
la conservación de momento cinético.
Magnetopares o varillas magnéticas, que utilizan el campo
magnético para provocar un par.
Elementos estructurales para control pasivo: mástiles,
“booms”, disipadores, sistemas yo-yo...

T́ıpicamente habrá dos o más tipos de actuadores en un
veh́ıculo, ya que son complementarios en sus caracteŕısticas.
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Propulsores

Astronáutica y Vehículos Espaciales 12Dec-20-07

1. Sensores y Actuadores: Actuadores

Dinámica y Control de la Actitud

Propulsores: constituyen el actuador más eficaz y capaz de ejercer
actuaciones de elevada magnitud con rapidez, pero al mismo tiempo,
son el más costoso y su uso está limitado ya que utilizan combustible,
que en general no se puede reponer.

Para control de actitud, se utilizan en una configuración en pareja (por
cada eje que se pretenda controlar) de forma que no afecten a la
órbita del vehículo, si bien en la práctica esto nunca es posible con
total precisión y deberá corregirse la órbita (stationkeeping) con otros
medios.

Son el actuador más eficaz, capaz
de ejercer actuaciones de elevada
magnitud con rapidez.

El más costoso y de uso limitado,
ya que utilizan combustible.

Para ejercer un par, se utilizan en
una configuración en pareja (por
cada eje que se pretenda controlar).

Nunca se utiliza un único par por
eje, sino varias toberas de forma
redundante.

El conjunto de elementos de
propulsión junto con la lógica de
control se denomina Sistema de
Control de Reacción (RCS)
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Ejemplos de RCS

Astronáutica y Vehículos Espaciales 13Dec-20-07

1. Sensores y Actuadores: Actuadores

Dinámica y Control de la Actitud

Nunca se utiliza un único par de propulsores por eje, sino que se
ubican varias toberas de forma redundante, para poder asumir el fallo
de una o más de ellas. El conjunto de todos los elementos de
propulsión junto con la lógica de control se denomina Sistema de
Control de Reacción (RCS).

El RCS del Apollo.

T́ıpicamente habrá toberas de empuje “pequeño” para
maniobras de actitud “finas”, y toberas de mayor empuje para
maniobras rápidas de actitud y maniobras orbitales.
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Ruedas y Volantes de Inercia

Astronáutica y Vehículos Espaciales 14Dec-20-07

1. Sensores y Actuadores: Actuadores

Dinámica y Control de la Actitud

Ruedas y volantes de inercia: son elementos compuestos por un disco
de elevada inercia (muy elevada en el caso de los volantes de inercia)
y un motor eléctrico que hace girar al disco.

La diferencia fundamental
entre los volantes de inercia y las
ruedas de reacción es que los volantes
de inercia (bias momentum wheel)
están diseñados para rotar
permanentemente a una cierta
velocidad (que proporciona estabilidad
giroscópica).

Son elementos compuestos por un
disco de elevada inercia (muy
elevada en el caso de los volantes
de inercia).

Poseen un motor eléctrico que hace
girar al disco con la velocidad
deseada.

La diferencia fundamental entre los
volantes de inercia y las ruedas de
reacción es que los volantes de
inercia (bias momentum wheel)
están diseñados para rotar
permanentemente a una cierta
velocidad de base (que proporciona
estabilidad giroscópica), sobre la
que se pueden realizar cambios
para absorber momentos
perturbadores o rotar el veh́ıculo.
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Ruedas y Volantes de Inercia

Astronáutica y Vehículos Espaciales 15Dec-20-07

1. Sensores y Actuadores: Actuadores

Dinámica y Control de la Actitud

Ambos elementos funcionan como
actuadores “absorbiendo” momento
angular en forma de rotación del
disco. Puesto que el momento
angular del conjunto vehículo-rueda
se conserva, mediante un conjunto
de ruedas se puede modificar a
voluntad el momento angular del
vehículo (y por tanto su velocidad
de rotación en cada eje), por
ejemplo se pueden usar las ruedas
para “almacenar” el momento
angular causado por pares
perturbadores.

Ambos elementos funcionan como
actuadores “absorbiendo” momento
cinético en forma de rotación.

Puesto que el momento cinético del
conjunto veh́ıculo-rueda se conserva,
mediante varias ruedas se puede
modificar a voluntad el momento
cinético del veh́ıculo (y por tanto su
velocidad de rotación en cada eje)

Por ejemplo se pueden usar las ruedas para “almacenar” el
momento cinético causado por pares perturbadores.
No obstante las ruedas tienen un ĺımite de saturación a partir
del cual el motor no puede aumentar el momento cinético.
Por tanto, se debe “descargar” el momento cinético con otro
elemento capaz de disminuirlo, por ejemplo propulsores o
actuadores magnéticos. 6 / 46
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CMGs

 

162 

 
 

Figure 1. CMGs 1-4 Mounted on Z1 Truss 
 

 
Space Station Z1/CMG Configuration2 

 
The four CMGs operate as momentum storage devices that exchange momentum with the ISS through 
induced gyroscopic torques. These torques are created by a motor-driven constant-speed momentum 
flywheel mounted inside two orthogonal gimbals. Both gimbals have torquer motors and position 
resolvers mounted on the rotational axis and move by use of a gear train system. The momentum 
flywheel is mounted inside the inner gimbal and is supported by bearings mounted on each side of the 
flywheel. This configuration is shown in Figure 2. Double Gimbal CMGs were selected for the ISS 
because of the spherical momentum envelope. The control law is heuristic with no singularities and 
should the active number of CMGs change, the entire momentum envelope varies in proportion to the 
initial momentum sphere.3 

 

Figure 2.  CMG Gimbal and Flywheel Assembly Figure 3.  CMG Spin Bearing Assembly 

The flywheel is mounted on two spin bearings, one on the Spin Motor (SM) side, and one on the Hall 
Resolver (HR) side. The Spin Motor is a low torque motor mounted on the spin axis with a control loop to 
maintain the commanded wheel-speed. The Hall Resolver provides digital wheel-speeds for downlinking 
via telemetry. The Spin Motor Command Current (SMCC) ranges from 0 to 1.6 Amps and nominally 
averages 0.37 Amps. The SMCC varies due to viscosity changes in the spin bearing lubricant caused by 
thermal variations and high gimbal rates that induce radial loads on the spin bearings. The SMCC is used 
as an indicator of spin bearing health and status.  
 

NASA/CP-2010-216272

La ISS tiene 4 CMGs girando a 6600 rpm y almacenando,
cada uno de ellos, un momento cinético igual a 4760 Nms.
Pueden producir un par igual a 258 Newtons por metro y una
esperanza de vida de unos 10 años, aunque algunos han
fallado prematuramente. 7 / 46



Actuadores
Sistemas de control activos

Magnetopares
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1. Sensores y Actuadores: Actuadores

Dinámica y Control de la Actitud

Varillas magnéticas: son elementos que aprovechan la fuerza de
Lorentz (una partícula cargada en movimiento en un campo magnético
experimenta una fuerza) en la presencia del campo magnético de la
Tierra (u otro planeta). Normalmente se usan para maniobras de
adquisición de actitud (orientando al vehículo como si de una brújula
se tratase) y para descargar el exceso de momento angular de las
ruedas de reacción.

Magnetopares o Varillas magnéticas:
son elementos que aprovechan la
fuerza de Lorentz.

Esta fuerza es causada por una
part́ıcula cargada en movimiento en un
campo magnético, que será el de la
Tierra (u otro planeta).

Pueden ser permanentes (un imán permanente), que
normalmente se usan para maniobras de adquisición de actitud
(orientando al veh́ıculo como si de una brújula se tratase).

También pueden ser variables y usarse para control y
estabilización.

T́ıpicamente se usan en microsatélites, y también en satélites
más grandes para descargar el exceso de momento cinético de
las ruedas de reacción.
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Elementos de control estructurales

No son actuadores en el sentido más
estricto de la palabra, pero juegan un
papel importante en el control
(pasivo) de la actitud.

Consisten en partes móviles que
actúan de diversas formas:

Incorporando disipación: disipadores
de nutación.
Modificando los momentos de inercia
del veh́ıculo (y por tanto afectando
la estabilidad): mástiles, “booms”,
Expulsando masa para modificar el
momento cinético total: dispositivo
yo-yo.

Astronáutica y Vehículos Espaciales 20Dec-20-07

1. Sensores y Actuadores: Actuadores

Dinámica y Control de la Actitud

Disipadores de nutación

     Disipador tubular (ball-in-tube)  Disipador viscosoEjemplo: disipador de
nutación.

Su objetivo es evitar
desviaciones del eje de
rotación.
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Elementos de control estructurales

Astronáutica y Vehículos Espaciales 22Dec-20-07

1. Sensores y Actuadores: Actuadores

Dinámica y Control de la Actitud

Partes móviles para modificación de los momentos de inercia:
suelen ser mástiles motorizados o telescópicos. Se emplean
especialmente en vehículos estabilizados por gradiente gravitatorio,
de forma que se alcanze la orientación deseada.

Partes móviles para modificación de
los momentos de inercia: suelen ser
mástiles motorizados o telescópicos.

Se emplean especialmente en
veh́ıculos estabilizados por gradiente
gravitatorio, de forma que se alcanze
la orientación deseada.

Expulsión de masa: se emplean
para detener rápidamente una
rotación.

Ejemplo: sistemas yo-yo. Se
expulsan 2 masas atadas a la
estructura; al acelerarse
“concentran” el momento
cinético, frenando la rotación.

Cuando los cables se tensan,
las masas se liberan.

Astronáutica y Vehículos Espaciales 23Dec-20-07

1. Sensores y Actuadores: Actuadores

Dinámica y Control de la Actitud

Expulsión de masa para modificar el momento angular total: se
emplean para detener de forma efectiva y rápida un movimiento de
rotación. Un ejemplo son los denominados sistemas yo-yo (puesto que
imitan a este juego); el vehículo libera dos masas atadas por un cable
a la estructura, que al adquirir velocidad “concentran” el momento
angular del sistema, disminuyendo la velocidad de rotación del
vehículo; cuando los cables se tensan, las masas se liberan.
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Resumen de actuadores
Resumen de actuadores300 A TTITUDE CONTROL 

Table 9.2 Types of torquer 

External types 

Gas jets 

Magnetic 

Gravity 
gradient 

Solar radiation 

Internal types 

Reaction wheels 
(RW) 

Momentum wheels 
(MWs) 

Control moment 
gyroscope 
(CMG) 

Advantages 

Can control momentum build-up 

Insensitive to altitude 
Suit any orbit 
Can torque about any axis 

No fuel required 
Torque magnitude is 

controllable 

No fuel or energy needed 

No fuel required 

No fuel required 
Can store momentum 
Torque magnitude is controllable 

Continuous, fine-pointing 
capability 
Provide momentum bias 

Suitable for three-axis control 
Provides momentum bias 

Disadvantages 

Requires fuel 
On-off operation only 
Has minimum impulse 
Exhaust plume contaminants 
No torque about the local field 

direction 
Torque is altitude and latitude 
sensitive 
Can cause magnetic interference 
No torque about the local vertical 
Low accuracy 
Low torque, altitude sensitive 
Libration mode needs damping 
Needs controllable panels 
Very low torque 

Cannot control momentum build-up 

Non-linearity at zero speed 

Complicated 
Potential reliability problem 

Thrusters with very much lower levels of thrust are in common use in attitude-control 
systems for providing controllable external torquing, and hence controIIing the total 
momentum of the spacecraft. For this purpose, they will be mounted in clusters on the 
surface of the vehicle, pointing in different directions in order to provide three compo-
nents of torque. They have a number of advantages and disadvantages compared with 
their main rival, the magnetic torquer. 

Their main advantage is that their torque level is independent of altitude and there is 
potentially no limit to its magnitude. However, the magnitude is not controllable when 
installed; only the switch-on duration is. This torquing system integrates well with the 
station-keeping requirement for thrusters, since a common fuel and control system can 
be used. 

Thrusters have a number of disadvantages. If they are used as the prime means of 
orientating a spacecraft, their restriction to an on-off type of control leads to a limit 
cycle occurring, a similar process to that occurring in station-keeping manoeuvres (see 
Sections 5.6.3 and 5.6.4 of Chapter 5) but with a much shorter period. If they are used 
to achieve accurate pointing, then the torquers will need to provide small and consistent 

TORQUES AND TORQUERS 9.4 301 

impulses, and their minimum switch-on time of several miIliseconds leads to a low maxi-
mum torque being needed. Typically a minimum thrust impulse of order 10-4 Ns may be 
required. with a thrust level as low as 10-2 N. When the prime means of attitude control 
is a reaction wheel or momentum wheel (Section 9.4.7), then thrusters may be used for 
momentum dumping. In this case, their thrust level will be higher than above, and they 
may be used perhaps only once every several orbits. 

A variety of thruster systems may be used, ranging from cold gas to electric propulsion, 
as indicated in Sections 6.3 and 6.4 of Chapter 6. 

The fact that thrusters use fuel is another disadvantage. Although a large amount of 
fuel is not normally needed for attitude control it will eventually be exhausted. and a 
number of spacecraft have reached the end of their useful life because of this. 

9.4.2 Magnetic torque (external type) 

The magnetic field generated by a spacecraft interacts with the local field from the Earth 
and thereby exerts an external couple on the vehicle. This is a similar effect to that of 
a compass needle that attempts to align itself with the local direction of the field. If the 
spacecraft's magnetism is represented as a dipole whose magnetic moment is m, then it 
reacts with the local flux density B to produce a torque T given by 

T=mxB (9.17) 

Care must be taken that electric currents and spurious magnetic effects do not cause a 
significant disturbance torque (see Chapter 16). 

Electromagnets may be used to provide a controllable external torque. Their strength 
can be controlled by means of the current I. Their reaction with a local field B leads to 
the couple: 

T =nIA(e x B) (9.18) 

where n is the number of turns 
A is the cross-sectional area of the coil, 
e is the unit vector in the direction of the coil's axis. 

Rod-like electromagnets will normally be used, such as those shown in Figure 9.8. A 
range of strengths is available to suit the mission requirements, and they may be used in 
an on-off or a proportional control manner, for attitude control or momentum dumping. 

Three orthogonal magnets enable the direction and magnitude of the dipole to be 
controlled. Their mounting locations should be away from instruments that are sensitive 
to magnetic fields and separate from each other in order to avoid cross-coupJing. 

Magnetic torquers are in common use in sateIlites orbiting at altitudes up to geosta-
tionary altitude, but their utility decreases at the higher altitudes since the strength of the 
Earth's field reduces with height. The field's strength and direction also vary with the 
position of the spacecraft in its orbit in general, and when using magnetic torquers it is 
common practice to carry a magnetometer to measure the local field. 

A feature of magnetic torquers is that they cannot produce a torque component about 
the local field direction. In a polar orbit, any required torque direction can always be 
achieved at some point in the orbit since the field direction changes round the orbit. 
In the equatorial plane, however, the field lines always lie horizontally, north-south. 
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Sistema de intercambio de momento cinético
Sistema de control de reacción

Sistemas de control activos

Los sistemas de Control Pasivo permiten un nivel de
estabilidad adecuado para muchas aplicaciones

No obstante (sobre todo al principio de su vida útil), todos los
veh́ıculos necesitan realizar:

Maniobras de actitud.
Ajustes de la velocidad de rotación
Maniobras de stationkeeping (mantener el apuntamiento a la
estación o estaciones base).

Para ello es necesario un sistema de control que será activo
tanto en el sentido energético como en el estructural,
precisando de una fuente de enerǵıa y una lógica de control.

En misiones que requieran gran precisión en la actitud dicho
sistema será primario. En este caso se dice que el satélite está
estabilizado en tres ejes o triaxialmente estabilizado.

En otros casos puede ser un sistema secundario que sólo se
activará cuando sea necesario.
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Sistema de intercambio de momento cinético
Sistema de control de reacción

Sistemas de Control de Reacción (RCS)

Astronáutica y Vehículos Espaciales 43Dec-20-07

2. Sistemas de Control Activo

Dinámica y Control de la Actitud

1. Sistemas de Control de Reacción.

En sistemas que requieran elevada
maniobrabilida, la solución más empleada
es un sistema de control de reacción o RCS,
que emplea un conjunto de propulsores
distribuidos por el vehículo para modificar la
actitud.
Puesto que en cada maniobra se consume
combustible, se debe optimizar el uso de los
propulsores para evitar un agotamiento
prematuro y fallo de la misión; por tanto se
debe permitir un margen de error para
evitar un exceso de activaciones.

Astronáutica y Vehículos Espaciales 44Dec-20-07

2. Sistemas de Control Activo

Dinámica y Control de la Actitud

1. Sistemas de Control de Reacción.

La llamada “lógica de propulsión”
establece cuando se disparan los
propulsores y cuando se acepta un
pequeño error de actitud/velocidad.
Normalmente es una combinación de
“zonas muertas” (sin actuación) e
histéresis (para evitar el disparo
repetitivo de propulsores). Además los
propulsores son actuadores “todo o
nada”, con lo que siempre actúan en
saturación. Por tanto un RCS es
intrínsecamente no-lineal.

En sistemas que requieran elevada
y/o rápida maniobrabilida, se
emplea un sistema de control de
reacción o RCS, que emplea un
conjunto de propulsores
distribuidos por el veh́ıculo para
modificar la actitud.

La llamada “lógica de
propulsión” establece cuando
se disparan los propulsores y
cuando se acepta un pequeño
error de actitud/velocidad.

Normalmente es una
combinación de “zonas
muertas” (sin actuación) e
histéresis (para evitar el disparo
repetitivo de propulsores).

Además los propulsores suelen
ser actuadores “todo o nada”,
con lo que siempre actúan en
saturación.

Por tanto un RCS es
intŕınsecamente no-lineal. 13 / 46
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Sistema de intercambio de momento cinético
Sistema de control de reacción

Sistemas de Intercambio de Momento Cinético

Para la mayor precisión de actitud,
maniobrabilidad en los tres ejes y
estabilización en cualquier
orientación independientemente de
los momentos de inercia, se usan
sistemas de intercambio de
momento angular que usan ruedas
de reacción, volantes de inercia y/o
CMGs, basados en la conservación
del momento cinético.

No obstante es un sistema caro,
poco tolerante a fallos, y requiere
un sistema propulsivo auxiliar (en
algunos casos magnetopares) para
descargar el momento de las ruedas
y aśı evitar la saturación.

Astronáutica y Vehículos Espaciales 48Dec-20-07

2. Sistemas de Control Activo

Dinámica y Control de la Actitud

2. Sistemas de Intercambio de Momento Angular

Otro ejemplo:
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Sistema de intercambio de momento cinético
Sistema de control de reacción

Satélites estabilizados en tres ejes

Los satélites estabilizados en tres ejes pueden tener cualquier
tipo de apuntamiento (inercial, orbital...).

Los objetivos pueden ser dos: mantener al satélite de forma
estable en una actitud prefijada (estabilización) o realizar una
maniobra de actitud (bien sea un seguimiento—tracking— o
simplemente cambiar de una actitud a otra).

En primer lugar nos centraremos en el objetivo de
estabilización de una cierta actitud inercialmente fija (es decir
sin velocidades angulares, lo que seŕıa un apuntamiento
inercial); el objetivo de modificar la actitud es más
complicado.

Estudiaremos este objetivo para los dos tipos de actuadores:
ruedas y volantes de inercia, y sistemas de control de reacción.

También consideraremos el objetivo de pasar de una actitud
inicial a otra final, sólo para el caso de ruedas y volantes de
inercia.
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Sistema de intercambio de momento cinético
Sistema de control de reacción

Veh́ıculo con ruedas de reacción

“Chapter06” — 2008/6/6 — 14:34 — page 397 — #49!
!

!
!

!
!

!
!

RIGID-BODY DYNAMICS 397

Fig. 6.10 Gyrostat in a circular orbit.

The rotational equation of motion is then simply given by

!̇H =
{

d !H
dt

}

B
+ !ωB/N × !H = !M (6.170)

where !M is the gravity-gradient torque acting on the vehicle. For the principal-axis
frame B, the equations of motion can be written as

J1ω̇1 − (J2 − J3)ω2ω3 + ḣ1 + ω2h3 − ω3(−H0 + h2) = M1 (6.171a)

J2ω̇2 − (J3 − J1)ω3ω1 + ḣ2 + ω3h1 − ω1h3 = M2 (6.171b)

J3ω̇3 − (J1 − J2)ω1ω2 + ḣ3 + ω1(−H0 + h2) − ω2h1 = M3 (6.171c)

where Mi = !M · !bi.
For small relative angles between B and A, we have

ω1 = θ̇1 − nθ3 (6.172a)

ω2 = θ̇2 − n (6.172b)

ω3 = θ̇3 + nθ1 (6.172c)

and

M1 = −3n2(J2 − J3)θ1 (6.173a)

M2 = 3n2(J3 − J1)θ2 (6.173b)

M3 = 0 (6.173c)

where n is the orbital rate and θ1, θ2, and θ3 are called the roll, pitch, and yaw
attitude angles of the spacecraft relative to the LVLH reference frame A.

Supongamos la situación de la figura: un cuerpo en órbita con
ruedas en torno a los tres ejes:

I1ω̇1 + (I3 − I2)ω2ω3 + ḣ1 + ω2h3 − ω3h2 = M1

I2ω̇2 + (I1 − I3)ω1ω3 + ḣ2 + ω3h1 − ω1h3 = M2

I3ω̇3 + (I2 − I1)ω2ω1 + ḣ3 − ω2h1 + ω1h2 = M3

El momento cinético de las ruedas se denota por hi : variables
de control.
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Sistema de intercambio de momento cinético
Sistema de control de reacción

Veh́ıculo con ruedas de reacción

Supongamos que podemos manipular directamente los
momentos cinéticos de las ruedas mediante motores eléctricos
internos. agrupando todos los términos de control obtenemos:

I1ω̇1 + (I3 − I2)ω2ω3 = u1 + M1

I2ω̇2 + (I1 − I3)ω1ω3 = u2 + M2

I3ω̇3 + (I2 − I1)ω2ω1 = u3 + M3

donde

u1 = −ḣ1 − ω2h3 + ω3h2

u2 = −ḣ2 − ω3h1 + ω1h3

u3 = −ḣ3 − ω1h2 + ω2h1

Es decir ~u = −~̇h + ~h×~ω
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Sistema de intercambio de momento cinético
Sistema de control de reacción

Regulación en torno a una posición

Además tendremos la EDC

q̇ =
1

2
q ? q~ω

Supongamos que ahora el objetivo es mantener q(t) = qref y
ω(t) = 0, y supongamos también que inicialmente estamos
cerca de dicho estado.
Linealizando la ecuación de la velocidad angular e ignorando
pares perturbadores:

d

dt

 δω1

δω2

δω3

 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 δω1

δω2

δω3

+

 1/I1 0 0
0 1/I2 0
0 0 1/I3

 u1

u2

u3


donde ~u = −~̇h + ~h×δ~ω

Obsérvese que si encontramos ~u que resuelve el problema de
control, podŕıamos encontrar los valores de ~h resolviendo una
ecuación diferencial.
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Sistema de intercambio de momento cinético
Sistema de control de reacción

Estabilización
Por otro lado el cuaternión que describe la actitud será
pequeño (si estamos cerca de una actitud que queremos
mantener).
Siguiendo la teoŕıa del Tema 2, se tendrá entonces
q = qref ? δq, donde qref es la actitud que queremos mantener
y

δq(~a) =
1√

4 + ‖~a‖2

[
2
~a

]
Por otro lado la relación entre ~a y la velocidad angular es
~̇a ≈ δ~ω + ~a× ~ωref , como ~ωref = ~0 → ~̇a ≈ δ~ω. Es decir
Es decir:

d

dt

 a1

a2

a3

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 δω1

δω2

δω3


Combinando las ecuaciones de error en velocidad angular y
actitud encontramos la descripción del sistema (siguiente
transparencia). 19 / 46
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Estabilización

Descripción del sistema:

d

dt


δω1
δω2
δω3
a1
a2
a3

 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0




δω1
δω2
δω3
a1
a2
a3

 +


1/I1 0 0

0 1/I2 0
0 0 1/I3
0 0 0
0 0 0
0 0 0


 u1

u2
u3



Llamando ~x a las variables que describen al estado, es una
descripción clásica

~̇x = A~x + B~u

Se puede usar “nuestro método favorito lineal” para encontrar
una ley de control ~u, que luego habrá que convertir en
comandos de velocidad angular de las ruedas resolviendo la
ecuación diferencial que relaciona ~u con los pares de las
ruedas, en cada instante, y luego se podrá transformar en
comandos del motor de las ruedas.
Se ejemplificará con el método LQR (linear quadratic
regulator) con “horizonte infinito”.
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Regulación con el método LQR
Dado

~̇x = A~x + B~u

encontrar una ley de control ~u(t) con realimentación que
minimice el siguiente funcional:

J =

∫ ∞
0

(~xT (t)Q~x(t) + ~uT (t)R~u(t))dt

Problema planteado y resuelto por Rudolph Kalman!
Hipótesis: Q,R simétricas y Q > 0,R ≥ 0 (definidas
-semidefinidas- positivas, equivale a todos los autovalores
positivos -no negativos-).
Hipótesis: El sistema es “controlable”. Quiere decir que “es
posible resolver el problema” (es fácil construir problemas no
resolubles. Por ejemplo ẋ1 = u1, ẋ2 = x2.) Matemáticamente
un problema es controlable si la matrix
C = [B AB A2B An−1B] es de rango completo, donde n es el
número de estados. Se verifica en nuestro caso.
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Regulación con el método LQR

La ley de control que minimiza el funcional es

~u = K~x

donde la ganancia K se encuentra de la siguiente manera:
1 Encontrar la matriz P que resuelve la llamada “ecuación de

Riccati algebraica”:

Q + ATP + PA− PBR−1BTP = 0

por ejemplo con la orden de Matlab “are” (necesita el Control
Systems Toolbox) P=are(A,B*inv(R)*B’,Q);

2 La ganancia K = −R−1BTP

La ecuación de Riccati sólo es resoluble si el sistema es
controlable.

El control óptimo garantiza un buen comportamiento del
sistema, pero no tiene en cuenta saturaciones de los
actuadores. La elección de Q y R determina en gran medida
la calidad del controlador (más conservador o más agresivo).

22 / 46



Actuadores
Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético
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Regulación con el método LQR

Para implementar la ley de control

~u = K~x

hay que recordar la definición de ~x .

Como ~ωref = ~0, las tres primeras componentes son el valor
real de la velocidad angular.

Las tres segundas componentes corresponden a ~a, que se
extrae del cuaternión de error. Es fácil ver que

~a = 2
δ~q

δq0

para lo cual hay que calcular δq = q∗ref ? q(t).

Finalmente, una vez calculado el control ~u en cada instante

resolver ~̇h = −~u + ~h×δ~ω para saber como modificar el
momento cinético de las ruedas.

23 / 46



Actuadores
Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético
Sistema de control de reacción

Cambio de actitud entre dos apuntamientos inerciales

Hemos estudiado en los temas 2 y 4 como calcular una
velocidad angular que me permite pasar de una cierta actitud
a otra, por ejemplo empezando y terminando en reposo.
Denotémosla como ~ωref (t). También obtuvimos el cuaternión
de referencia qref (t).

Como seguir este perfil de velocidades y actitudes a veces se
denomina problema de tracking.

Sustituyendo esta velocidad angular de referencia en las
ecuaciones del sólido con ruedas de reacción (e ignorando los
pares de perturbación) podemos calcular (anaĺıticamente o
numéricamente) un valor de control de referencia ~uref . Este
valor es “en bucle abierto” (no utiliza realimentación):

uref 1 = I1ω̇ref 1 + (I3 − I2)ωref 2ωref 3

uref 2 = I2ω̇ref 2 + (I1 − I3)ωref 3ωref 1

uref 3 = I3ω̇ref 3 + (I2 − I1)ωref 1ωref 2
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Cambio de actitud entre dos apuntamientos inerciales

Linealizando en torno a este perfil de referencia y calculando
un controlador extra en bucle cerrado (que se sumará al valor
de referencia) podemos garantizar que (al menos ante
pequeños errores y perturbaciones) el veh́ıculo se mantendrá
en la trayectoria deseada. Sea δ~ω = ~ω − ~ωref , δ~u = ~u − ~uref , y
el cuaternión de error definido como antes. Las ecuaciones
linealizadas son:

I1δω̇1 + (I3 − I2)(ωref 2δω3 + δω2ωref 3) = δu1 + M1

I2δω̇2 + (I1 − I3)(ωref 3δω1 + δω3ωref 1) = δu2 + M2

I3δω̇3 + (I2 − I1)(ωref 1δω2 + δω1ωref 2) = δu3 + M3

y para el error en actitud:

~̇a ≈ δ~ω − ~ω×ref ~a
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Tracking

Descripción del sistema:

d

dt


δω1
δω2
δω3
a1
a2
a3

 =



0
I2−I3

I1
ωref 3

I2−I3
I1

ωref 2 0 0 0

I3−I1
I2

ωref 3 0
I3−I1

I2
ωref 1 0 0 0

I1−I2
I3

ωref 2
I1−I2

I3
ωref 1 0 0 0 0

1 0 0 0 ωref 3 −ωref 2
0 1 0 −ωref 3 0 ωref 1
0 0 1 ωref 2 −ωref 1 0




δω1
δω2
δω3
a1
a2
a3



+


1/I1 0 0

0 1/I2 0
0 0 1/I3
0 0 0
0 0 0
0 0 0


 δu1
δu2
δu3



Llamando ~x a las variables que describen al estado, es una
descripción clásica

~̇x = A(t)~x + B(t)δ~u

Como A y B vaŕıan con el tiempo la solución se complica.
Son necesarios métodos más avanzados; por ejemplo el
método LQR (linear quadratic regulator) con “horizonte
finito”. 26 / 46
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Tracking con el método LQR de horizonte finito

Dado
~̇x = A(t)~x + B(t)δ~u

encontrar una ley de control δ~u(t) con realimentación que
minimice el siguiente funcional:

J =

∫ T

0
(~xT (t)Q(t)~x(t)+δ~uT (t)R(t)δ~u(t))dt+~xT (T )Qfin~x(T )

Hipótesis: Q,R,Qfin simétricas y Qfin,Q > 0,R ≥ 0 (definidas
o semidefinidas positivas, equivale a todos los autovalores
positivos o no negativos).

Al ser de horizonte finito, no require la hipótesis de
controlabilidad (pero puede haber problemas si hay pérdida de
controlabilidad en algún instante).

27 / 46



Actuadores
Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético
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Tracking con el método LQR de horizonte finito

La ley de control que minimiza el funcional es

δ~u = K (t)~x

donde la ganancia K (t) se encuentra de la siguiente manera:
1 Encontrar la matriz P(t) que resuelve la llamada “ecuación

diferencial de Riccati”:

−Ṗ = ATP + PA− PBR−1BTP + Q, P(T ) = Qfin

mediante por ejemplo la orden ode45 de Matlab.
2 La ganancia K = −R−1BTP

La ecuación diferencial de Riccati es siempre resoluble! Pero,
importante, no se puede resolver en tiempo real porque hay
que resolverla desde el futuro hacia el presente; se resuelve
previamente y se almacenan los valores de K (t).

Como antes: la elección de Q y R (también Qfin) determina
en gran medida la calidad del controlador (más conservador o
más agresivo).
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Tracking con el método LQR de horizonte finito

Para implementar la ley de control

δ~u = K (t)~x

hay que recordar la definición de ~x .

Como ~ωref 6= ~0, las tres primeras componentes son ~ω − ~ωref .

Las tres segundas componentes corresponden a ~a, que se
extrae del cuaternión de error. Es fácil ver que

~a = 2
δ~q

δq0

para lo cual hay que calcular δq = q∗ref ? q(t).

El control final es ~u = ~uref + δ~u.

Finalmente, una vez calculado el control ~u en cada instante

resolver ~̇h = −~u + ~h×δ~ω para saber como modificar el
momento cinético de las ruedas.
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Control no lineal

“Control no lineal” es un nombre amplio que designa a un
abanico de técnicas que no requiere el uso de linealización.

Consideremos el siguiente problema. Partiendo de un estado
inicial dado por ~ω(0) y q(0) queremos alcanzar el reposo en la
actitud identidad, pero nos “conformamos” con que el sistema
tienda a dicho estado, es decir, nuestro objetivo es que
~ω(t)→ ~0 y q0(t)→ 1, ~q(t)→ ~0 cuando t →∞.

Es decir hacemos “asintóticamente estable” el equilibrio del
sistema en el origen.

Si esto es cierto para cualquier condición inicial se dice que el
equilibrio es globalmente asintóticamente estable.

Obsérvese que la actitud objetivo puede ser cualquier actitud
que se desee con sólo hacer una rotación fija del sistema de
referencia inercial, q′ = q∗ref ? q.

Vamos a resolver este problema con la llamada “técnica de las
funciones de Lyapunov”.
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Control no lineal: el sistema

Ahora no linealizamos, luego el sistema es el original,
cambiando como antes los términos que dependan de las
ruedas por términos de control.

Empecemos por la velocidad angular:

ω̇1 =
I2 − I3
I1

ω2ω3 +
u1

I1

ω̇2 =
I3 − I1
I2

ω3ω1 +
u2

I2

ω̇3 =
I1 − I2
I3

ω1ω2 +
u3

I3
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Control no lineal: función de Lyapunov
¿Podemos encontrar un valor de u1, u2 y u3 que garantice que
el equilibrio ~ω = ~0, sea asintóticamente estable?
La técnica de las funciones de Lyapunov consiste en lo
siguiente. Sea una función V regular (continua, diferenciable)
que depende del estado (en este caso la velocidad angular y
los cuaterniones), tal que:

Es siempre positiva para cualquier valor de los estados, excepto
cuando el estado es cero; para dicho valor es cero (esto se
denomina definida positiva).
La derivada con respecto al tiempo de V es definida negativa
(es decir negativa para cualquier valor de los estados excepto
cero).

Entonces se demuestra que el origen (valor cero del estado) es
asintóticamente estable (Idea: entender como funciona este
método imaginando las curvas de nivel de V en función del
estado).
Además si el ĺımite de V cuando el estado tiende a infinito es
infinito, este resultado es global. 32 / 46



Actuadores
Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético
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Control no lineal: encontrando el control

Usemos la función de Lyapunov

V = I1
ω2

1

2k
+ I2

ω2
2

2k
+ I3

ω2
3

2k

Vemos que cumple la primera condición (se ha desplazado q0

para que el equilibrio en q0 = 1 sea el origen).

k es una constante positiva que definiremos más adelante.

Tomando derivada:

Vt = I1
ω1ω̇1

k
+ I2

ω2ω̇2

k
+ I3

ω3ω̇3

k

Sustituyendo los valores de las derivadas:

Vt =
ω1((I2 − I3)ω2ω3 + u1)

k
+
ω2((I3 − I1)ω3ω1 + u2)

k
+
ω3((I1 − I2)ω1ω2 + u3)

k
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Sistema de control de reacción

Control no lineal: encontrando el control

Simplificando

Vt =
ω1u1

k
+
ω2u2

k
+
ω3u3

k

Elegimos ahora: u1 = −c1ω1, u2 = −c2ω2, u3 = −c3ω3,
donde ci es una constante positiva. Sustituyendo:

Vt = −c1ω
2
1 + c2ω

2
2 + c3ω

2
3

k

Aplicando la técnica de Lyapunov, queda demostrado que el
equilibrio ~ω = 0 es globalmente asintóticamente estable.
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Control no lineal: el sistema

Consideremos ahora también la cinemática de la actitud. El
problema es más complejo.

ω̇1 =
I2 − I3
I1

ω2ω3 +
u1

I1

ω̇2 =
I3 − I1
I2

ω3ω1 +
u2

I2

ω̇3 =
I1 − I2
I3

ω1ω2 +
u3

I3

q̇0 = −1

2
(q1ω1 + q2ω2 + q3ω3)

q̇1 =
1

2
(q0ω1 − q3ω2 + q2ω3)

q̇2 =
1

2
(q3ω1 + q0ω2 − q1ω3)

q̇3 =
1

2
(−q2ω1 + q1ω2 + q0ω3)
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Control no lineal: función de Lyapunov

¿Podemos encontrar un valor de u1, u2 y u3 que garantice que
el equilibrio ~ω = ~q = ~0, q0 = 1 sea asintóticamente estable?

Además del resultado de Lyapunov, necesitamos el llamado
”Teorema de La Salle”:

Sea una función de Lyapunov V tal que su derivada es
semidefinida negativa (es decir negativa para algún valor de
los estados además de cero). Llamemos E al conjunto de los
puntos que verifica V̇ = 0.
Sea M el conjunto invariante del sistema más grande
contenido en E .

Entonces se demuestra que el estado tiende a M cuando el
tiempo tiende a infinito.

¿Qué es un conjunto invariante de un sistema? Es un conjunto
tal que si la condición inicial empieza en el conjunto, el estado
permanece en el conjunto durante todo t.
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Control no lineal: encontrando el control

Usemos la función de Lyapunov

V = I1
ω2

1

2k
+ I2

ω2
2

2k
+ I3

ω2
3

2k
+ (q0 − 1)2 + q2

1 + q2
2 + q2

3

Vemos que cumple la primera condición de Lyapunov (se ha
desplazado q0 para que el equilibrio en q0 = 1 sea el origen).

Tomando derivada:

Vt = I1
ω1ω̇1

k
+ I2

ω2ω̇2

k
+ I3

ω3ω̇3

k
+ 2(q0 − 1)q̇0 + 2q1q̇1 + 2q2q̇2 + 2q3q̇3

Sustituyendo los valores de las derivadas:

Vt =
ω1((I2 − I3)ω2ω3 + u1)

k
+
ω2((I3 − I1)ω3ω1 + u2)

k
+
ω3((I1 − I2)ω1ω2 + u3)

k

−(q0 − 1) (q1ω1 + q2ω2 + q3ω3) + q1 (q0ω1 − q3ω2 + q2ω3)

+q2 (q3ω1 + q0ω2 − q1ω3) + q3 (−q2ω1 + q1ω2 + q0ω3)
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Control no lineal: encontrando el control

Simplificando

Vt =
ω1u1

k
+
ω2u2

k
+
ω3u3

k
+ (q1ω1 + q2ω2 + q3ω3)

Elegimos ahora: u1 = −(kq1 + c1ω1), u2 = −(kq2 + c2ω2),
u3 = −(kq3 + c3ω3), donde ci es una constante positiva.
Sustituyendo:

Vt = −ω1(kq1 + c1ω1)

k
− ω2(kq2 + c2ω2)

k
− ω3(kq3 + c3ω3)

k
+ (q1ω1 + q2ω2 + q3ω3)

= −c1ω
2
1 + c2ω

2
2 + c3ω

2
3

k

Ya no podemos aplicar Lyapunov directamente, sino que
necesitamos La Salle. En primer lugar, el conjunto E es
simplemente ω1 = ω2 = ω3 = 0 para todo t.
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Conjunto invariante

Sustituyamos en el sistema ω1 = ω2 = ω3 = 0 para todo t (lo
que en particular implica que sus derivadas son nulas):

0 = 0 + u1

0 = 0 + u2

0 = 0 + u3

q̇0 = 0

q̇1 = 0

q̇2 = 0

q̇3 = 0

Luego el conjunto invariante verifica u1 = u2 = u3 = 0, y q
constante.

Por tanto, como u1 = −(kq1 + c1ω1), u2 = −(kq2 + c2ω2),
u3 = −(kq3 + c3ω3), obtenemos q1 = q2 = q3 = 0.
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Conjunto invariante
Finalmente, del hecho de que el cuaternión debe ser unitario,
obtenemos q0 = ±1. Al ser q0 = 1 el origen de la función de
Lyapunov, es el que se estabiliza. De hecho, se puede
comprobar que q0 = −1 es inestable (lo cual es un
inconveniente al ser en realidad el mismo punto; se
comprobará por simulación).
Si se usa k negativo en la ley de control entonces q0 = −1 se
vuelve estable y q0 = 1 inestable. Esto se comprueba
modificando la función de Lyapunov a

V = −I1
ω2

1

2k
− I2

ω2
2

2k
− I3

ω2
3

2k
+ (q0 + 1)2 + q2

1 + q2
2 + q2

3

Si se fija k = k0 · sgn(q0) entonces se vuelve estable el
equilibrio “más próximo”!
Obsérvese que en la ley de control no aparecen las inercias: no
es necesario conocerlas. Pero si es necesario conocer el estado
(~ω y q) para poder aplicar la ley de control.
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Sistema de control de reacción
Si ahora tenemos toberas, éstas actúan como pares.
Supongamos la estabilización de una actitud inicial inercial
(velocidad angular cero). Si linealizamos y tomamos ángulos
de Euler 1-2-3 en torno a dicha actitud inicial, combinando las
ecuaciones cinemáticas y dinámicas linealizadas el sistema a
controlar escrito en la forma t́ıpica de control resultaŕıa:

I1θ̈1 ≈ u1,

I2θ̈2 ≈ u2,

I3θ̈3 ≈ u3,

Debeŕıamos diseñar u1, u2 y u3 para estabilizar el sistema; los
ejes son independientes entre śı. Los métodos clásicos de
control no se pueden emplear en el caso de que se usen
toberas, ya que éstas no pueden dar un valor variable, sino
solamente un valor constante, en una u otra dirección, o cero.
Es decir, las únicas posibilidades son u = 0, uMAX , uMIN ,
donde uMIN seŕıa un valor negativo (suponemos
uMIN = −uMAX ). Para diseñar leyes de control hay que usar
técnicas de control óptimo. 41 / 46



Actuadores
Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético
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Maniobras con toberas

Consideremos sólo un eje, con la ecuación α̈ = u (donde u se
ha redefinido dividida por la inercia), con condiciones iniciales
α̇0 y α0. Integrando la ecuación diferencial obtenemos
velocidad y posición:

α̇− α̇0 = tu, α− α0 − tα̇0 =
t2

2
u

Eliminando el tiempo:

α− α0 =
α̇0(α̇− α̇0)

u
+

(α̇− α̇0)2

2u

Se trata de la ecuación de una parábola, cuya forma
dependerá de las condiciones iniciales y de la elección del
control (u = 0, uMAX ,−uMAX ). Si u = 0 obsérvese que no se
puede eleminar el tiempo y se reduce a la recta α− α0 = tα̇0.
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Maniobras con toberas
Ejemplo de parábolas con condición inicial nula (las flechas
indican la dirección que se sigue):
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                                                                          α!

                                                u<0 u>0

α

 
 
The arrows indicate that each parabola is followed with a specified direction. If for instance motion 
starts from the origin with M>0, then 0>α!!  and α!  will increase. By increasing the input u the 
parabolas are more open. Taking the extreme approximation of infinite torque, parabolas would be 
replaced by vertical lines, so that the maneuver would be impulsive, with a change in α!  associated 
to a constant α. On the contrary, if u=0 we would have a phase portrait given by horizontal lines, 
with no change in α! . In general, phase plane maneuvers are designed in order to have both 0α!  and 

fα!  equal to zero, that is to say rest-to-rest maneuvers. In addition, since the origin of the phase 
plane is arbitrary, either α0 or αf is set to zero. 
 
We can now design a maneuver in the phase plane assuming impulsive torques. This is the case of 
maneuvers performed by using high thrust propulsive systems. 
 

 α!  
 
 1 M>0 start 
 
                                                     M>0 
 

                                                                      0 α 
 M<0 

       start 
        end                3             2 

 
 
Starting from point 0 to end in the origin, if we apply a positive torque we would reach point 1, but 
here α!  is positive and we would de part from the desired attitude. We must then start with a 
negative torque, to reach point 2, switch off the controller to keep α!  constant until point 3 is 
reached and then provide a positive torque to reach the target final attitude. Of course, should the 
initial attitude be negative all the maneuver has to be performed in the opposite way. Notice also 
that the vertical arcs of the phase plane are traced in almost zero time, since the torque is assumed 
infinite, and are equivalent to impulsive maneuvers. The total maneuver time depends then only on 
the horizontal arcs of the phase plane trace. In theory, we would like to have α!  as high as possible 
to minimize maneuver time, so that the horizontal arc would be drawn in a short time. The major 
issue in this case is thruster synchronization, since with high α!  even a small time error would mean 
to reverse the control (point 3 in the example) in a different point on the phase plane, so the target 
attitude would not be reached.  
 
We can now consider a more realistic case, with bounded maximum torque. 
 

Para ir de un punto a otro tendŕıamos que movernos por las
parábolas:
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 α!  
 
 M>0 with umax

 

            end M>0 with u<umax 

 
 
 
 α 
  
 
 start 

                          M<0 
 

 
We will consider only the parabolas corresponding to umax so that α!  is the maximum possible and 
time is minimum. The problem is to find the position in which the torque has to be switched in sign. 
If the maneuver is completed according to the control logic: 
 

( )α−= signuu max  
 

once on the axis α!  the sign of α changes so that the phase plane portrait would look like in the 
following figure: 
 

α!

           -α0 α0

α

 
 
There is evidently a limit cycle, the system would behave like an undamped second order oscillator. 
 
Change the control logic to: 

( )α+α−= !ksignuu max  
 

so that the switch in the sign of the control torque is along an inclined straight line. We would like k 
to be positive in order to have a negative inclination of the switching line: 
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Maniobras con toberas
Primera idea: usar una ley de control u = −uMAX signo(α). El
resultado es un ciclo ĺımite:
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 α!  
 
 M>0 with umax

 

            end M>0 with u<umax 

 
 
 
 α 
  
 
 start 

                          M<0 
 

 
We will consider only the parabolas corresponding to umax so that α!  is the maximum possible and 
time is minimum. The problem is to find the position in which the torque has to be switched in sign. 
If the maneuver is completed according to the control logic: 
 

( )α−= signuu max  
 

once on the axis α!  the sign of α changes so that the phase plane portrait would look like in the 
following figure: 
 

α!

           -α0 α0

α

 
 
There is evidently a limit cycle, the system would behave like an undamped second order oscillator. 
 
Change the control logic to: 

( )α+α−= !ksignuu max  
 

so that the switch in the sign of the control torque is along an inclined straight line. We would like k 
to be positive in order to have a negative inclination of the switching line: 
 

Para evitar la oscilación: u = −uMAX signo(α + kα̇), con
k > 0. El resultado:
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α!  
 
 

 
 
 α0 
 α 
 
 
 

 line α−=α
k
1

!  
 

 
Reaching the switching line, u changes its sign, so that the phase plane trace is switched to a 
parabola with reversed axis; as the number of torque switches increases, the trace gets closer and 
closer to the origin. k is then an index of the damping in the oscillations. However, rigorously, an 
infinite number of switchings are needed to reach exactly the origin in a general case. 
 
If we draw the two parabolas that pass through the origin, corresponding to positive and negative 
torque, since for 0α!  equal to zero we have: 
 

2

u2
1

α=α !  

we can consider the following switching curve: 
 

!
"
#

$
%
&

αα−α−= !!
u2

1
signuu max  

 
The phase plane portrait of the maneuver will then be: 
 

          α!  
 
 
 
                                               Switching line α0 α 

 
 
It can be shown that this is the minimum time maneuver. If the initial and final velocities are zero, 
the satellite accelerates at the maximum level for half the rotation, then decelerates at same level for 
the second half of the rotation. The sign of the control torque becomes a function of α and α! . 
 
Finally, if we want to consider a minimum fuel maneuver we should fix a maximum maneuver 
time. This can be seen as a minimum time maneuver with one intermediate coast arc (at constant 
α! ) if the allowed maneuver time is greater than the minimum maneuver time for the same rotation. 
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Maniobras con toberas
Para llegar en un tiempo finito se puede usar
u = −uMAX signo(α− 1

2uMAX
α̇|α̇|) (ejercicio). El resultado:
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α!  
 
 

 
 
 α0 
 α 
 
 
 

 line α−=α
k
1

!  
 

 
Reaching the switching line, u changes its sign, so that the phase plane trace is switched to a 
parabola with reversed axis; as the number of torque switches increases, the trace gets closer and 
closer to the origin. k is then an index of the damping in the oscillations. However, rigorously, an 
infinite number of switchings are needed to reach exactly the origin in a general case. 
 
If we draw the two parabolas that pass through the origin, corresponding to positive and negative 
torque, since for 0α!  equal to zero we have: 
 

2

u2
1

α=α !  

we can consider the following switching curve: 
 

!
"
#

$
%
&

αα−α−= !!
u2

1
signuu max  

 
The phase plane portrait of the maneuver will then be: 
 

          α!  
 
 
 
                                               Switching line α0 α 

 
 
It can be shown that this is the minimum time maneuver. If the initial and final velocities are zero, 
the satellite accelerates at the maximum level for half the rotation, then decelerates at same level for 
the second half of the rotation. The sign of the control torque becomes a function of α and α! . 
 
Finally, if we want to consider a minimum fuel maneuver we should fix a maximum maneuver 
time. This can be seen as a minimum time maneuver with one intermediate coast arc (at constant 
α! ) if the allowed maneuver time is greater than the minimum maneuver time for the same rotation. 
 

Si fijamos un tiempo ḿınimo y queremos gastar el ḿınimo
combustible (ejercicio):
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                                                                                 α!

α0

     α

 
 
In this case, the switching from one parabola to the other occurs in a finite time. Notice that if tmax is 
equal to the minimum time we would reduce the coast arc to zero and find again the minimum time 
solution. Fixing tmax becomes equivalent to fixing maxα! . 
 
The process just show is valid only if the rotation is around one principal axis; in other cases, the 
complete set of Euler equations should be used as system dynamics (and optimization dynamic 
constraint) and a closed form solution can no longer be found. 
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Maniobras con toberas: consideraciones prácticas
El procedimiento anaĺıtico estudiado no se podŕıa emplear si
no se pueden despreciar los términos no lineales (los
acoplamientos hacen que haya que estudiar toda la dinámica
simultáneamente). Es necesario usar cálculo de variaciones.
Por otro lado, en la práctica, es suficiente con garantizar que
las soluciones converjan siempre a un ciclo ĺımite
suficientemente próximo al origen (para evitar encender los
propulsores con demasiada frecuencia). Para ello se usan
zonas muertas e histéresis.
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Nonlinear control with constant thrust actuators 
 
Considering the dynamic behavior of a satellite projected in the phase plane, it is possible to set up 
a nonlinear controller decoupled for each axis. The control is based on a combination of the angle ϑ 
and its derivative dϑ. In particular, a nonlinear switch called “Schmitt trigger” activates the 
controller on the basis of the value of a variable ϑ+τdϑ. Assume, for example, that the value of 
ϑ+τdϑ is greater than a given limit uon. In this case the actuators would be switched on until the 
same variable ϑ+τdϑ falls below a second limit uoff. 
 

 

uon 

-uon 

uoff 

-uoff 

U 

ε 
2sI

1

⋅
 

1+τs 
ϑϑ !!" +=  

ϑ  cϑ  

+ 
- 

Schmitt trigger 

 
 
The values of uon, uoff can be determined considering the maximum allowable angular error ϑmax, 
the maximum admissible angular rate dϑmax and the time constant τ. With reference to the 
following figure, we must first of all consider the two parabolas passing from the points (±ϑmax,0), 
corresponding to the controlled dynamics with the maximum torque.  

 
 

ϑ!  

ϑ  

maxϑ!  

maxϑ!−  

maxϑ  

maxϑ−  

onu−=ε  

offu−=ε  onu=ε  

offu=ε  

lϑ  

 
 
Intersect the two parabolas with the horizontal lines at dϑmax, to identify ϑ1, the angle error at which 
the controller must be switched on in order to prevent the error from getting larger than ϑmax 

c

2
max

max1 2u
dϑ

ϑϑ −=  
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uc = M/I is still the control command. The switching curve to activate the controller must intercept 
the point (ϑ1, dϑmax) and have a slope equal to −1/τ. The value of τ can be tuned according to some 
performance requirements. The values of uon and uoff are then evaluated as: 
 

uon = τdϑ+ϑ1 
uoff = −τdϑ+ϑ1 

 
With symmetry considerations, the switching values for negative errors are determined. On the 
phase plane, in ideal conditions with no disturbance torque and sensor error, the satellite phase 
portrait must converge to a limit cycle bounded by the values −ϑmax/+ϑmax and −dϑmax/+dϑmax. 
The transient response for large initial errors will still converge to the same final limit cycle, 
provided the time constant τ is selected with the correct sign. The parameter τ has an influence on 
the way the phase portrait converges to the limit cycle. 
 

 
 
Considering the inevitable presence of sensor errors and delays in the activation of the actuators, the 
switching of the control will not be exactly on the desired switching lines. This means that the real 
limit cycle in the phase plane will be slightly different from the ideal one, as shown in the following 
example. 
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