Maniobras 6ptimas de actitud basicas en torno a un eje de simetria

En estas notas se pretende responder al siguiente problema: dada una actitud inicial A (dada por el cuaternién gy) una
actitud final B (dada por el cuaternién q;), se pretende rotar el vehiculo desde la actitud A hasta la B, de forma que al
principio y al final de la maniobra el vehiculo se encuentre en reposo (velocidad angular nula).

En primer lugar, usando los conceptos aprendidos de “interpolacién” de actitudes, podemos obtener el giro mds corto
para llegar de A a B. Para ello, calculamos el cuaternién de rotacion entre A y B: gr = ¢ * ¢1, y de dicho cuaternién
obtenemos el eje y angulo de Euler, €'y 6. Por tanto para pasar de A a B hay que girar un dangulo 6 en torno al eje €.
Por tanto la velocidad angular la definimos como & = w(t)é€, ya que el eje es fijo durante la maniobra. La parte final del
problema se reduce a encontrar w(t). Sea 6 el dngulo girado en torno al eje, supongamos que el tiempo de maniobra es 7',
que se puede ejercer un par M en el eje encontrado y que la inercia en dicho eje es I. Para simplificar consideremos que
se trata de un eje de simetria. Por tanto, la dindmica del problema es

Iw=M

0 =w,

y las condiciones establecidas en el enunciado son:

0(0)=0, O(T)=60r, w(0)=0, w()=0
Este problema se resolvera para dos casos bdsicos, extremos entre si:

1. Realizar la maniobra en el tiempo minimo. Por tanto 7" es una incdgnita, lo denotamos por 715, . El dato necesario
es el par maximo aplicable (M, 4, ), que debe ser positivo, y el par minimo aplicable (M, ), que debe ser negativo.

2. Realizar la maniobra con minima energia, es decir minimizar fo M?(7)dr. En este caso T es dato, y suponemos
que el par no esta limitado para simplificar el problema.

1. Maniobra de tiempo minimo con pares maximo/minimo simétricos

Partimos inicialmente de la base de que M,,,;,, = —M 4. Intuitivamente, la maniobra requerird aplicar durante la mitad
del tiempo el par mdximo, y durante el resto del tiempo el par minimo.

Por tanto el valor del par y de la velocidad angular es:

_ Mpaz, 0<t<T)2
M) = { ~Mypae, T/2<t<T
Mmaa:
7 t, 0<t<T/2
w<t> - Mmam MWGZD
7 T/2 - i (t—T/2), T/2<t<T
Integrando la velocidad angular para hallar el dngulo:
Mmaz t2
6(t) 7 0<t<T/2
t =
Mmam T/2 2 Mmaz Mmar t—T/2 2
(7/2) + T/2(t—T/2) — ( /2) T/2<t<T

I 2 I I 2 ’

Finalmente, en ¢t = T, el dngulo sera:

Mmaz T2 Mmax T2 Mmax T2
0 = — + - - e
I 8 I 4 I 8
_ Mmaz T2
N I 4
Despejando el tiempo:
410p
Trin =
Mm(l(l)

Esta maniobra se puede ver en la figura 1. De hecho es posible calcular el tiempo graficamente: la integral de la velocidad
angular, es decir, el drea bajo la curva, debe ser el angulo total girado. Por tanto usando el 4rea de un tridngulo es posible
deducir rapidamente la férmula anterior.

2. Maniobra de minima energia
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Figura 1: Maniobra de tiempo minimo con pares maximo y minimo simétricos entre si.

Si no hay restricciones, se puede deducir del cdlculo de variaciones que el par que minimiza la energia total consumida
es lineal, de forma que la velocidad angular es cuadrética: w(t) = A + Bt + Ct2. De las restricciones w(0) = w(T) = 0
obtenemos:

A=0,B=-CT

Por tanto la velocidad angular es w(t) = Ct(t — T'). Finalmente, integrando la ecuacién diferencial de 6 obtenemos:

T3 T3 T3
0 :/ dT_C/ If— = (—):—C
LA 32 6

de donde C' = 61(35 , obteniendo finalmente:

60r
T3
Podemos calcular igualmente el par y dngulo girado en el tiempo:

6105
T3

w(t) = —LHT — 1)

M(t) = (T — 2t), O(t) = —t*(3T — 2t)

Esta maniobra se puede ver en la figura 2.

Nota: Maniobra de tiempo minimo con pares desiguales

Intuitivamente, la maniobra requerird aplicar durante una fraccién o de 7" el par mdximo, y durante el resto del tiempo
(una fraccién (1 — «) de T') el par minimo. Para calcular «, es necesario aplicar el hecho de que la velocidad angular debe
ser cero al final de la maniobra.

Tras un tiempo o aplicando el par maximo, se tendria w(aT') = %aT. Si ahora aplicamos el par minimo durante

un tiempo (1 — )T, encontramos que:

Mm,in Mmar Mm,in T
w(T) =w(aT) + T(l —a)T = i ol + i 1-a)T = T (aMpaz + (1 — @) Mypnin)
como esta cantidad debe ser cero, 7" o I no juegan ningtin papel y encontramos, despejando a:
o= _Mmin
Mmaz - Mmzn
Como M4, €s positivo y M., es negativo « estd bien definida. Obsérvese que si M,y = — M4, Obtenemos o = 1/2

como era de esperar.
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Figura 2: Maniobra de energia minima en tiempo 7.
Por tanto el valor del par y de la velocidad angular es:
Mgz, 0<t<al
M(t) N { Min, oT <t<T
MTTLGI
0 7 t, 0<t<al
w(t) = .
@QT—F @(t—aT), aT <t<T
Integrando la velocidad angular para hallar el angulo:
Mmaw t2
=, 0<t<aTl
"0 = Mo (2aT)2 Mz (¢ — o) 4 Momin t=oTf  rei<r
I 2 ;e i 2 =
Finalmente, en t = T, el dngulo sera:
M, (aT)? M, Mppin (T — aT)?
0 — max max T T _ T man
F 7 5 + 7 (T —aT) + i 5
My T?0(2 — ) N Mopin T?(1 — )?
T 2 I 2
T2
= o7 (Mmaaca(Z - a) + Mmin(l - 04)2)
T2 _Mmin 2Mmaz - Mmzn Mma:r ?
£ —_— Mmax Mmzn
21 ( Mmaa: - Mmzn( Mmaa: - Mmzn ) * (Mmaw - Mmzn) >
T2 -M ,an'
= e = (2Mmam — Minin — Mmaw)

ﬁ (Mmaa: - Mmzn)2
T2 _Mmamein
21 (Mmar - Mmzn)



Donde se ha sustituido el valor hallado de «.

Despejando el tiempo:

219F(Mmaz - Mmzn)

Tmin =
_Mmaa: Mmin
Para el caso M,,,;,, = —M,,,4, corroboramos el resultado anterior obteniendo:
410
Tmin =
Mm,{lfl,‘

Esta maniobra se puede ver en la figura 3. Las férmulas obtenidas se pueden también conseguir de forma grafica como en
el caso de pares maximo y minimo simétricos.
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Figura 3: Maniobra de tiempo minimo con pares maximo y minimo asimétricos entre si.



