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Escuela Superior de Ingenieros, Universidad de Sevilla rvazquez1@us.es

23 de febrero de 2017



Introducción a la Dinámica de la Actitud

Conceptos básicos

Estabilidad y Control

Introducción I

La mayor parte de los veh́ıculos espaciales tienen instrumentos
o antenas que deben apuntar en una dirección. Por ejemplo:

Telescopios espaciales (Hubble).
Los satélites de comunicación deben orientar sus antenas.
Los paneles solares deben maximizar su exposición al Sol.
Las cámaras de fotograf́ıa deben apuntar a una localización.
Los radiadores deben estar orientados al espacio profundo.
Las toberas propulsivas de un veh́ıculo espacial deben estar
correctamente alineadas.
Otros instrumentos o sensores cient́ıficos.

Además existen otro tipo de requisitos:
Telescopios espaciales (Hubble).
Seguimiento de objetivos.
Direcciones prohibidas (p.ej. la dirección del Sol para óptica
sensible).

La orientación de un veh́ıculo espacial (respecto a otro
sistema de referencia de interés, p.ej. inercial o los ejes órbita)
se denomina actitud.

2 / 14



Introducción a la Dinámica de la Actitud

Conceptos básicos

Estabilidad y Control

Introducción II

El subsistema encargado de conocer y controlar la actitud, es
el Sistema de Determinación y Control de Actitud, en inglés
ADCS (Attitude Determination and Control System) cuyas
funciones básicas son:

Determinar la actitud actual o instantánea, a partir de las
medidas de los sensores y el conocimiento de la actitud previo
(problema de estimación).
Emplear los actuadores disponibles para estabilizar la actitud y
corregir posibles desviaciones respecto a una actitud deseada
(problema de control).

Otras funciones posibles:
Generar maniobras de actitud, por ejemplo, para pasar de una
actitud inicial a una final deseada (problema de transferencia
de actitud)
Seguir un objetivo (problema de seguimiento o tracking).
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Representación y Cinemática de la Actitud
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Bajo la hipótesis de sólido ŕıgido, la
actitud queda determinada especificando
la orientación de los ejes cuerpo respecto
a otros ejes de interés.

Por ejemplo, los ejes órbita tal como se
muestra en la figura, cuya definición
depende de la órbita concreta.

La relación entre dos sistemas de
referencia se puede representar de varias
formas, usando matrices, ángulos de
Euler u otros objetos matemáticos.

La cinemática de la actitud son un conjunto de relaciones (en
forma de ecuaciones diferenciales) entre la velocidad angular
del veh́ıculo, ~!, y su actitud, representada mediante
cualquiera de los métodos que se verán.
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Dinámica de la Actitud

La dinámica de la actitud relaciona la velocidad angular del
veh́ıculo con los momentos de las fuerzas que actúan en él, y
se basa en el teorema del momento cinético; las ecuaciones
diferenciales resultantes se denominan Ecuaciones de Euler.

El movimiento de un sólido en rotación libre (sin momentos)
es la solución más simple de estas ecuaciones (anaĺıtica en el
caso axilsimétrico); se trata de una precesión del eje de
rotación alrededor de un eje fijo.

Un sólido que se encuentra en rotación y se somete a un
momento constante no reacciona de una forma “intuitiva”
sino que sufre perturbaciones en su rotación inicial,
provocándose movimientos de precesión y nutación.

Esta resistencia a momentos perturbadores se denomina
rigidez giroscópica. Es la base de funcionamiento de las
peonzas.
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Estabilidad de sólidos en rotación
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los momentos principales de inercia (dada la forma del
sólido). Además I
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por las dimensiones
aparentes en la figura, luego el eje x es el eje mayor
de inercia, el y el eje intermedio, y el z el eje menor
de inercia.

Se demuestra que si el sólido rota alrededor del eje
mayor o del eje menor, estas rotaciones son estables
(realmente son neutralmente estables: cuando la
rotación es perturbada, la perturbación no crece).

Sin embargo si la rotación es alrededor del eje intermedio,
dicha rotación es inestable (una perturbación se amplificaŕıa y
el eje instantáneo de rotación se alejaŕıa del eje intermedio).
Estos resultados cambian en presencia de disipación de
enerǵıa (que siempre existe): El eje menor es inestable si
existe disipación de enerǵıa (Regla del Eje Mayor).
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Sputnik vs. Explorer I!"#$%&'()(*+",-./.(0
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El Sputnik fue lanzado en 1957

El satélite estaba estabilizado por
rotación en torno a su eje mayor.

Los ingenieros de la NASA no eran
conscientes de este hecho, ni de la
regla del eje mayor (que no se puede
deducir con un modelo de sólido
ŕıgido).
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El Explorer I fue lanzado en
1958, “estabilizado” por
rotación en torno a su eje
menor.
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Sputnik vs. Explorer II
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La estabilización en torno al eje menor
(rojo) no funcionó.

En pocas horas el Explorer 1 empezó a
girar en torno a su eje mayor (verde)
con un movimiento bastante caótico,
imposibilitando su misión.
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El Telstar I (el primer satélite de
comunicacioens) fue lanzado en
1962.

Estaba estabilizado por rotación
en torno a su eje mayor,
girando a 200 RPM.
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Regla del Eje Mayor: Excepciones

El eje menor es inestable, pero el
tiempo caracteŕıstico de la
inestabilidad es lento (horas).

T́ıpicamente se estabiliza por rotación
en torno al eje menor en las últimas
etapas de los veh́ıculos lanzadores,
antes de encender dichas etapas.

Esta rotación causa rigidez
giroscópica, que disminuye
mucho los errores causados por
una alineación no perfecta entre
la dirección deseada de
propulsión y la fuerza propulsiva
real.

Tras el encendido, dicha
rotación se detiene, por ejemplo
con un mecanismo yo-yo, o se
permite que la propia dinámica
la transfiera a una rotación en
torno al eje mayor.

Ejemplo: Mars Odissey.
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Efecto de una rueda en la dinámica rotacional
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Una rueda, volante de inercia o rotor situada
en el interior o exterior del veh́ıculo y que se
encuentre en rotación, produce un efecto de
estabilización al proporcionar rigidez
giroscópica al conjunto.

Además, con una rueda se puede estabilizar
el eje intermedio, o el menor, incluso en
presencia de disipación de enerǵıa.

Además se pueden provocar rotaciones (maniobras) por
reacción: si la rueda se acelera en un sentido, en ausencia de
momentos externos el veh́ıculo ha de girar en sentido contrario
debido a que el momento cinético total no puede cambiar.

El ejemplo más extremo de este principio es un CMG
(giróscopo de control de momentos); consiste en una rueda de
alta inercia y gran velocidad fija pero ejes móviles.
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Ejemplos de Veh́ıculos Espaciales con volantes de inercia

!"#$%&'()(*'+,$-.,/$0#,#*1

2)+)31)$%4&&#*,$5*#6*'7 89#:'9$5#1.,.#3.36$%;1,)7

<3)$9'*6)$*#,#*

=>?@$05AB

C#4*$7#7)3,47$"/))91$

=1)D)*'9$,/#41'3E$05AB

Satélite Navstar (GPS).

4 volantes de inercia girando a varias
miles de RPM.

Sistema auxiliar: RCS (hidrazina).

!"#$%&'()(*'+,$-.,/$0#,#*1

2)+)31)$%4&&#*,$5*#6*'7 89#:'9$5#1.,.#3.36$%;1,)7

<3)$9'*6)$*#,#*

=>?@$05AB

C#4*$7#7)3,47$"/))91$

=1)D)*'9$,/#41'3E$05AB
Satélites DSP (Defense Support
Program), son parte del sistema
de alerta temprana de USA.
Posee sensores infrarojos.

Estabilizado por rotación con un
volante de inercia.
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Gradiente gravitatorio (G2
)
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La forma y distribución másica no esférica de
un veh́ıculo espacial lo somete al llamado
momento gravitatorio, mientras circula en su
órbita, ya que F = µm/r2.

Por tanto existe una “fuerza restauradora”,
que tiende a hacer girar al veh́ıculo como un
péndulo, en torno a su posición de equilibrio.

El “G2” se puede aprovechar para estabilización;
no obstante apenas proporciona estabilidad en
guiñada. Por ello a veces se combina con un
volante de inercia.

La Luna está “estabilizada” por G2.

El satélite Polar BEAR, estabilizado por gravedad,
invertió su posición de equilibrio.
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A#+*/7,1+,#+,*I&*+7%./*,8"#AA*",

#"1<+),&4*,.11C
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G*=4-#& @HG*=4-#& @H
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Sistemas estabilizados en tres ejes

Los satélites que tienen un sistema ADCS que controla
totalmente su actitud se denominan estabilizados en tres ejes.

Por ejemplo, el sistema de control de actitud
del telescopio Hubble es uno de los sistemas
más precisos jamás construidos por el hombre.

El telescopio principal tiene que ser capaz de
mantener su posición respecto a un blanco con
una precisión de 0.007 segundos de arco (el
ancho de un cabello humano visto a 1.5 km de
distancia).

Un golfista con esa precisión (y la fuerza necesaria) seŕıa capaz
de realizar un “hoyo en uno” en un campo de golf en Málaga
efectuando la salida desde Moscú, 19 de cada 20 veces!
El Hubble realiza su control de actitud en tres ejes empleando
ruedas de reacción y volantes de inercia.
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Satélites ágiles

Los satélites de observación de la Tierra tienen
requisitos importantes de control de actitud.

Los llamados “satélites ágiles” están preparados
para adquirir múltiples imágenes o incluso 3D
(tomadas dos veces desde ángulos distintos).

Por ejemplo la constelación Pleiades (2 satélites
del CNES, agencia espacial francesa) tiene
capacidad de obtener imágenes con resolución
< 1 m. en cualquier punto de la Tierra!

Para sacar partido a la óptica es necesaria una
enorme precisión en el control/determinación de
actitud, pero también velocidad en las
maniobras; esto se consigue con los CMG
(control moment gyros), star trackers y
FOG de alta resolución.
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La actitud de un veh́ıculo. Formas de representación
Matriz de cosenos directores
Ángulos de Euler
Ángulo y eje de Euler. Cuaterniones. Otros

La actitud de un veh́ıculo

La actitud de un veh́ıculo es su orientación respecto a un
cierto sistema de referencia.
Si el veh́ıculo es un sólido ŕıgido, es suficiente conocer la
orientación de un s.d.r. fijo al veh́ıculo (los ejes cuerpo).
El conjunto de rotaciones entre dos ejes se llama SO(3) o
grupo especial ortogonal de dimensión 3.
En aeronaves, los ángulos de Euler (cabeceo, guiñada y
alabeo) son la representación clásica. Para veh́ıculos hay
muchas alternativas, que también pueden ser aplicados a
aeronaves, con diferentes ventajas e inconvenientes.
Estudiaremos varias representaciones diferentes de SO(3):

Matriz de cosenos directores.
Ángulos de Euler.
Ángulo y eje de Euler.
Vector de rotación.
Cuaterniones.
Parámetros de Rodrigues (vector de Gibbs).
Parámetros de Rodrigues modificados.
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Caracteŕısticas de las representaciones de SO(3)

Cada representación tiene sus ventajas y desventajas, que
serán comentadas.
Cada representación de actitud viene definida por n
parámetros.

Si n = 3 se dice de la representación que es ḿınima (ya que 3
son los grados de libertad del problema).
Si n > 3 existirán n � 3 ligaduras sobre los parámetros. Las
representaciones ḿınimas siempre tienen algún tipo de
singularidades.

Si dos combinaciones de parámetros representan la misma
actitud se dice que la representación tiene ambigüedades. El
conjunto de parámetros que habŕıa que eliminar para evitar
ambigüedades a veces se llama “shadow set” o conjunto
sombra.
Veremos como pasar de una representación a otra y como
componer actitudes (pasar por sistemas de referencia
intermedios) en cada caso. 3 / 28
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Caracteŕısticas de las representaciones de SO(3)

Otro aspecto interesante es la capacidad de generar
“caminos” suaves de actitud, es decir un conjunto continuo de
giros que nos lleve de una actitud a otra.

Finalmente, se habla de las interpretaciones pasiva y activa de
las transformaciones entre sistemas de referencia.

La interpretación pasiva (conocida también como “alias”)
consiste en considerar que los vectores se transforman a ráız
de que los sistemas de referencia lo hacen, pero en un sentido
opuesto. Por ejemplo si las direcciones x-y giran 45o, el vector
gira 45o en el sentido opuesto.

La interpretación activa (conocida com “alibi”) consiste en
considerar que son los propios vectores los que se transforman.

Nosotros siempre consideraremos la interpretación pasiva.
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Matriz de cosenos directores (DCM) I

Dado un sistema de referencia S (determinado por una base
de vectores unitarios (~e

x

, ~e
y

, ~e
z

) y otro S’ (determinado por
una base de vectores unitarios (~e

x

0 , ~e
y

0 , ~e
z

0), la orientación de
S’ respecto a S está totalmente determinada por la matriz de
cambio de base C

S

0
S

, que para un vector genérico ~
v permite

cambiar de base: ~vS
0
= C

S

0
S

~
v

S . Denotemos:

C

S

0
S

=

2

4
c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

3

5

Obsérvese: ~eS
0

x

= C S

0
S

eS
x

= C S

0
S

[1 0 0]T = [c11 c21 c31]T .

Luego: ~e
x

0 · ~e
x

= (~eS
0

x

0 )T~eS
0

x

= [1 0 0][c11 c21 c31]T = c11.
Igualmente:

c21 = ~
e

y

0 · ~e
x

, c31 = ~
e

z

0 · ~e
x

c12 = ~
e

x

0 · ~e
y

, c22 = ~
e

y

0 · ~e
y

, c32 = ~
e

z

0 · ~e
y

c13 = ~
e

x

0 · ~e
z

, c23 = ~
e

y

0 · ~e
z

, c32 = ~
e

z

0 · ~e
z
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Matriz de cosenos directores (DCM) II
Por tanto:

C

S

0
S

=

2

4
~
e

x

0 · ~e
x

~
e

x

0 · ~e
y

~
e

x

0 · ~e
z

~
e

y

0 · ~e
x

~
e

y

0 · ~e
y

~
e

y

0 · ~e
z

~
e

z

0 · ~e
x

~
e

z

0 · ~e
y

~
e

z

0 · ~e
z

3

5

Obsérvese que razonando igualmente:

C

S

S

0 =

2

64
~
e

x

0 · ~e
x

~
e

y

0 · ~e
x

~
e

z

0 · ~e
x

~
e

x

0 · ~e
y

~
e

y

0 · ~e
y

~
e

z

0 · ~e
y

~
e

x

0 · ~e
z

~
e

y

0 · ~e
z

~
e

z

0 · ~e
z

3

75 = (CS

0
S

)T

Y por tanto, puesto que C S

S

0 = (C S

0
S

)�1, obtenemos que
C S

S

0 es ortogonal, es decir: (C S

0
S

)�1 = (C S

0
S

)T . También se
justifica el nombre “matriz de cosenos directores”.
Otra propiedad es det(C S

S

0) = 1. Esto se debe a que
1 = det(Id) = det((C S

S

0)(C S

S

0)�1) = det((C S

S

0)(C S

S

0)T ) =�
det(C S

S

0)
�2
. Por tanto det(C S

S

0) = ±1. El signo +
corresponde a los sistemas de referencia que son triedros
“a derechas”, que son los utilizados en la práctica.
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Matriz de cosenos directores (DCM) III

Es una representación de la actitud con 9 parámetros. Estos
parámetros son dependientes entre śı, es decir, las entradas de
la matriz C no pueden ser cualesquiera (la matriz ha de ser
ortogonal y con determinante +1). En particular debe haber 6
ligaduras que determinan que la matriz sea ortogonal.

Supongamos que la actitud de S2 respecto a S1 viene dada
por CS2

S1
y que la actitud de S3 respecto a S2 viene dada por

C

S3
S2
. La actitud de S3 respecto a S1 viene dada por

C

S3
S1

= C

S3
S2
C

S2
S1
. Por tanto la “composición” de actitudes viene

dada por un simple producto matricial.
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Ángulos de Euler I

En general una actitud se puede describir mediante tres
rotaciones, en ejes no consecutivos.
Por ejemplo, la rotación clásica de aeronaves:

n

 �!
z

n

S

✓�!
y

S

S

0 '�!
x

S

0
BFS

Existen otras posibilidades, más aplicadas a veh́ıculos
espaciales:

n

✓1�!
x

n

S

✓2�!
y

S

S

0 ✓3�!
z

S

0
BFS n

⌦�!
z

n

S

i�!
x

S

S

0 !�!
z

S

0
BFS

Existen hasta 12 posibles secuencias de ángulos de Euler para
representar la actitud.
El número de parámetros de cada secuencia es siempre 3.
Se puede obtener la DCM a partir de los ángulos de Euler
mediante multiplicación de matricies de rotación elementales.
Por ejemplo: Cb

n

( , ✓,') = C

b

S

0(')CS

0
S

(✓)CS

n

( ).
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Ángulos de Euler II
En la figura, los ángulos de Euler
clásicamente usados en aeronaves,
respecto a ejes órbita.

Primero, un giro alrededor del eje 3
(amarillo). Se denomina “guiñada”
(yaw).
En segundo lugar, un giro alrededor del
eje 2 resultante (violeta). Se denomina
“cabeceo” (pitch).
En tercer lugar, un giro alrededor del eje
1 resultante (rojo). Se denomina
“balance” (roll).

Esta secuencia se denomina (3,2,1). Las
otras secuencias en la anterior diapositiva
son la (1,2,3) y la (3,1,3).

La secuencia elegida depende de los
ángulos de interés.

!"##$%&'()*%+%,-.

/ 0-12%-3%4"5%-'5)5-4(%

6737-##89

/ !"##!"##!"##!"## '3%5"(-('":%-;"7(%

(*2%<2#")'(8%<2)("5

/ &'()*&'()*&'()*&'()* '3%5"(-('":%-;"7(%

(*2%"5;'(%:"51-#%<2)("5

/ ,-.,-.,-.,-. '3%5"(-('":%-;"7(%

(*2%:-='5%<2)("5

/ >22?%(*232%)"#"5%)"=23%

':%1':=

/ 0-12%-3%4"5%-'5)5-4(%

6737-##89

/ !"##!"##!"##!"## '3%5"(-('":%-;"7(%

(*2%<2#")'(8%<2)("5

/ &'()*&'()*&'()*&'()* '3%5"(-('":%-;"7(%

(*2%"5;'(%:"51-#%<2)("5

/ ,-.,-.,-.,-. '3%5"(-('":%-;"7(%

(*2%:-='5%<2)("5

/ >22?%(*232%)"#"5%)"=23%

':%1':=

v
!

r
!

!

w
!

!

1
ô

2
ô

3
ô

Otras secuencias posibles:
(1,2,1), (1,3,1), (1,3,2),
(2,1,2), (2,1,3), (2,3,1),
(2,3,2), (3,1,2), (3,2,3).
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Ángulos de Euler III

Como ya vimos, para el caso ( , ✓,'):

C

b

n

=

2

4
c✓c c✓s �s✓

�c's + s's✓c c'c + s's✓s s'c✓
s's + c's✓c �s'c + c's✓s c'c✓

3

5

Obsérvese que (180o +  , 180o � ✓, 180o + ') es la misma
actitud que ( , ✓,'). Por ello se suelen limitar los
ángulos, t́ıpicamente ✓ 2 [�90o, 90o].

n
 �!
z

n

S
✓�!
y

S

S 0 '�!
x

S

0
BFS

Para obtener los ángulos de la DCM:
1 ✓ = � arc sen c13.
2 Con cos = c11/ cos ✓, sen = c12/ cos ✓, obtener  .
3 Con sen' = c23/ cos ✓, cos' = c33/ cos ✓, obtener '.

Para otros ángulos de Euler, se obtienen relaciones
similares.
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Ángulos de Euler IV

Su mayor ventaja es su significado f́ısico.

No obstante, hay que tener cuidado a la hora de componer
dos actitudes.

Supongamos que la actitud de S2 respecto a S1 viene dada
por ( 1, ✓1,'1) y que la actitud de S3 respecto a S2 viene
dada por ( 2, ✓2,'2). Denotemos como ( 3, ✓3,'3) la actitud
de S3 respecto a S1. En general:  3 6=  1 +  2, ✓3 6= ✓1 + ✓2,
'3 6= '1 + '2.

Para obtener ( 3, ✓3,'3) hay que calcular los ángulos de Euler
a partir de C

S3
S1

= C

S3
S2
( 2, ✓2,'2)C

S2
S1
( 1, ✓1,'1).

Por tanto es complicado operar con ángulos de Euler.

11 / 28



La actitud de un veh́ıculo. Formas de representación
Matriz de cosenos directores
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Ángulo y eje de Euler I

Teorema de Euler: “el movimiento más general posible de un
sólido con un punto fijo es una rotación alrededor de un único
eje”.
Nota: De momento consideramos la actitud en un instante de
tiempo concreto, es decir, no estudiamos cuando hay una
rotación que cambia con el tiempo.
Denominemos a un vector unitario en la dirección de dicho eje
(Eje de Euler) como ~

e

S/S 0 y a la magnitud de la rotación

(Ángulo de Euler) como ✓.
Por tanto k~e

S/S 0k = 1 y si escribimos ~eS
0

S/S 0 = [e
x

e

y

e

z

]T , se

tiene que e

2
x

+ e

2
y

+ e

2
z

= 1.

Dado un vector ~v = [v
x

v

y

v

z

]T definimos el operador ~v⇥
como:

~
v

⇥ =

2

4
0 �v

z

v

y

v

z

0 �v

x

�v

y

v

x

0

3

5
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Ángulo y eje de Euler II

El operador ~v⇥ sirve para escribir fácilmente el producto
vectorial ~v ⇥ ~

w , para cualquier vector ~
w , en un sistema de

referencia dado S : (~v ⇥ ~
w)S =

�
~
v

S

�⇥
~
w

S .
Por tanto la actitud con el ángulo y eje de Euler queda
representada con los parámetros (~eS

0

S/S 0 , ✓). ¿Cómo se puede
pasar de estos parámetros a la DCM y viceversa?
Se tiene que

C

S

0
S

= cos ✓Id+ (1� cos ✓)~eS
0

S/S 0(~eS
0

S/S 0)T � sen ✓
⇣
~
e

S

0

S/S 0

⌘⇥
.

Ésta es la llamada fórmula de Euler-Rodrigues. La
demostraremos más adelante
Por otro lado, dada C

S

0
S

, y calculando por un lado Tr(CS

0
S

) y
por otro (CS

0
S

)T � C

S

0
S

, se obtiene:

cos ✓ =
Tr(CS

0

S

)� 1

2⇣
~
e

S

0

S/S0

⌘⇥
=

1

2 sen ✓

⇣
(CS

0

S

)T � C

S

0

S

⌘
13 / 28



La actitud de un veh́ıculo. Formas de representación
Matriz de cosenos directores
Ángulos de Euler
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Ángulo y eje de Euler III

Otra relación entre el ángulo y el eje de Euler y la matriz de
cosenos directores viene dada por las propiedades algebraicas
de la DCM.

En particular al ser la DCM ortogonal se puede demostrar que
siempre tiene el autovalor 1. Si C es la DCM, entonces el
autovector asociado al autovalor 1 es el eje de Euler ~e ya que
C

~
e = ~

e.

Por otro lado los otros dos autovalores de la DCM serán ei✓,
e�i✓.

Esta es otra forma de obtener el ángulo y eje de Euler,
simplemente calculando los autovalores y autovectores de la
DCM.
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Ángulo y eje de Euler IV

Por tanto se representa la actitud con cuatro parámetros: tres
componentes de un vector unitario y un ángulo. Estos
parámetros tienen un claro significado f́ısico.
Obsérvese que la actitud dada por (~eS

0

S/S 0 , ✓) y por

(�~
e

S

0

S/S 0 , 360o � ✓) es exactamente la misma. Para evitar ésta

ambigüedad, se restringe ✓ al intervalo [0, 180o).
La actitud inversa (la de S respecto a S

0) vendrá dada por
(�~

e

S

S

0/S , ✓). Nota: Obsérvese que e

S

S

0/S = e

S

0

S/S 0 .

Finalmente si la actitud de S2 respecto a S1 viene dada por
(~eS2

S1/S2
, ✓1) y que la actitud de S3 respecto a S2 viene dada

por (~eS3
S2/S3

, ✓2), si denotamos como (~eS3
S1/S3

, ✓3) la actitud de
S3 respecto a S1, viene dada por:
cos ✓3 = � cos ✓1 cos ✓2 + sen ✓1 sen ✓2(~e

S1/S2
· ~e

S2/S3
)

e

S3
S1/S3

=
1

sen ✓3

⇣
sen ✓1 cos ✓2~e

S1/S2
+ cos ✓1 sen ✓2~e

S2/S3
+ sen ✓1 sen ✓2(~e

S1/S2
⇥ ~

e

S2/S3
)
⌘
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Vector de rotación

Una representación de actitud ḿınima se puede obtener
combinando el eje y el ángulo de Euler en un único vector
~✓ = ✓~e.

Esta representación es útil porque f́ısicamente representaŕıa la
velocidad angular que habŕıa que mantener constante durante
un segundo para pasar de la actitud identidad a la actitud
actual.

Por otro lado para giros “grandes” la representación no es
muy adecuada; por ejemplo un giro de 0o y uno de 360o

f́ısicamente son iguales pero para el primero ~✓ = ~0 y para el
segundo no está bien definido.

Por tanto es una representación que se reserva para análisis
teóricos o para ángulos pequeños.
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Ángulos de Euler
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Cuaterniones

Los cuaterniones son una creación de Hamilton (siglo XIX),
que los consideraba su mayor invento; pensó seŕıan como el
“lenguaje universal” de la f́ısica. Pero fueron sustituidos
pronto por los vectores (Gibbs) y las matrices (Cayley).
Recordemos que un número complejo z es como un “vector
2-D”, que se puede escribir como z = x + iy . Los números
complejos de módulo 1 se pueden usar para representar una
rotación 2-D, ya que si |z | = 1, se puede escribir z = ei✓, y en
tal caso representa una rotación 2-D de ángulo ✓.
Los cuaterniones son una extensión de los números complejos
a “4 dimensiones”. Escribimos un cuaternión q como:
q = q0 + iq1 + jq2 + kq3.
En ocasiones q0 se denomina la “parte escalar” de q y se
define ~

q = [q1 q2 q3]T como la “parte vectorial” de q.
Algunos autores (y STK) escriben q4 (al final del vector) en
vez de q0. 17 / 28
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Álgebra de cuaterniones I

Para poder entender los cuaterniones es importante conocer
su álgebra, es decir, como se opera con cuaterniones.

Suma: la suma es componente a componente, es decir, dado
q = q0 + iq1 + jq2 + kq3 y q

0 = q

0
0 + iq

0
1 + jq

0
2 + kq

0
3, se tiene

que q

00 = q + q

0 = q

00
0 + iq

00
1 + jq

00
2 + kq

00
3 viene dado por las

fórmulas:
q

00
0 = q0 + q

0
0, q

00
1 = q1 + q

0
1, q

00
2 = q2 + q

0
2, q

00
3 = q3 + q

0
3.

Producto: el producto es componente a componente,
conociendo las siguientes reglas de multiplicación:
i ? i = �1, i ? j = k , i ? k = �j , j ? i = �k , j ? j = �1,
j ? k = i , k ? i = j , k ? j = �i , k ? k = �1.

Se tiene la fórmula de Hamilton: i ? j ? k = �1.

Obsérvese que en general q ? q0 6= q

0 ? q: La multiplicación no
es conmutativa!
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Álgebra de cuaterniones II

Forma matricial del producto: Es posible escribir el producto
q

00 = q

0 ? q en forma matricial.
2

664

q

00
0

q

00
1

q

00
2

q

00
3

3

775 =

2

664

q

0
0 �q

0
1 �q

0
2 �q

0
3

q

0
1 q

0
0 �q

0
3 q

0
2

q

0
2 q

0
3 q

0
0 �q

0
1

q

0
3 �q

0
2 q

0
1 q

0
0

3

775

2

664

q0

q1

q2

q3

3

775

Forma “vectorial” del producto: q000 = q

0
0q0 � ~

q

0T ~
q,

~
q

00 = q0~q0 + q

0
0~q + ~

q

0 ⇥ ~
q.

Conjugado: Como para los números complejos, dado
q = q0 + iq1 + jq2 + kq3 se define el conjugado de q como
q

⇤ = q0 � iq1 � jq2 � kq3.
Módulo: Se define el módulo de q = q0 + iq1 + jq2 + kq3 como
|q|2 = q ? q⇤ = q

2
0 + q

2
1 + q

2
2 + q

2
3 . Propiedad: |q ? q0| = |q||q0|.

División: Se define la división usando el conjugado:
q

0/q = q

0/q ? q⇤/q⇤ = (q0 ? q⇤)/|q|2.
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Representación de la actitud mediante cuaterniones I

Dada la actitud representada mediante el eje y ángulo de
Euler, ~e y ✓, se “codifica” dicha actitud en forma de
cuaterniones mediante:
q0 = cos ✓/2, ~q = sen ✓/2~e.
Obsérvese que si un cuaternión q representa una actitud,
entonces |q| = 1.

Recordemos el operador ~q⇥: ~
q

⇥ =

2

4
0 �q3 q2
q3 0 �q1
�q2 q1 0

3

5

Para pasar de la DCM C a cuaterniones, se utilizan las

fórmulas: q0 =
p

1+Tr(C)

2
y ~q⇥ = 1

4q0

�
CT � C

�
.

Para pasar de cuaterniones a DCM se utiliza la fórmula de
Euler-Rodrigues para cuaterniones:
C =

�
q2
0 � ~qT~q

�
Id+ 2~q~qT � 2q0~q⇥.

También se puede girar un vector ~v sin calcular la matriz

C usando la fórmula:


0
~v 0

�
= q⇤ ?


0
~v

�
? q
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Representación de la actitud mediante cuaterniones II
Fórmula de Euler-Rodrigues en forma matricial:

C(q) =

2

4
q

2
0 + q

2
1 � q

2
2 � q

2
3 2(q1q2 + q0q3) 2(q1q3 � q0q2)

2(q1q2 � q0q3) q

2
0 � q

2
1 + q

2
2 � q

2
3 2(q2q3 + q0q1)

2(q1q3 + q0q2) 2(q2q3 � q0q1) q

2
0 � q

2
1 � q

2
2 + q

2
3

3

5

Los cuaterniones son una representación de la actitud que
requiere 4 parámetros, con la relación |q| = 1.
Existe un problema de ambigüedad: q y �q representan la
misma actitud, ya que si q corresponde a (~e, ✓), entonces
�q corresponde a (�~e, 360� ✓).
Tienen la desventaja de ser una representación
matemática sin sentido f́ısico.
Para pasar de la DCM a cuaterniones y viceversa no es
necesario usar fórmulas trigonométricas.
Si q

S

0
S

representa la actitud de S’ respecto a S y q
S

00
S

0

representa la actitud de S” respecto a S’, entonces q
S

00
S

,
la actitud de S” respecto a S, se calcula como
q
S

00
S

= q
S

0
S

? q
S

00
S

0 (al revés que la DCM).
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Cálculo de cuaterniones dados los ángulos de Euler

Obsérvese que:
A los ángulos de Euler ( , 0, 0) les corresponde el cuaternión
q = cos /2 + k sen /2.
A los ángulos de Euler (0, ✓, 0) les corresponde el cuaternión
q✓ = cos ✓/2 + j sen ✓/2.
A los ángulos de Euler (0, 0,') les corresponde el cuaternión
q' = cos'/2 + i sen'/2.

Por tanto, a los ángulos de Euler ( , ✓,') les corresponderá el
cuaternión q = q ? q✓ ? q'.

Realizando el producto, se obtiene:

q = (cos /2 cos ✓/2 cos'/2 + sen /2 sen ✓/2 sen'/2)

+i (cos /2 cos ✓/2 sen'/2� sen /2 sen ✓/2 cos'/2)

+j (cos /2 sen ✓/2 cos'/2 + sen /2 cos ✓/2 sen'/2)

+k (sen /2 cos ✓/2 cos'/2� cos /2 sen ✓/2 sen'/2) .
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Cuaterniones: camino más corto e interpolación

Dados dos cuaterniones q0 y q1 que representan dos actitudes
diferentes, ¿se puede construir un “cuaternión de
interpolación” continuo q(s) de forma que q(0) = q0 y
q(1) = q1?
La forma de hacerlo es encontrar el cuaternión q2 que
representa la actitud entre q0 y q1: q2 =

1
q0

? q1 = q

⇤
0q1. Este

cuaternión estará representado por un ángulo ✓ y eje de Euler

~
e de forma que q2 =


cos ✓/2
sen ✓/2~e

�
.

La solución del problema es formar el cuaternión q(s) como el
producto de q0 y otro cuaternión con eje ~

e y ángulo s✓, de
forma que cuando s = 0 es el cuaternión unidad (y por tanto
el producto es q0) y cuando s = 1 es q2, de forma que el
producto es q1:

q(s) = q0 ?


cos(s✓/2)
sen(s✓/2)~e

�
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Parámetros de Rodrigues I

La representación mediante parámetros de Rodrigues (PR,
también llamada vector de Gibbs) se consigue a partir del
cuaternión, definiendo ~

g = ~
q

q0
, obviamente sólo válido si

q0 > 0 (✓ < 180o). Para recuperar el cuaternión a partir del
vector de Gibbs:

k~gk2 = k~qk2

q

2
0

=
1� q

2
0

q

2
0

Luego q0 =
±1p

1+k~gk2
. Y por tanto:

q =
±1p

1 + k~gk2


1
~
g

�

En términos del eje y ángulo de Euler, ~g = ~
e tan ✓

2 .
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Parámetros de Rodrigues II

La relación con la matriz de actitud es:

C = Id+2
~
g

⇥~
g

⇥ � ~
g

⇥

1 + k~gk2 = (Id�~
g

⇥)(Id+~
g

⇥)�1 = (Id+~
g

⇥)�1(Id�~
g

⇥)

Por otro lado, como q0 =
p

1+Tr(C)

2 y ~
q

⇥ = 1
4q0

�
C

T � C

�
,

tendremos:

~
g

⇥ =
q

⇥

q0
=

1

4q20

⇣
C

T � C

⌘
=

C

T � C

1 + Tr(C )

La composición de actitudes sigue una regla simple.Si ~g
S

0
S

representa la actitud de S’ respecto a S y ~
g

S

00
S

0 representa la
actitud de S” respecto a S’, entonces ~g

S

00
S

, la actitud de S”
respecto a S, se calcula como:

~
g

S

00
S

=
~
g

S

00
S

0 + ~
g

S

0
S

� ~
g

S

00
S

0 ⇥ ~
g

S

0
S

1� ~
g

S

0
S

· ~g
S

00
S

0
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Parámetros de Rodrigues modificados

La representación mediante parámetros de Rodrigues
modificados (PRM) es muy reciente (1962) pero también muy
popular. Similarmente a los PR se consigue a partir del
cuaternión, definiendo ~

p = ~
q

1+q0
. Para recuperar el cuaternión

a partir del vector de Gibbs:

k~pk2 = k~qk2

(1 + q0)2
=

1� q

2
0

(1 + q0)2
=

1� q0

1 + q0

Luego q0 =
1�k~pk2
1+k~pk2 . Y por tanto:

q =
1

1 + k~pk2


1� k~pk2

2~p

�

En términos del eje y ángulo de Euler, ~p = ~
e tan ✓

4 .
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Parámetros de Rodrigues modificados II

La relación con la matriz de actitud es:

C = Id+
8~p⇥~p⇥ � 4(1� k~pk2)~p⇥

(1 + k~pk2)2 =
⇥
(Id� ~

p

⇥)(Id+ ~
p

⇥)�1
⇤2

Como q y �q representan la misma actitud, también lo hacen
~
p = ~

q

1+q0
y ~
p

0 = �~
q

1�q0
. ¿Cuál es la relación entre ambos?

k~pk2 = 1� q0

1 + q0
=

1

k~p0k2

Luego ~
p y ~

p

k~pk2 representan la misma actitud. Por tanto

limitando k~pk  1 evitamos la falta de ambigüedad.
La composición de actitudes sigue una regla no tan simple
como para los PR. ~p

S

0
S

representa la actitud de S’ respecto a
S y ~

p

S

00
S

0 representa la actitud de S” respecto a S’, entonces
~
p

S

00
S

, la actitud de S” respecto a S, se calcula como:

~p
S

00
S

=
(1� k~p

S

0
S

k2)~p
S

00
S

0 + (1� k~p
S

00
S

0k2)~p
S

0
S

� 2~p
S

00
S

0 ⇥ ~p
S

0
S

1 + k~p
S

0
S

k2k~p
S

00
S

0k2 � 2~p
S

0
S

· ~p
S

00
S

0
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Ángulo y eje de Euler. Cuaterniones. Otros

Cuaternión de error

Para linealizar ecuaciones de actitud con cuaterniones en
torno a un valor q̄, la formulación clásica “aditiva” q = q̄+ �q
no funciona, porque aunque q̄ y �q tengan módulo unidad, la
suma no tiene por qué tenerlo.
Se utiliza una formulación “multiplicativa” donde q = q̄ ? �q,
y donde �q es el llamado cuaternión de error que debe estar
“cerca” del cuaternión unidad q = [1 0 0 0]T .
�q tiene 4 componentes pero realmente sólo 3 grados de
libertad; estos se codifican en un vector ~a “pequeño”
(equivalente a 2~g):

�q(~a) =
1p

4 + k~ak2


2
~
a

�

Obsérvese que �q(~a) tiene módulo unidad. Si es necesario
linealizar la anterior expresión se obtiene:

�q(~a) ⇡


1
~
a/2

�
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Determinación de la actitud: algoritmos

Determinación de la actitud: Sensores

Errores en determinación de actitud

Determinación de la actitud

La determinación (estática) de actitud require del uso de
sensores de actitud y algoritmos apropiados a los sensores
disponibles.

Los sensores de determinación de actitud, en general son
sensores que determinan un vector ~v en los ejes cuerpo, es
decir, ~vB (en realidad lo determinan en los“ejes sensor”, pero
la transformación a ejes cuerpo es conocida). Además dicho
vector se supone conocido en los ejes de referencia (inerciales
u órbita), es decir, ~vN es conocido. Es necesario tener dos o
más medidas simultáneas para poder resolver el problema sólo
con este tipo de sensores.

Más adelante veremos sensores que miden la velocidad
angular ~!B para la estimación dinámica de la actitud.
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Determinación de la actitud: Sensores

Errores en determinación de actitud

TRIAD y el problema de Wahba

Estimación a partir de observaciones

En primer lugar consideramos el caso de que tenemos n (2 o
más) sensores que determinan un vector ~v

i

, i = 1, . . . , n, en
los ejes cuerpo, es decir, ~vB

i

, que es conocido en los ejes de
referencia (inerciales u órbita), es decir, ~vN

i

es conocido.
Puesto que sólo importan las direcciones de los vectores, los
consideramos unitarios.

Por tanto tenemos n ecuaciones de la forma ~vB
i

= CB

N

~vN
i

y
tenemos que “despejar” la matriz CB

N

.

Para simplificar notación escribamos ~W
i

= ~vB
i

, ~V
i

= ~vN
i

,

A = CB

N

. Por tanto tenemos n ecuaciones ~W
i

= A ~V
i

y es
necesario calcular A.

En general estos vectores pueden contener errores.

En el caso de tener 2 vectores, se puede usar un método
sencillo llamado método TRIAD. También veremos métodos
más generales que sirve para n � 2.
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TRIAD y el problema de Wahba

Método TRIAD

Partimos de las dos ecuaciones ~W
1

= A ~V
1

y ~W
2

= A ~V
2

Definamos los siguientes vectores: ~r
1

= ~V
1

, ~r
2

=
~
V

1

⇥ ~
V

2

| ~V
1

⇥ ~
V

2

|
, y

~r
3

=
~
V

1

⇥~
r

2

| ~V
1

⇥~
r

2

|
. Similarmente: ~s

1

= ~W
1

, ~s
2

=
~
W

1

⇥ ~
W

2

| ~W
1

⇥ ~
W

2

|
, y

~s
3

=
~
W

1

⇥~
s

2

| ~W
1

⇥~
s

2

|
. Está claro que se cumplirá, por construcción:

~s
1

= A~r
1

, ~s
2

= A~r
2

, y ~s
3

= A~r
3

.

Construimos ahora las matrices M
ref

= [~r
1

~r
2

~r
3

] y
M

obs

= [~s
1

~s
2

~s
3

]. Se cumple M
obs

= AM
ref

. Además las
columnas de la matriz M

ref

son, por construcción,
ortornormales, luego M

ref

es invertible y además ortogonal.
Por tanto: A = M

obs

MT

ref

.

Obsérvese que el método no es simétrico, sino que da más
“peso” a la medida número 1. Por tanto habrá que usar como
primera medida la más “fiable”. En la práctica no se obtendrá
la matriz exacta por los errores en los sensores.
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TRIAD y el problema de Wahba

Problema de Wahba

Ahora tenemos n medidas cumpliendo ~W
i

= A ~V
i

. Planteamos
el problema como un problema de ḿınimos cuadrados.
Formulamos la función L(A) = 1

2

P
n

i=1

a
i

| ~W
i

� A ~V
i

|2, donde
a
i

son los pesos que se le da a cada medida (cumpliendoP
n

i=1

a
i

= 1) y planteamos el objetivo matemático de
encontrar A (ortogonal) tal que L(A) sea ḿınimo. En la
literatura esto se conoce como el ”Problema de Wahba”.
Puesto que, operando:

| ~W
i

� A ~V
i

|2 = ( ~W
i

� A ~V
i

)T ( ~W
i

� A ~V
i

) = 2� 2 ~W T

i

A ~V
i

,

tenemos que:

L(A) = 1�
nX

i=1

a
i

~W T

i

A ~V
i

= 1� g(A),

donde g(A) =
P

n

i=1

a
i

~W T

i

A ~V
i

. Minimizar L(A) equivale a
maximizar g(A).
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TRIAD y el problema de Wahba

Método q de Davenport

Escribiendo A en función de q con la ecuación de
Euler-Rodrigues A = (q2

0

� ~qT ~q)I+ 2~q~qT � 2q
0

~q⇥ se llega a

g(A) =
nX

i=1

a
i

~W T

i

(q2
0

�~qT ~q) ~V
i

+2
nX

i=1

a
i

~W T

i

~q~qT ~V
i

�2
nX

i=1

a
i

~W T

i

q
0

~q⇥ ~V
i

Desarrollemos cada término para intentar llegar a una forma
bilineal g(q) = qTKq:

Empezando por el segundo término:

2
nX

i=1

a
i

~W T

i

~q~qT ~V
i

= 2
nX

i=1

a
i

~qT ~W
i

~V T

i

~q = 2~qTB~q = ~qT (B+BT ) ~q

donde B =
P

n

i=1

a
i

~W
i

~V T

i

.
El primer término se puede escribir:
nX

i=1

a
i

~W T

i

(q2
0

�~qT ~q) ~V
i

= (q2
0

�~qT ~q)
nX

i=1

a
i

~W T

i

~V
i

= q
0

�q
0

�~qT (�I)~q

donde � =
P

n

i=1

a
i

~W T

i

~V
i

= Tr(B).
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TRIAD y el problema de Wahba

Método q de Davenport

Finalmente, el último término se puede escribir:

�2
nX

i=1

a
i

~W T

i

q
0

~q⇥ ~V
i

= 2
nX

i=1

a
i

~W T

i

q
0

~V⇥
i

~q = 2q
0

~zT ~q = q
0

~zT ~q+~qT~zq
0

donde ~zT =
P

n

i=1

a
i

~W T

i

~V⇥
i

, luego ~z = �
P

n

i=1

a
i

~V⇥
i

~W
i

.

Se tiene que (~a⇥~b)⇥ = ~b~aT � ~a~bT , lo que se demuestra
usando la identidad de (~a⇥ ~b)⇥ ~c . Observemos que

~z⇥ = �
nX

i=1

a
i

( ~V⇥
i

~W
i

)⇥ =
nX

i=1

a
i

~V
i

~W T

i

�
nX

i=1

a
i

~W
i

~V T

i

= BT�B
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TRIAD y el problema de Wahba

Método q de Davenport

Luego se ha llegado a:

g(q) = qTKq

donde la matriz K se escribe completamente a partir de
B =

P
n

i=1

a
i

~W
i

~V T

i

, de la siguiente manera:

� = Tr(B),

S = B + BT ,

~z⇥ = BT � B

siendo K una matriz 4⇥ 4 igual a:

K =


� ~zT

~z S � �Id

�
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TRIAD y el problema de Wahba

Método q de Davenport

Por tanto el problema se reduce a encontrar q (cuaternión
válido de actitud, es decir, de norma 1) tal que g(q) = qTKq
sea máximo.
Problema de maximización con restricciones (qTq = 1).
Usamos multiplicadores de Lagrange, escribiendo:

H = qTKq � �(qTq � 1)

Tomando derivada respecto a q e igualando a cero:

@H

@q
= 2qTK � 2�qT = 0 �! Kq = �q,

Por tanto � debe ser un autovalor de K y q el autovector
asociado (de módulo 1). ¿Cuál? Sustituyendo en g(q):

g(q) = qTKq = qT�q = �

Por tanto, el cuaternión solución del problema será el
autovector (de módulo 1) asociado al mayor autovalor!
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TRIAD y el problema de Wahba

Método QUEST

Si bien el método q de Davenport reduce el problema a uno
de autovalores y autovectores, este problema algebraico puede
ser problemático en un computador a bordo de un satélite.
En 1978 se desarrolló el método QUEST (QUaternion
ESTimator) que evita este cálculo.
El problema de encontrar Kq = �q se puede escribir:


� ~zT

~z S � �Id

� 
q
0

~q

�
= �


q
0

~q

�

Es decir, dos ecuaciones:

�q
0

+ ~zT ~q = �q
0

, q
0

~z + S~q � �~q = �~q

Recordando el vector de Gibbs ~g = ~
q

q

0

, la 2a ecuación queda:

~z + [S � (� + �)I] ~g = 0

Luego ~g = [(� + �)I� S ]�1 ~z (pero no conocemos �, el
máximo autovalor)
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Errores en determinación de actitud

TRIAD y el problema de Wahba

Método QUEST

Una primera forma de resolver el problema es suponer � ⇡ 1
(si las medidas son exactas este es el valor que se obtiene). En
tal caso: ~g = [(1 + �)I� S ]�1 ~z

Si esto no es una buena aproximación, se puede encontrar una
expresión expĺıcita para el autovalor máximo, resolviendo la
ecuación caracteŕıstica de la matriz K . Se obtiene:

�4 � (a+ b)�2 � c�+ (ab + c� � d) = 0

Donde los coeficientes son:

a = � � Tr[adj(S)],

b = � � ~zT~z ,

c = det[S ] + ~zTS~z ,

d = ~zTS2~z .
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TRIAD y el problema de Wahba

Determinación geométrica de la actitud

En algunos casos sólo interesa determinar la orientación
(inercial) de una dirección del veh́ıculo (por ejemplo, donde se
ubica un instrumento o una antena, o el eje de giro).
En tal caso seŕıa suficiente tener dos sensores que nos
permitan estimar el ángulo entre la dirección de interés y
astros de referencia (por ejemplo, el sol o la Tierra).
Gráficamente, se puede representar considerando la “esfera
celeste” en torno al veh́ıculo, encontrando el lugar geométrico
de las posibles orientaciones de la dirección.
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Determinación de la actitud: algoritmos

Determinación de la actitud: Sensores

Errores en determinación de actitud

TRIAD y el problema de Wahba

Determinación geométrica de la actitud

Con dos cuerpos, existirá una ambigüedad que usualmente
puede ser resuelta si se conoćıa aproximadamente la actitud
anterior.
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Determinación de la actitud: algoritmos

Determinación de la actitud: Sensores

Errores en determinación de actitud

TRIAD y el problema de Wahba

Determinación geométrica de la actitud

Si bien el problema se puede resolver geométricamente, es
sencillo plantear su resolución anaĺıtica usando la
trigonometŕıa esférica (distancias ortodrómicas).

Sea AR
1

, �
1

y AR
2

, �
2

las ascensiones rectas y declinaciones
de los dos cuerpos de referencia, y � y ⌘ los ángulos formados
con cada uno de ellos. Si AR y � es la ascensión recta y
declinación hacia la que apunta la dirección de medida, se
tiene que:

cos� = sen � sen �
1

+ cos � cos �
1

cos(AR � AR
1

)

cos ⌘ = sen � sen �
2

+ cos � cos �
2

cos(AR � AR
2

)

Se trata de dos ecuaciones con dos incógnitas. Resolviendo �
y AR se resuelve el problema.
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Determinación de la actitud: algoritmos

Determinación de la actitud: Sensores

Errores en determinación de actitud

TRIAD y el problema de Wahba

Determinación geométrica de la actitud

En la práctica existirán errores en ambas medidas, por lo que
existirá una región de posibles direcciones:
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Cuanto “menos ortogonal” sea la intersección entre las dos
circunferencias esféricas, mayor es la región de incertidumbre.
Esto depende de la situación geométrica y no tanto de la
precisión de los sensores.

Por tanto, es importante elegir cuidadosamente las direcciones
de referencia, de acuerdo a la geometŕıa.
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Determinación de la actitud: algoritmos

Determinación de la actitud: Sensores

Errores en determinación de actitud

Sensores

Existen tres tipos fundamentales de sensores, de acuerdo al
fenómeno f́ısico en el que se basan:

Ópticos: detectan la dirección relativa de un cuerpo planetario
o estelar.
Mecánicos: miden la velocidad angular del veh́ıculo respecto a
un sistema de referencia inercial. Se usa en estimación
dinámica.
Magnéticos: sólo se pueden usar en la proximidad (LEO) de
planetas con un campo magnético de intensidad suficiente
(p.ej. la Tierra).

Aunque no es técnicamente sencillo, está demostrado que es
posible usar el sistema GPS para altitudes desde LEO hasta
GEO. Su uso se basa en usar varias antenas receptoras,
deduciéndose la actitud de la diferencia en la señal recibida en
ambas.
T́ıpicamente se mezclan varios tipos de sensores mediante un
Filtro de Kalman o similar.
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Determinación de la actitud: algoritmos

Determinación de la actitud: Sensores

Errores en determinación de actitud

Sensores

Precisión de algunos sensores:

308 AmrUDE CONTROL 

The inverse relationship is 

'if, = (Wysin<,b+wlcos<,b)/cos6 

9 = Wy cos <,b - Wl sin <,b (9.25) 

= W;r + (Wy sin <,b + Wz cos <,b) tan 6 

When the angles are small, then 'if, wz, 9 Wy and W;r. 

Equations (9.25) indicate how, by integration, the attitude in the form of the Euler 
angles (1/1,6, <,b) may be obtained from measured components of angular velocity. The 
singularity at 6 = 90° shows up In the form of tan 6 and will lead to problems with the 
integration as 6 approaches this value. 

9.5.2 Measurement system fundamentals 

Fundamentally, the measurement of attitude requires the determination of three pieces of 
information that relate the spacecraft axes to some datum set, whether they are in the form 
of Euler angles or in other forms. The measurement subsystem must include sufficient 
sensors to enable the information to be extracted with the necessary accuracy and with 
reasonable simplicity. This must be done at all phases of the mission. 

There are two categories of sensor, and they are commonly used to complement each 
other in a measurement system: 

• The reference sensor gives a definite 'fix' by measuring the direction of an object 
such as the Sun or a star, but there are normally periods of eclipse during which its 
information is not available. 

• Inertial sensors measure continuously, but they measure only changes in attitude, 
effectively relative to a gyroscope rotor. They therefore need a fix-a calibration 
from reference sensors. In between fixes, their errors progressively increase because 
of random drifts. 

A measurement system may be formed by using reference and inertial sensors to com-
plement each other. In a simple combination, the reference sensors will calibrate the 
inertial sensor at discrete times and the latter will then effectively 'remember' the ref-
erence object's direction until the next calibration. This allows a period in eclipse to be 
covered. The accuracy of the system will fluctuate, being that of the reference sensor 
at the calibration instant, and steadily degrading until the next calibration, as shown in 
Figure 9.10. 

It is clear that the achievement of good system accuracy calls for good accuracy from 
the reference sensors, and a low degradation (drift) rate from the inertial sensors. In 
practice, it is likely that the mixing will take place in a computational Kalman filter to 
minimize errors, the design of which is a specialist topic. 

Complete attitude information requires three pieces of information as explained above. 
Reference sensors that are based upon detecting the direction of a single vector are inca-
pable of providing all three pieces. A sun sensor cannot detect any rotation of spacecraft 
about the Sun vector, for example. Two vector directions, ideally orthogonal, are needed 
for complete attitude information to be obtained from simultaneous measurements. 
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Probable error 

.' 

-5 Time 
Reference sensor sample numbers 

Figure 9.10 Error history for a mixed referencelinertial sensor system 

A star sensor may have the ability to track more than one star within its field of view 
(FOV), thereby monitoring the two or more vector that are needed .for full 
attitude information. The angle between these direcbons will be far from the Ideal of 
90°, however. 

In some cases, the two different vector directions can be monitored by just. one 
but with the measurements separated by a time interval. Then the change in attitude dunng 
the interval must also be measured, by using inertial sensors, and the time interval must 
be short enough for the build-up of errors from these sensors to be acceptable. . 

A star scanner is one example. It scans the heavens and so one sensor uses different 
star directions for complete attitude determination. The time lapse between viewing two 
stars in orthogonal directions will be short enough to avoid significant build-up of errors. 

An Earth sensor (detecting the local vertical) can be used in a similar fashion. The 
local vertical rotates in space through 90° in a quarter of a circular orbit, a lapse of about 
23minutes in LEO and 6hours in geostationary orbit. The Sun vector's '90° time' is 
three months-too long for use in this way! In practice, the Earth vector direction will 
be monitored continuously; the '90° time' merely gives an indication of the degradation 
in accuracy due to the sensor system's reliance upon inertial sensors. 

The accuracy required will normally be set by the payload, its pointing direction and the 
required measurement accuracy. There wiII be an ultimate accuracy of measurement that 
is determined by the object used by the sensor; stars provide the most accurate sources, 
with the Sun and Earth being progressively less accurate by virtue of the angle that they 
subtend at the sensor and the fuzziness of the Earth horizon. A rough guide to accuracies 
is shown in Table 9.3. 

Table 9.3 Potential accuracies of reference sensors 

Reference object 

Stars 
Sun 
Earth (horizon) 
RF beacon 
Magnetometer 
Narstar Global Positioning System (GPS) 

Potential accuracy 

1 arc second 
1 arc minute 
6 arc minutes 
1 arc minute 

30 arc minutes 
6 arc minutes 

Note: This table gives only a guideline. The GPS estimate depends upon the 'baseline' 
used (see text). 
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Determinación de la actitud: algoritmos

Determinación de la actitud: Sensores

Errores en determinación de actitud

Sensores Ópticos

Un sensor óptico trata de deducir la dirección (respecto al
sistema de ejes en el que se encuentra montado, es decir, ejes
cuerpo) de un cuerpo planetario o estelar de referencia.

T́ıpicamente estos cuerpos serán el Sol, la Tierra o una
estrella.

Si bien en general determinan una dirección (es decir dos
ángulos), en algunos casos de sensores más sencillo se
encuentra un único ángulo.

Un sólido ŕıgido tiene tres grados de libertad en su actitud, y
puesto que t́ıpicamente se obtendrán bastantes medidas, el
problema de la estimación estará sobre-determinado. Para
resolverlo se emplean métodos estad́ısticos y/o filtros de
estimación (p.ej. el Filtro de Kalman, si también se usan
giróscopos).
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Determinación de la actitud: algoritmos

Determinación de la actitud: Sensores

Errores en determinación de actitud

Sensores de radiación solar

Astronáutica y Vehículos Espaciales 4Dec-20-07

1. Sensores y Actuadores: Sensores

Dinámica y Control de la Actitud

Sensores de radiación solar: determinan la dirección en la que se
encuentra el Sol. Consisten en una cámara oscura provista de una
ranura de entrada y una retícula de detectores fotoeléctricos al fondo
de la cámara;  según los detectores que se activen, se puede calcular
el ángulo de incidencia. Un sensor es capaz de determinar un ángulo
relativo, para calcular los dos ángulos de una dirección es necesario
usar una configuración con dos sensores en perpendicular.

La precisión máxima es igual al diámetro
angular del sol (0.5 grados desde la 
Tierra).

Sensores de radiación solar:
determinan la dirección en la que
se encuentra el Sol.

Consisten en una “cámara oscura”,
fija al veh́ıculo, y provista de una
pequeña ranura de entrada con una
ret́ıcula de detectores fotoeléctricos
al fondo de la cámara.

Según los detectores de la ret́ıcula
que se activen, se puede calcular el
ángulo de incidencia.
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Determinación de la actitud: Sensores

Errores en determinación de actitud

Sensores de radiación solar

Astronáutica y Vehículos Espaciales 4Dec-20-07

1. Sensores y Actuadores: Sensores

Dinámica y Control de la Actitud

Sensores de radiación solar: determinan la dirección en la que se
encuentra el Sol. Consisten en una cámara oscura provista de una
ranura de entrada y una retícula de detectores fotoeléctricos al fondo
de la cámara;  según los detectores que se activen, se puede calcular
el ángulo de incidencia. Un sensor es capaz de determinar un ángulo
relativo, para calcular los dos ángulos de una dirección es necesario
usar una configuración con dos sensores en perpendicular.

La precisión máxima es igual al diámetro
angular del sol (0.5 grados desde la 
Tierra).

Un sensor es capaz de determinar un ángulo relativo, para
calcular los dos ángulos de una dirección es necesario usar una
configuración con dos sensores perpendiculares.

La precisión máxima es igual al diámetro angular del sol (0.5
grados en LEO).

20 / 34



Determinación de la actitud: algoritmos

Determinación de la actitud: Sensores

Errores en determinación de actitud

Sensores digitales de aspecto solar

Astronáutica y Vehículos Espaciales 5Dec-20-07

1. Sensores y Actuadores: Sensores

Dinámica y Control de la Actitud

Sensores digitales de aspecto solar (DSADs): similares a los sensores
de radiación solar, mejoran la precisión usando una celda de sensores
fotoeléctricos más sensibles, capaces de determinar además del
ángulo, la intensidad de la radiación incidente. Una vez conocida la
dirección y ángulo de máxima intensidad, se puede calcular la
dirección en la que se haya el centroide del Sol, con una precisión de
segundos de arco.

Sensores digitales de aspecto solar
(DSADs): son similares a los sensores de
radiación solar, pero mejoran su precisión.

Usan una celda de sensores fotoeléctricos
más sensibles, capaces de determinar
además del ángulo, la intensidad de la
radiación incidente.

Una vez conocida la dirección y ángulo de máxima intensidad,
se puede calcular la dirección en la que se encuentra el
centroide del Sol, con gran precisión.

Se obtiene una precisión de segundos de arco.
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Determinación de la actitud: algoritmos

Determinación de la actitud: Sensores

Errores en determinación de actitud

Sensores de horizonte terrestre

Sensores de horizonte terrestre:
determinan la dirección en la que se
encuentra la Tierra.

Se basan en que la Tierra refleja la
radiación solar en el espectro infrarrojo.

Su precisión está limitada en parte por la
imprecisión de la linea de horizonte.

Existen dos tipos de sensores de horizonte terrestre:

Estáticos: detectan el “dibujo” del horizonte terrestre.
De barrido: en continua rotación, encuentran cuando empieza
y cuando acaba el horizonte.
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Determinación de la actitud: algoritmos

Determinación de la actitud: Sensores

Errores en determinación de actitud

Sensores de horizonte terrestre

Astronáutica y Vehículos Espaciales 6Dec-20-07

1. Sensores y Actuadores: Sensores

Dinámica y Control de la Actitud

Sensores de horizonte terrestre: determinan la dirección en la que se
encuentra la Tierra. Se basan en que la Tierra refleja la radiación
solar. Existen dos tipos de sensores de horizonte terrestre:

  1. Estáticos: anillo de sensores infrarrojos
que detectan el “dibujo” del horizonte 
terrestre. Restringidos a órbitas circulares,
su precisión va de 0.1 grados (LEO) a 0.01
grados en GEO.

Sensor de tipo estático.

Complejo en órbitas
excéntricas.

Su precisión va de 0.1 grados
(LEO) a 0.01 grados (GEO).

Astronáutica y Vehículos Espaciales 7Dec-20-07

1. Sensores y Actuadores: Sensores

Dinámica y Control de la Actitud

2. De barrido: emplean un espejo en rotación continua que enfoca un
rayo de luz en un elemento llamado bolómetro que determina la
energía de la radiación incidente.  La rotación hace que el dispositivo
barra un cono completo, pudiendo medirse cuando la la señal del
horizonte terrestre aparece y desaparece; el tiempo transcurrido entre
estos dos eventos es usado para determinar el “ancho del horizonte”
que ve el sensor, de donde se puede calcular la dirección de la Tierra.

Sensor de tipo barrido.

Se calcula el ancho del horizonte en base
a cuando aparece y desaparece la señal.

Precisión variable (minutos de arco o
menos).
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Determinación de la actitud: algoritmos

Determinación de la actitud: Sensores

Errores en determinación de actitud

Sensores de estrellas

Astronáutica y Vehículos Espaciales 8Dec-20-07

1. Sensores y Actuadores: Sensores

Dinámica y Control de la Actitud

Sensores de estrellas: determinan la dirección en
la que se encuentra  una estrella concreta, a la
que siguen (star trackers o rastreadores), o bien
buscan grupos de estrellas (star cameras), cuyas
posiciones son luego comparadas con mapas
estelares para determinar la actitud con
precisión. Puesto que la intensidad de radiación
emitida por una estrella suele ser baja, requieren
dispositivos muy sensibles o bien amplificadores
(que eran usados en el pasado). No son útiles en
vehículos estabilizados por rotación, puesto que a
velocidades angulares grandes dejan de ser
efectivos.

Sensores de estrellas: determinan la dirección
en base a las estrellas. Los más precisos.

Los star trackers o rastreadores encuentran
una estrella concreta, que siguen.

Las star cameras buscan grupos de estrellas,
cuyas posiciones son comparadas con mapas
estelares para determinar la actitud.

Puesto que la intensidad de radiación
emitida por una estrella suele ser baja,
requieren dispositivos muy sensibles o bien
amplificadores.

No son útiles en veh́ıculos estabilizados por
rotación, puesto que a velocidades
angulares grandes dejan de ser efectivos.
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Determinación de la actitud: Sensores

Errores en determinación de actitud

Sensores magnéticos (magnetómetros)

Un magnetómetro mide el vector
campo magnético en el sistema de
referencia ejes cuerpos.

Se compara con el campo
magnético teórico en los ejes fijos
de la Tierra, para hallar la actitud.

No muy precisos por la
irregularidad del campo magnético
terrestre.

Satélite Ørsted, medidas precisas
del campo magnético terrestre.

“Boom” (mástil) de 8 metros para
minimizar las interferencias del
propio satélite en el magnetómetro.
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Determinación de la actitud: algoritmos

Determinación de la actitud: Sensores

Errores en determinación de actitud

Recordatorio de estad́ıstica

Errores en los métodos de determinación

Variables aleatorias continuas unidimensionales

Sea una variable aleatoria X 2 R continua.

Recordemos que la función de distribución F (x) es la
probabilidad de que X  x , que se escribe como
F (x) = P(X  x).

La función de distribución se calcula mediante la función de
densidad f (x): F (x) =

R
x

�1 f (y)dy .

Se define el operador esperanza matemática actuando sobre la
función g(x) como E [g(X )] =

R1
�1 g(y)f (y)dy . Se trata de

un operador lineal, de forma que
E [↵

1

g
1

(X ) + ↵
2

g
2

(X )] = ↵
1

E [g
1

(X )] + ↵
2

E [g
2

(X )]. Los dos
casos importantes son:

Media: m(X ) = E [X ] =
R1
�1 yf (y)dy .

Varianza: V (X ) = E [(X �m(X ))2] = E [X 2]� (E [X ])2.
Desviación t́ıpica �, la ráız cuadrada de la varianza,
� =

p
V (X ).
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Determinación de la actitud: algoritmos

Determinación de la actitud: Sensores

Errores en determinación de actitud

Recordatorio de estad́ıstica

Errores en los métodos de determinación

Distribución normal o gaussiana I

Es la distribución más usada en estad́ıstica. Se escribe
X ⇠ N(m,�2) y su función de densidad es

f (x) = 1

�
p
2⇡
Exp

⇣
� (x�m)

2

2�2

⌘
.

Intervalos de confianza: si X ⇠ N(m,�2):

Intervalo 1-�: P(X 2 [m � �,m + �]) = 68,3%.
Intervalo 2-�: P(X 2 [m � 2�,m + 2�]) = 95,45%.
Intervalo 3-�: P(X 2 [m � 3�,m + 3�]) = 99,74%.
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Determinación de la actitud: algoritmos

Determinación de la actitud: Sensores

Errores en determinación de actitud

Recordatorio de estad́ıstica

Errores en los métodos de determinación

Distribución normal o gaussiana II

El teorema central del ĺımite dice que la suma de variables
aleatorias (con cualquier tipo de distribución) tiende en media
a la normal. Puesto que los errores a gran escala provienen de
la suma y acumulación de muchos errores a pequeña escala,
esto justifica el uso de la normal como modelo para errores.

Una propiedad importante de la normal es que la suma de
normales es de nuevo normal, es decir, si X ⇠ N(m

x

,�2

x

) e
Y ⇠ N(m

y

,�2

y

) y son independientes, entonces si Z = X + Y
se tiene que Z ⇠ N(m

x

+m
y

,�2

x

+ �2

y

).

Por tanto �
z

=
q

�2

x

+ �2

y

, es decir, la desviación t́ıpica de la

suma de errores es la ráız cuadrada de la suma de los
cuadrados de las desviaciones t́ıpicas de los errores.

Esta regla, conocida como Root-Sum-of-Squares (RSS) es
muy importante.
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Determinación de la actitud: algoritmos

Determinación de la actitud: Sensores

Errores en determinación de actitud

Recordatorio de estad́ıstica

Errores en los métodos de determinación

Variables aleatorias continuas multidimensionales

Sea una variable aleatoria ~X 2 Rn continua multidimensional.
Cada componente de ~X sigue una distribución unidimensional.
Como en el caso unidimensional, se define una función de
distribución conjunta, que se calcula mediante la función de
densidad f (~x).
Igualmente E [g(~X )] =

R
Rn

g(~y)f (~y)dy . Los dos casos
importantes son:

Media: ~m(~X ) = E [~X ] =
R
Rn

~yf (~y)dy .

Covarianza: Cov(~X ) = E [(~X �m(~X ))(~X �m(~X ))T ] = ⌃. Es
una matriz simétrica y definida positiva. Los valores de la
diagonal representan la varianza de cada componente de ~X , y
los otros valores la correlación entre dos componentes de ~X .
Se tiene ⌃ = E [(~X ~XT ]�m(~X )m(~X )T .

Por ejemplo, para n = 3 y escribiendo ~X = [X ,Y ,Z ]:

⌃ =

2

64
�2

x

E [(X � m

x

)(Y � m

y

)] E [(X � m

x

)(Z � m

z

)]

E [(X � m

x

)(Y � m

y

)] �2

y

E [(Y � m

y

)(Z � m

z

)]

E [(X � m

x

)(Z � m

z

)] E [(Y � m

y

)(Z � m

z

)] �2

z

3

75
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Determinación de la actitud: algoritmos

Determinación de la actitud: Sensores

Errores en determinación de actitud

Recordatorio de estad́ıstica

Errores en los métodos de determinación

Distribución normal multivariante I

Se escribe ~X ⇠ N
n

( ~m,⌃) y su función de densidad es
f (~x) = 1

Det(⌃)(2⇡)n/2
Exp

�
� 1

2

(~x � ~m)T⌃�1(~x � ~m)
�
.

Los intervalos de confianza son ahora regiones de Rn,
definidos por P(~X 2 ⌦) = P

⌦

.
La forma de estas regiones de confianza es de elipsoides,
descritos por la ecuación (~x � ~m)T⌃�1(~x � ~m) = d2, donde d
depende de P

⌦

. Cuanto mayores sean los valores de los
autovalores de ⌃, mayor será el elipsoide. Las direcciones de
los ejes del elipsoide vendrán dados por los autovectores de ⌃.
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Determinación de la actitud: Sensores

Errores en determinación de actitud

Recordatorio de estad́ıstica

Errores en los métodos de determinación

Distribución normal multivariante II

Tomando un ejemplo aeronáutico clásico en navegación aérea,
si por ejemplo describimos el error en posición de un avión en
ejes cuerpo, �~rb = [�x �y �z ]T , como una normal
multivariante con n = 3, de media cero (centrada en el avión)
y con matriz de covarianzas:

⌃ =

2

64
�2

x

0 0

0 �2

y

0

0 0 �2

z

3

75

Entonces podemos asimilar el movimiento del avión al
movimiento del elipsoide, que representa una región de
incertidumbre donde se puede encontrar el avión con gran
probabilidad.
Se verifica que si ~X ⇠ N

n

( ~m
x

,⌃
x

) e ~Y ⇠ N
n

( ~m
y

,⌃
y

) y son

independientes, entonces si ~Z = ~X + ~Y resulta
~Z ⇠ N

n

( ~m
x

+ ~m
y

,⌃
x

+ ⌃
y

).

Igualmente A~X + ~b donde A y b son no-aleatorios verifica que
A~X + ~b ⇠ N

n

(A ~m
x

+ ~b,A⌃
x

AT ).
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Determinación de la actitud: Sensores

Errores en determinación de actitud

Recordatorio de estad́ıstica

Errores en los métodos de determinación

Matrices de covarianza de los métodos q y TRIAD

Para el método TRIAD, la matriz CB

N

obtenida contendrá
errores. La forma de modelar estos errores es usando un vector
”de ángulos pequeños”. Denotando ĈB

N

a la matriz estimada,

realmente ĈB

N

= C
ˆ

b

n

, donde se tiene que:

N �! B̂
��

x�!
x

b

S
1

��
y�!

y

S

1

S
2

��
z�!

z

S

2

B

Se tiene entonces CB

N

= CB

ˆ

B

C
ˆ

B

N

, por analoǵıa con las
definiciones anteriores definimos
�CB

N

= CB

N

� ĈB

N

= CB

ˆ

B

ĈB

N

� ĈB

N

= (CB

ˆ

B

� Id)ĈB

N

.

Suponiendo que los errores �~� = [��
x

��
y

��
z

]T son

pequeños, se vio que C
ˆ

B

B

= Id� �~�⇥.

Por tanto, la relación entre la “matriz de error” �CB

N

y �~� es

�CB

N

= (Id� �~�⇥ � Id)ĈB

N

= ��~�⇥ĈB

N

.Y se tiene

CB

N

= (Id� �~�⇥)ĈB

N

.
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Errores en determinación de actitud

Recordatorio de estad́ıstica

Errores en los métodos de determinación

Matrices de covarianza de los métodos q y TRIAD

Para el método TRIAD, modelamos el error desconocido �~�
como una normal multivariante con media cero y covarianza
P��. Se demuestra la siguiente relación:

P�� = �2

1

Id +

1

| ~W
1

⇥ ~
W

2

|2
⇣
(�2

2

� �2

1

)W

1

W

T

1

+ �2

1

(W

T

1

W

2

)(W

1

W

T

2

+ W

2

W

T

1

)

⌘

donde �
1

representa el error (desviación t́ıpica) de la primera
medida y �

2

el error de la segunda medida. Se observa la
mayor influencia del error de la primera variable.

En el caso del algoritmo Q, puesto que se calcula un error, el
error vendrá dado por un cuaternión de error �q, de forma que
q̂ = q ? �q, tal como se definió en el tema 3:

�q(~a) =
1p

4 + k~ak2


2
~a

�
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Recordatorio de estad́ıstica

Errores en los métodos de determinación

Matrices de covarianza de los métodos q y TRIAD

Por tanto es ahora ~a quien representa el error de actitud (a
través del cuaternión de error) y por tanto ~a seŕıa una normal
multivariante de media 0 y covarianza P

a

.
En el algoritmo q cada medida tendrá su error representado
por su varianza �2

i

. El error final dependerá de los pesos
elegidos en el algoritmo y en general, se demuestra que

P

a

=

1

4

2

4Id �
nX

i=1

a

i

~
W

i

~
W

T

i

3

5
�1

2

4
nX

i=1

a

2

i

�2

i

h
Id � ~

W

i

~
W

T

i

i
3

5

2

4Id �
nX

i=1

a

i

~
W

i

~
W

T

i

3

5
�1

Una elección de a
i

seŕıa hacerla proporcional al inverso de la
varianza �2

i

. Como los a
i

tienen que sumar 1, se podŕıa elegir

a

i

=

1

�2

iP
n

j=1

1

�2

jllegando a

P

a

=

1

4

1

P
n

j=1

1

�2

j

2

4Id �
nX

i=1

a

i

~
W

i

~
W

T

i

3

5
�1

Nota: Si
h
Id�

P
n

i=1

a
i

~W
i

~W T

i

i
no es invertible el problema

no tiene solución única por el algoritmo q. 34 / 34
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Ecuaciones Diferenciales Cinemáticas de la Actitud

DCM

´

Angulos de Euler

Cuaterniones

Ecuaciones Diferenciales Cinemáticas de la Actitud

Para el caso de la posición, las ecuaciones cinemáticas
relacionan el vector posición con el vector velocidad, mientras
que las ecuaciones dinámicas relacionan el vector velocidad
con el vector fuerza.

Para el caso de la actitud, las ecuaciones diferenciales
cinemáticas (EDC) relacionan la representación de la actitud
(DCM, ángulos de Euler, cuaterniones) con la velocidad
angular ~!. T́ıpicamente estas ecuaciones son no-lineales.

En el sistema de navegación inercial, los giróscopos nos darán
~!, y habrá que utilizar las EDC, es decir, integrar las
ecuaciones, para calcular la actitud.

Por tanto es importante conocer las diferentes EDC para las
diferentes representaciones, para ver cuál es la más ventajosa
desde un punto de vista computacional.
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DCM

´

Angulos de Euler

Cuaterniones

DCM para ángulos pequeños I

Supongamos que tenemos dos sistemas de referencia A y B ,
relacionados de la siguiente forma:

A
d✓

1�!
x

A

S
1

d✓
2�!

y

S

1

S
2

d✓
3�!

z

S

2

B

donde suponemos que d✓
i

son ángulos pequeños, de forma
que podemos aproximar cos d✓

i

' 1 y sen d✓
i

' d✓
i

.
Si escribimos las matrices de rotación teniendo en cuenta la
aproximación anterior, obtenemos:

C

S

1

A

=

2

4
1 0 0

0 1 d✓
1

0 �d✓
1

1

3

5 , C

S

2

S

1

=

2

4
1 0 �d✓

2

0 1 0

d✓
2

0 1

3

5 , C

B

S

2

=

2

4
1 d✓

3

0

�d✓
3

1 0

0 0 1

3

5 .

Si escribimos CB

A

= CB

S

2

C S

2

S

1

C S

1

A

y despreciamos todos los
productos dobles de ángulos, es decir, d✓

i

d✓
j

' 0,
obtenemos:

C

B

A

=

2

4
1 d✓

3

�d✓
2

�d✓
3

1 d✓
1

d✓
2

�d✓
1

1

3

5
= Id �

2

4
0 �d✓

3

d✓
2

d✓
3

0 �d✓
1

�d✓
2

d✓
1

0

3

5
= Id � d

~✓⇥,
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DCM para ángulos pequeños II

En la anterior transparencia, se ha definido
d~✓ = [d✓

1

d✓
2

d✓
3

]T y la matriz

d~✓⇥ =

2

4
0 �d✓

3

d✓
2

d✓
3

0 �d✓
1

�d✓
2

d✓
1

0

3

5 ,

que es la matriz antisimétrica que se emplea para efectuar el
producto vectorial.

Obsérvese que bajo estas hipótesis (ángulos pequeños) no
importa el orden de las rotaciones y los ángulos se suman.
Pero no se pueden usar ángulos de Euler en los que se repitan
ejes, ya que quedaŕıa sin definir una de las rotaciones y otras
dos se sumaŕıan.
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EDC para la DCM I

Supongamos que quiero calcular la actitud de B respecto a A,
mediante la DCM CB

A

(t), sabiendo que B gira con respecto a
A con una velocidad angular ~!B

B/A.

Por definición: d

dt

CB

A

=
C

B

A

(t+dt)�C

B

A

(t)

dt

Suponiendo A fijo, entonces podemos imaginar que es B
quien se mueve en el tiempo, y por tanto podŕıamos escribir

B = B(t) y por tanto CB

A

(t) = CB(t)

A

.
Usando este razonamiento,
CB

A

(t + dt) = CB(t+dt)

A

= CB(t+dt)

B(t)

CB(t)

A

. Por tanto:

A�!B(t)�!B(t + dt)

En el tiempo dt, el sistema de referencia B habrá girado
respecto a śı mismo un ángulo muy pequeño en cada eje; por
lo que hemos visto en la anterior transparencia, por tanto,

CB(t+dt)

B(t)

= Id�
⇣
d~✓B

⌘⇥
, donde d~✓B es como antes.
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EDC para la DCM II

Siguiendo el razonamiento: d
dt

CB

A

=
C

B

A

(t+dt)�C

B

A

(t)

dt

=
C

B(t+dt)

B(t)

C

B

A

(t)�C

B

A

(t)

dt

=
(Id�(d~✓B)

⇥
)C

B

A

(t)�C

B

A

(t)

dt

= �(d~✓B)
⇥

dt

CB

A

(t)

La matriz
(d~✓B)

⇥

dt

se escribiŕıa
⇣
d~✓B

⌘⇥

dt
=

2

4
0 �d✓

3

dt

d✓
2

dt

d✓
3

dt

0 �d✓
1

dt

�d✓
2

dt

d✓
1

dt

0

3

5 =

2

4
0 �!

3

!
2

!
3

0 �!
1

�!
2

!
1

0

3

5 ,

donde ~!B

B/A = [!
1

!
2

!
3

]T ya que d~✓B representaba el ángulo
girado por B en un dt, y por definición de velocidad angular.
Se tiene entonces:

⇣
~!B

B/A

⌘⇥
=

2

4
0 �!

3

!
2

!
3

0 �!
1

�!
2

!
1

0

3

5 ,

Por tanto: d

dt

CB

A

= ˙CB

A

= �
⇣
~!B

B/A

⌘⇥
CB

A

.
6 / 22



Ecuaciones Diferenciales Cinemáticas de la Actitud
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EDC para la DCM III

Otra variación: trasponiendo ambos miembros de
˙CB

A

= �
⇣
~!B

B/A

⌘⇥
CB

A

llegamos a ĊA

B

= CA

B

⇣
~!B

B/A

⌘⇥

En general, la EDC es una ecuación diferencial matricial, que
habrá que resolver componente a componente: nueve
ecuaciones diferenciales acopladas.
El principal problema de resolver numéricamente esta ecuación
es garantizar que la matriz resultante de integrar sea
ortogonal. Obsérvese que en teoŕıa la ecuación diferencial
respeta la ortogonalidad: I = (CB

A

)(CB

A

)T , derivando:

d

dt
(CB

A

)

�
(CB

A

)T + CB

A

d

dt
(CB

A

)T

= �
⇣
~!B

B/A

⌘⇥
CB

A

(CB

A

)T + CB

A

CA

B

⇣
~!B

B/A

⌘⇥

= �
⇣
~!B

B/A

⌘⇥
+

⇣
~!B

B/A

⌘⇥
= 0
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EDC para la DCM III

Sin embargo los errores numéricos en la integración pueden
desviar a la DCM resultante de la ortogonalidad.
Existen algoritmos para encontrar la matriz ortogonal “más
próxima” a una matriz dada.
Por ejemplo, dada M, encontrar una matriz próxima que sea
ortogonal:

Q = M(MTM)�1/2

El problema con la fórmula anterior es que requiere calcular
una ráız cuadrada matricial, lo que no siempre es sencillo.
El método iterativo Q

0

= M,

Q
k+1

= 2M(Q�1

k

M +MTQ
k

)�1

converge a la misma matriz cuando k ! 1, si M es próximo
a una matriz ortogonal (y por tanto invertible).
Obviamente si M es muy próxima a una matriz ortogonal el
método iterativo convergerá muy rápido.
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Demostración de la ecuación de Euler-Rodrigues I

Supongamos que se parte de la actitud identidad y se impone
un giro con velocidad angular constante ~!, donde ~✓ = ✓~e,
siendo ~e un vector unitario, durante una unidad de tiempo. La
actitud resultante debeŕıa ser la descrita por el eje y ángulo de
Euler (~e, ✓).
La actitud final será la solución en t = 1 de la ecuación
diferencial Ċ = �~✓⇥C con condición inicial C (0) = Id.
Recordemos que la solución de esta ecuación diferencial
matricial es la ”matriz exponencial”:

C (t) = C (0)Exp(�~✓⇥t) = C (0)
1X

n=0

(�~✓⇥t)n

n!
=

1X

n=0

(�1)n
tn✓n(~e⇥)n

n!

Esta serie es sumable, pero hay que calcular las potencias de
~e⇥. Obsérvese que ~a⇥ (~b ⇥ ~c) = ~b(~a · ~c)� (~a · ~b)~c , expresado
matricialmente: ~a⇥~b⇥~c = ~b~aT~c � ~aT~b~c = (~b~aT � ~aT~bId)~c .
Luego (~e⇥)2 = ~e~eT � ~eT ~eId = ~e~eT � Id.
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Demostración de la ecuación de Euler-Rodrigues II

Observemos:

(~e⇥)0 = Id

(~e⇥)1 = (~e⇥)1

(~e⇥)2 = ~e~eT � Id

(~e⇥)3 = ~e⇥(~e~eT � Id) = �~e⇥

(~e⇥)4 = �(~e⇥)2 = �~e~eT + Id

. . .

Por tanto:

(~e⇥)0 = Id

(~e⇥)2k+1 = (�1)k~e⇥, k � 0

(~e⇥)2k = (�1)k
⇣
Id� ~e~eT

⌘
, k � 1
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Demostración de la ecuación de Euler-Rodrigues III

Sustituyendo t = 1 y separando n = 0, n impar y n par de la
serie, obtenemos:

C (1) = Id�
1X

k=0

✓2k+1(~e⇥)2k+1

(2k + 1)!
+

1X

k=1

✓2k(~e⇥)2k

(2k)!

Sustituyendo los valores antes hallados:

C (1) = Id� ~e⇥
1X

k=0

(�1)k
✓2k+1

(2k + 1)!
+ (Id� ~e~eT )

1X

k=1

(�1)k
✓2k(~e⇥)2k

(2k)!

Reconociendo las series del seno y del coseno:

C (1) = Id� ~e⇥ sen ✓ + (Id� ~e~eT )(cos ✓ � 1)

Operando, llegamos al resultado final:

C (1) = Id cos ✓ � ~e⇥ sen ✓ + ~e~eT (1� cos ✓)
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EDC para los ángulos de Euler I

Partimos de la definición de los ángulos de Euler en el caso de
aeronaves:

n
 �!
z

n

S
✓�!
y

S

S 0 '�!
x

S

0
b

La velocidad angular tiene la propiedad de que
~!
b/n = ~!

b/S 0 + ~!
S

0/S + ~!
S/n.

Si mecanizamos esta ecuación en b:
~!b

b/n = ~!b

b/S 0 + ~!b

S

0/S + ~!b

S/n

Por otro lado está claro que:
~!b

b/S 0 = ['̇ 0 0]T , ~!S

0

S

0/S = [0 ✓̇ 0]T , ~!S

S/n = [0 0  ̇]T .

Luego: ~!b

b/n = ~!b

b/S 0 + Cb

S

0~!S

0

S

0/S + Cb

S

~!S

S/n y puesto que

Cb

S

= Cb

S

0CS

0
S

, podemos escribir:
~!b

b/n = ~!b

b/S 0 + Cb

S

0~!S

0

S

0/S + Cb

S

0CS

0
S

~!S

S/n

12 / 22



Ecuaciones Diferenciales Cinemáticas de la Actitud
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EDC para los ángulos de Euler II

Desarrollando esta ecuación:

~!b

b/n =

2

4
'̇
0
0

3

5+

2

4
1 0 0
0 c' s'
0 �s' c'

3

5

2

4
0

✓̇
0

3

5

+

2

4
1 0 0
0 c' s'
0 �s' c'

3

5

2

4
c✓ 0 �s✓
0 1 0
s✓ 0 c✓

3

5

2

4
0
0

 ̇

3

5

=

2

4
'̇
0
0

3

5+

2

4
0

c'✓̇
�s'✓̇

3

5+

2

4
�s✓ ̇
s'c✓ ̇
c'c✓ ̇

3

5

=

2

4
1 0 �s✓
0 c' s'c✓
0 �s' c'c✓

3

5

2

4
'̇
✓̇
 ̇

3

5
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EDC para los ángulos de Euler III

Obsérvese que lo que realmente se quiere es una expresión
para las derivadas de los ángulos en función de
~!b

b/n = [!
1

!
2

!
3

]T , y por tanto hay que invertir la matriz:

2

4
'̇
✓̇
 ̇

3

5 =

2

4
1 0 �s✓
0 c' s'c✓
0 �s' c'c✓

3

5
�1

2

4
!
1

!
2

!
3

3

5 =
1

c✓

2

4
c✓ s✓s' s✓c'
0 c'c✓ �s'c✓
0 s' c'

3

5

2

4
!
1

!
2

!
3

3

5

Obsérvese que se trata de 3 ecuaciones diferenciales no
lineales, con multitud de funciones trigonométricas.
Posee una singularidad para ✓ = ±90o. En realidad los
ángulos de Euler no están bien definidos para esta
situación. Ésta singularidad es el motivo por el que no se
suelen usar en sistemas de navegación inercial (aeronaves
o veh́ıculos).
Lo mismo sucede para cualquier otro conjunto de ángulos
de Euler; siempre existe una singularidad.
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Ecuaciones Diferenciales Cinemáticas de la Actitud

DCM

´

Angulos de Euler

Cuaterniones

EDC para el eje y ángulo de Euler

La representación en forma de eje y ángulo de Euler, (~eb
b/n, ✓),

tiene las siguientes EDC:

Para el ángulo de Euler: ✓̇ = (~eb
b/n)

T~!b

b/n

Para el eje de Euler:

~̇eb
b/n =

1

2

⇣
~eb
b/n

⌘⇥
+

1

tan ✓/2

⇣
Id� ~eb

b/n(~e
b

b/n)
T

⌘�
~!b

b/n

Son cuatro ecuaciones diferenciales, no lineales.

Poseen una singularidad para ✓ = 0.

Si la dirección de ~! es constante e igual al eje ~e inicial,
entonces la actitud se reduce a ~e(t) = ~e(0) y ✓̇ = k~!k.
En la práctica no se utilizan directamente; las usamos para
hallar las EDC para los cuaterniones.
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Ecuaciones Diferenciales Cinemáticas de la Actitud

DCM

´

Angulos de Euler

Cuaterniones

EDC para cuaterniones I

Recordemos la definición de cuaterniones en función de ángulo
y eje de Euler:
q
0

= cos ✓/2, ~q = sen ✓/2~eb
b/n.

Derivando en la ecuación de q
0

y sustituyendo la EDC de ✓,
obtenemos:
q̇
0

= �1

2

sen ✓/2✓̇ = �1

2

sen ✓/2(~eb
b/n)

T~!b

b/n = �1

2

~qT~!b

b/n

Derivando en la ecuación de ~q:

~̇q =
1

2
cos ✓/2~eb

b/n✓̇ + sen ✓/2~̇eb
b/n

Sustituyendo las EDC de ángulo y eje de Euler:

~̇q =
1

2
cos ✓/2~eb

b/n(~e
b

b/n)
T~!b

b/n

+
1

2
sen ✓/2

⇣
~eb
b/n

⌘⇥
+

1

tan ✓/2

⇣
Id� ~eb

b/n(~e
b

b/n)
T

⌘�
~!b

b/n

=
1

2

⇥
q⇥ + q

0

Id

⇤
~!b

b/n 16 / 22



Ecuaciones Diferenciales Cinemáticas de la Actitud
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´

Angulos de Euler

Cuaterniones

EDC para cuaterniones II

Podemos escribir esta ecuación en forma matricial:

d

dt

2

664

q
0

q
1

q
2

q
3

3

775 =
1

2

2

664

�q
1

�q
2

�q
3

q
0

�q
3

q
2

q
3

q
0

�q
1

�q
2

q
1

q
0

3

775

2

4
!
x

!
y

!
z

3

5

donde ~!b

b/n = [!
x

!
y

!
z

]T .
Son cuatro ecuaciones diferenciales, bilineales, sin
singularidades.
Obsérvese la ausencia de singularidades y de funciones
trigonométricas; se trata simplemente de una ecuación
diferencial bilineal.
Estas propiedades de las EDC son la razón más importante por
la cual su uso es generalizado para representar la actitud de
veh́ıculos espaciales. Se realizan todos los cálculos mediante
cuaterniones y si es necesario visualizarlos, se transforman a
los ángulos de Euler más cómodos para la aplicación. 17 / 22



Ecuaciones Diferenciales Cinemáticas de la Actitud

DCM

´

Angulos de Euler

Cuaterniones

EDC para cuaterniones III

Recordando la definición matricial del producto de
cuaterniones, si definimos un “cuaternión” q! cuya parte
escalar es cero y cuya parte vectorial es igual a los
componentes de la velocidad angular, es decir:

q! =

2

664

0
!
x

!
y

!
z

3

775

podemos expresar la anterior ecuación como

q̇ =
1

2
q ? q!

Si se acumulan errores por imprecisiones numéricas se puede
normalizar el cuaternión para que su módulo se mantenga en
la unidad.
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DCM

´

Angulos de Euler

Cuaterniones

Otras EDC

Parámetros de Rodrigues:

~̇g =
1

2

h
Id+ ~g⇥ + ~g~gT

i
~!

Parámetros de Rodrigues modificados:

~̇p =
1 + k~pk2

4


Id+ 2

~p⇥ + ~p⇥~p⇥

1 + k~pk2

�
~!

Vector de rotación:

~̇✓ = ~! +
1

2
~✓ ⇥ ~! +

1

✓

✓
1� ✓

2 tan ✓/2

◆
~✓ ⇥ (~✓ ⇥ ~!)
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Ecuaciones Diferenciales Cinemáticas de la Actitud

DCM

´

Angulos de Euler

Cuaterniones

Pasando de una actitud a otra

Dados dos cuaterniones q
0

y q
1

que representan dos actitudes
diferentes, ¿se puede construir una velocidad angular ~!(t) de
forma que q(t = 0) = q

0

y q(t = T ) = q
1

?

Como antes, la forma de hacerlo es encontrar el cuaternión q
2

que representa la actitud entre q
0

y q
1

: q
2

= 1

q

0

? q
1

= q⇤
0

q
1

.
Este cuaternión estará representado por un ángulo ✓

1

y eje de

Euler ~e de forma que q
2

=


cos ✓

1

/2
sen ✓

1

/2~e

�
.

La velocidad angular ~!(t) solución tiene la dirección de ~e y
representa el “giro más corto”. Llamemos a su módulo !(t).
Se tendrá ✓(t) =

R
t

0

!(⌧)d⌧ y la actitud será:

q(t) = q
0

?


cos(✓(t)/2)
sen(✓(t)/2)~e

�

Cualquier !(t) tal que
R

T

0

!(⌧)d⌧ = ✓
1

es solución.
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DCM

´

Angulos de Euler

Cuaterniones

Linealizando la EDC para cuaterniones I

Supongamos que tenemos una velocidad angular de referencia
~!
r

que genera un cuaternión de referencia q̄, de acuerdo a la
EDC que acabamos de ver. Supongamos ahora que
~! = ~!

r

+ �~!, donde �~! es “pequeño”. ¿Cuál será el
cuaternión resultante?
Usamos el cuaternión de error de forma que q = q̄ ? �q,
determinemos �q. Tomando derivada, se tiene:

q̇ = ˙̄q ? �q + q̄ ? �̇q =
1

2
q ? q!

Usando ˙̄q = 1

2

q̄ ? q!
r

:

1

2
q̄ ? q!

r

? �q + q̄ ? �̇q =
1

2
q̄ ? �q ? q!

Multiplicamos por el inverso de q̄ a la izquierda y despejamos
˙�q, obteniendo:

�̇q =
1

2
�q ? q! � 1

2
q!

r

? �q
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´

Angulos de Euler

Cuaterniones

Linealizando la EDC para cuaterniones II

Expresando ~! = ~!
r

+ �~! y recordando la expresión linealizada
de un cuaternión pequeño �q en función del parámetro ~a:

d

dt


1
~a/2

�
⇡ 1

2


1
~a/2

�
?


0

~!
r

+ �~!

�
� 1

2


0
~!
r

�
?


1
~a/2

�

Recordemos:


q0
0

~q0

�
?


q
0

~q

�
=


q0
0

q
0

� ~q0T ~q
q
0

~q0 + q0
0

~q + ~q0 ⇥ ~q

�
. Por

tanto:

d

dt


1
~a/2

�
⇡ 1

2


�~aT/2(~!

r

+ �~!) + ~!T

r

~a/2
~!
r

+ �~! + ~a/2⇥ (~!
r

+ �~!)� ~!
r

� ~!
r

⇥ ~a/2

�

Operando y teniendo en cuenta que k~akk�~!k ⇡ 0 al ser
ambos términos pequeños:

d

dt


1
~a/2

�
⇡ 1

2


0

�~! + ~a⇥ ~!
r

�

Es decir: ~̇a ⇡ �~! + ~a⇥ ~!
r

.
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Maniobras óptimas de actitud básicas en torno a un eje de simetrı́a
En estas notas se pretende responder al siguiente problema: dada una actitud inicial A (dada por el cuaternión q0) una
actitud final B (dada por el cuaternión q1), se pretende rotar el vehı́culo desde la actitud A hasta la B, de forma que al
principio y al final de la maniobra el vehı́culo se encuentre en reposo (velocidad angular nula).

En primer lugar, usando los conceptos aprendidos de “interpolación” de actitudes, podemos obtener el giro más corto
para llegar de A a B. Para ello, calculamos el cuaternión de rotación entre A y B: q

R

= q⇤0 ? q1, y de dicho cuaternión
obtenemos el eje y ángulo de Euler, ~e y ✓

F

. Por tanto para pasar de A a B hay que girar un ángulo ✓
F

en torno al eje ~e.
Por tanto la velocidad angular la definimos como ~! = !(t)~e, ya que el eje es fijo durante la maniobra. La parte final del
problema se reduce a encontrar !(t). Sea ✓ el ángulo girado en torno al eje, supongamos que el tiempo de maniobra es T ,
que se puede ejercer un par M en el eje encontrado y que la inercia en dicho eje es I . Para simplificar consideremos que
se trata de un eje de simetrı́a. Por tanto, la dinámica del problema es

✓̇ = !, I!̇ = M

y las condiciones establecidas en el enunciado son:

✓(0) = 0, ✓(T ) = ✓
F

, !(0) = 0, !(T ) = 0

Este problema se resolverá para dos casos básicos, extremos entre sı́:

1. Realizar la maniobra en el tiempo mı́nimo. Por tanto T es una incógnita, lo denotamos por T
min

. El dato necesario
es el par máximo aplicable (M

max

), que debe ser positivo, y el par mı́nimo aplicable (M
min

), que debe ser negativo.

2. Realizar la maniobra con mı́nima energı́a, es decir minimizar
R

T

0 M2(⌧)d⌧ . En este caso T es dato, y suponemos
que el par no está limitado para simplificar el problema.

1. Maniobra de tiempo mı́nimo con pares máximo/mı́nimo simétricos
Partimos inicialmente de la base de que M

min

= �M
max

. Intuitivamente, la maniobra requerirá aplicar durante la mitad
del tiempo el par máximo, y durante el resto del tiempo el par mı́nimo.

Por tanto el valor del par y de la velocidad angular es:

M(t) =

⇢
M

max

, 0  t  T/2
�M

max

, T/2  t  T

!(t) =

8
><

>:

M
max

I
t, 0  t  T/2

M
max

I
T/2� M

max

I
(t � T/2), T/2  t  T

Integrando la velocidad angular para hallar el ángulo:

✓(t) =

8
><

>:

M
max

I

t2

2
, 0  t  T/2

M
max

I

(T/2)2

2
+

M
max

I
T/2(t � T/2)� M

max

I

(t � T/2)2

2
, T/2  t  T

Finalmente, en t = T , el ángulo será:

✓
F

=
M

max

I

T 2

8
+

M
max

I

T 2

4
� M

max

I

T 2

8

=
M

max

I

T 2

4

Despejando el tiempo:

T
min

=

r
4I✓

F

M
max

Esta maniobra se puede ver en la figura 1. De hecho es posible calcular el tiempo gráficamente: la integral de la velocidad
angular, es decir, el área bajo la curva, debe ser el ángulo total girado. Por tanto usando el área de un triángulo es posible
deducir rápidamente la fórmula anterior.

2. Maniobra de mı́nima energı́a
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−Mmax

0

Mmax

t
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0

t

ω

0 T/2 T
0

t

θ

θF
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2I

Figura 1: Maniobra de tiempo mı́nimo con pares máximo y mı́nimo simétricos entre sı́.

Si no hay restricciones, se puede deducir del cálculo de variaciones que el par que minimiza la energı́a total consumida
es lineal, de forma que la velocidad angular es cuadrática: !(t) = A + Bt + Ct2. De las restricciones !(0) = !(T ) = 0
obtenemos:

A = 0, B = �CT

Por tanto la velocidad angular es !(t) = Ct(t � T ). Finalmente, integrando la ecuación diferencial de ✓ obtenemos:

✓
F

=

Z
T

0
!(⌧)d⌧ = C

Z
T

0
t(t � T ) = C

✓
T 3

3
� T 3

2

◆
= �C

T 3

6

de donde C = � 6✓F
T

3 , obteniendo finalmente:

!(t) =
6✓

F

T 3
t(T � t)

Podemos calcular igualmente el par y ángulo girado en el tiempo:

M(t) =
6I✓

F

T 3
(T � 2t), ✓(t) =

✓
F

T 3
t2(3T � 2t)

Esta maniobra se puede ver en la figura 2.

Nota: Maniobra de tiempo mı́nimo con pares desiguales
Intuitivamente, la maniobra requerirá aplicar durante una fracción ↵ de T el par máximo, y durante el resto del tiempo
(una fracción (1�↵) de T ) el par mı́nimo. Para calcular ↵, es necesario aplicar el hecho de que la velocidad angular debe
ser cero al final de la maniobra.

Tras un tiempo ↵T aplicando el par máximo, se tendrı́a !(↵T ) =
M

max

I
↵T . Si ahora aplicamos el par mı́nimo durante

un tiempo (1� ↵)T , encontramos que:

!(T ) = !(↵T ) +
M

min

I
(1� ↵)T =

M
max

I
↵T +

M
min

I
(1� ↵)T =

T

I
(↵M

max

+ (1� ↵)M
min

)

como esta cantidad debe ser cero, T o I no juegan ningún papel y encontramos, despejando ↵:

↵ =
�M

min

M
max

� M
min

Como M
max

es positivo y M
min

es negativo ↵ está bien definida. Obsérvese que si M
min

= �M
max

obtenemos ↵ = 1/2
como era de esperar.
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Figura 2: Maniobra de energı́a mı́nima en tiempo T .

Por tanto el valor del par y de la velocidad angular es:

M(t) =

⇢
M

max

, 0  t  ↵T
M

min

, ↵T  t  T

!(t) =

8
><

>:

M
max

I
t, 0  t  ↵T

M
max

I
↵T +

M
min

I
(t � ↵T ), ↵T  t  T

Integrando la velocidad angular para hallar el ángulo:

✓(t) =

8
><

>:

M
max

I

t2

2
, 0  t  ↵T

M
max

I

(↵T )2

2
+

M
max

I
↵T (t � ↵T ) +

M
min

I

(t � ↵T )2

2
, ↵T  t  T

Finalmente, en t = T , el ángulo será:

✓
F

=
M

max

I

(↵T )2

2
+

M
max

I
↵T (T � ↵T ) +

M
min

I

(T � ↵T )2

2

=
M

max

I

T 2↵(2� ↵)

2
+

M
min

I

T 2(1� ↵)2

2

=
T 2

2I

�
M

max

↵(2� ↵) + M
min

(1� ↵)2
�

=
T 2

2I

 
M

max

�M
min

M
max

� M
min

(
2M

max

� M
min

M
max

� M
min

) + M
min

✓
M

max

M
max

� M
min

◆2
!

=
T 2

2I

�M
max

M
min

(M
max

� M
min

)2
(2M

max

� M
min

� M
max

)

=
T 2

2I

�M
max

M
min

(M
max

� M
min

)
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Donde se ha sustituido el valor hallado de ↵.

Despejando el tiempo:

T
min

=

s
2I✓

F

(M
max

� M
min

)

�M
max

M
min

Para el caso M
min

= �M
max

corroboramos el resultado anterior obteniendo:

T
min

=

r
4I✓

F

M
max

Esta maniobra se puede ver en la figura 3. Las fórmulas obtenidas se pueden también conseguir de forma gráfica como en
el caso de pares máximo y mı́nimo simétricos.

0 T
Mmin

0

Mmax

t

0 T
0

t

0 T
0

t

↵T

↵T

�F

�T Mmax
2I

Figura 3: Maniobra de tiempo mı́nimo con pares máximo y mı́nimo asimétricos entre sı́.
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Giróscopos

Modelo de error como proceso estocástico
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Giróscopos

Modelo de error como proceso estocástico

Estimación dinámica: Filtro de Kalman

Estimación dinámica de la actitud

La estimación dinámica de actitud (t́ıpicamente llamada
simplemente estimación de actitud) require del uso de
modelos cinemáticos, giróscopos y filtro de Kalman, aśı como
sensores de dirección complementarios.

Los giróscopos miden la velocidad angular ~!B con respecto al
sistema de referencia inercial. Se recupera la actitud usando
esta medida para integrar las ecuaciones diferenciales
cinemáticas, pero los errores se acumulan generando una
cierta deriva: es necesario complementar con otro tipo de
sensores.

Para entender como se acumula el error es necesario
modelarlo como un proceso estocástico (aleatorio) y utilizar
las ecuaciones de propagación.
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Giróscopos

Modelo de error como proceso estocástico

Estimación dinámica: Filtro de Kalman

Sensores electromecánicos: giróscopos

Astronáutica y Vehículos Espaciales 9Dec-20-07

1. Sensores y Actuadores: Sensores

Dinámica y Control de la Actitud

Sensores mecánicos: para medir la actitud se emplean giróscopos en
dos posibles configuraciones, que adicionalmente pueden tener uno o
dos grados de libertad, según el número de soportes (cardanes)

1. En balancín: el soporte exterior está fijo al vehículo y se dejan rotar
libremente las articulaciones de cada cardán, midiéndose las
velocidades angulares en cada instante.

2. Fijos (strap-down): se intenta mantener el sistema en la posición
inicial aplicando momentos (cuya magnitud es medida) en las
articulaciones de forma que la velocidad angular relativa sea cero en
todo instante. Giróscopos: T́ıpicamente en configuración

“strap-down” (fijos a los ejes cuerpo), los
giróscopos miden la velocidad angular en un
eje.

Tres giróscopos en ejes perpendiculares
podrán calcular todas las componentes de la
velocidad angular.

El principal problema de los giróscopos es que, aunque son
capaces de realizar medidas de gran precisión (desde 1 grado
por hora hasta 10 segundos de arco por hora), no
proporcionan una medida angular, sino de velocidad angular.

Dicha medida debe ser integrada en el tiempo (usando las
ecuaciones diferenciales cinemáticas) para obtener la actitud.
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Giróscopos

Modelo de error como proceso estocástico

Estimación dinámica: Filtro de Kalman

Sensores mecánicos: giróscopos

Inevitablemente pequeños errores se acumularan y provocarán
un error de deriva en la medida.
Por ese motivo, los sensores giroscópicos siempre se usan en
combinación con otros sensores.
No obstante son muy deseables por su elevado ancho de
banda (bajo en el resto de los sensores).
Giróscopos no mecánicos: en la actualidad se usan giróscopos
ópticos (basados en principios de interferometŕıa: RLG/FOG)
y piezoélectricos (basados en sistemas electromecánicos
MEMS, de bajo coste/precisión).
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Giróscopos

Modelo de error como proceso estocástico

Estimación dinámica: Filtro de Kalman

Procesos estocásticos.

Un proceso estocástico o variable estocástica no es sino una
variable aleatoria ~X (t) que cambia con el tiempo. Los errores
de navegación serán este tipo de variables.

Por tanto la media y la covarianza también vaŕıan con el
tiempo: ~m(t), ⌃(t).

Para un proceso, se define la autocorrelación como
R(t, ⌧) = E [~X (t)~X (⌧)T ]. La autocorrelación permite conocer
hasta que punto la historia pasada de ~X influye en su valor
actual.

Proceso gaussiano: Un proceso gaussiano verifica
~X (t) ⇠ Nn( ~m(t),⌃(t)), es decir, se distribuye como una
normal multivariante cuya media y covarianza vaŕıan con el
tiempo.
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Giróscopos

Modelo de error como proceso estocástico

Estimación dinámica: Filtro de Kalman

Ruido blanco.

Ruido blanco: Se define como ruido blanco un proceso ~⌫(t)
que verifica:

E [~⌫(t)] = ~0.
E [~⌫(t)~⌫(t)T ] = �2Id.
R(t, ⌧) = E [~⌫(t)~⌫(⌧)T ] = �(t � ⌧)�2Id, donde �(x) vale 1 si
x = 0 y 0 en cualquier otro caso.

La última condición quiere decir que el valor del ruido blanco
en un instante es independiente de su valor en cualquier
instante anterior.

Ruido blanco gaussiano: Es un proceso que cumple las
condiciones anteriores, y además es gaussiano.

Un buen modelo para las fuentes de error de sensores es
�~✏(t) = ~b + D~⌫, donde ~⌫ es ruido blanco gaussiano. El valor
de ~b será la media del error (sesgo, llamado bias en inglés).
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Giróscopos

Modelo de error como proceso estocástico

Estimación dinámica: Filtro de Kalman

Propagación del error. Caso continuo.

Consideremos una ecuación diferencial del tipo

~̇x = A~x + D~b,

donde ~b es ruido blanco gaussiano de covarianza �2Id, y la
condición inicial es también gaussiana, es decir,
~x
0

⇠ Nn( ~m0

(t),P
0

(t)). Entonces se tiene que ~x es un proceso
gaussiano, ~x ⇠ Nn( ~m(t),P(t)), con media y covarianza
evolucionando de la siguiente forma:

~̇m = A ~m,

Ṗ = AP + PAT + �2DDT ,

~m(0) = ~m
0

,

P(0) = P
0
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Giróscopos

Modelo de error como proceso estocástico

Estimación dinámica: Filtro de Kalman

Propagación del error. Caso discreto.

Consideremos una ecuación discreta del tipo

~xk+1

= A~xk + D~bk ,

donde ~bk es ruido blanco gaussiano de covarianza �2Id, y la
condición inicial es también gaussiana, es decir,
~x
0

⇠ Nn( ~m0

(t),P
0

(t)). Entonces se tiene que ~xk es un
proceso gaussiano, ~xk ⇠ Nn( ~mk(t),Pk(t)), con media y
covarianza evolucionando de la siguiente forma:

~mk+1

= A ~mk ,

Pk+1

= APkA
T + �2DDT ,
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Giróscopos

Modelo de error como proceso estocástico

Estimación dinámica: Filtro de Kalman

Ejemplo 1-D: propagación del error de un giróscopo

Cuando uno tiene medidas de giróscopos, es necesario integrar
las ecuaciones diferenciales cinemáticas.
Para entender el filtro de Kalman a nivel conceptual, vamos a
ejemplificarlo en el caso más sencillo: un único grado de
libertad de giro. Por tanto hay un sólo ángulo ✓, cuya
ecuación diferencial cinemática es

✓̇ = !

Un giróscopo proporcionará una medida de ! que denotamos
por !̂. En realidad no será exactamente !, sino que estará
contaminado por un cierto ruido (que modelamos como ruido
blanco) ⌫:

! = !̂ + ⌫

Si intentamos estimar ✓ (denotamos a la estimación ✓̂)
directamente de !̂, tendremos:

˙̂✓ = !̂ 9 / 23



Giróscopos

Modelo de error como proceso estocástico

Estimación dinámica: Filtro de Kalman

Ejemplo 1-D: propagación del error de un giróscopo

El error de estimación �✓ = ✓ � ✓̂ verifica:

�✓̇ = ! � !̂ = ⌫

Suponiendo ⌫ ruido blanco (unidimensional) de varianza Q y
�✓(0) ⇡ N(0,P

0

), encontramos (usando la teoŕıa de procesos
expuesta en las primeras transparencias) que el error es un
proceso estocástico gaussiano, �✓ ⇡ N(m,P), donde:

ṁ = 0 �! m = �✓
0

= 0,

y
Ṗ = �2

⌫ �! P = P
0

+ Qt

Por tanto, aunque la media del error permanece fija en cero,
la varianza del error crece linealmente con el tiempo y
eventualmente se dispara, siendo por tanto este estimador
inútil a medio plazo.
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Giróscopos

Modelo de error como proceso estocástico

Estimación dinámica: Filtro de Kalman

Medida externa

Supongamos que se tiene una medida externa adicional del
ángulo. Suponemos que cada ciertos instantes discretos t = tk
se realiza una medida del ángulo ✓̂(tk), que llamamos ✓̂med

k

con algún otro dispositivo (que también tendrá un cierto error
asociado, de forma que ✓k = ✓̂med

k + ✏, donde ✏ es ruido
blanco, de varianza R .
Como el tiempo entre medidas puede ser grande, no es buena
idea decir ✓̂(t) = ✓̂med

k para t 2 [tk , tk+1

).
Otra idea es resetear el estimador de las anteriores
transparencias cuando se llega a t = tk , es decir, combinar las
medidas de la siguiente forma:

˙̂✓ = !̂, ✓̂(tk) = ✓̂med
k , t 2 [tk , tk+1

),
Por tanto cada nueva medida externa se reinicia la condición
inicial de la ecuación diferencial y se vuelve a integrar.
Es fácil ver que el error obtenido de esta forma seŕıa
�✓ ⇡ N(m,P), con m = 0 y Ṗ = Q, para t 2 [tk , tk+1

), con
P(tk) = R , luego P = R + Q(t � tk).
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Giróscopos

Modelo de error como proceso estocástico

Estimación dinámica: Filtro de Kalman

Filtro de Kalman

Con la anterior forma que el error seŕıa máximo justo antes de
una medida, obteniendo P = R + Q(tk+1

� tk) en dicho
instante.
El problema es que se ha despreciado la estimación que daba
la ecuación diferencial, cuando entre tk y tk+1

no ha dado
tiempo a que se el error crezca demasiado. La idea del filtro
de Kalman es combinar la estimación de la ecuación
diferencial justo antes de la medida externa, con la medida
externa, de forma que la covarianza del error sea ḿınima.
A la estimación justo antes de la medida se le llama
estimación a priori ✓̂�k .
La estimación después de la medida (estimación a posteriori),
se denota ✓̂+k y se calcula como:

✓̂+k = ✓̂�k + K (✓̂med
k � ✓̂�k )

donde K es la ganancia de Kalman y el paréntesis es la
diferencia entre la estimación que se teńıa y la medida externa. 12 / 23



Giróscopos

Modelo de error como proceso estocástico

Estimación dinámica: Filtro de Kalman

Filtro de Kalman

K se calcula para minimizar la covarianza del error a
posteriori.

La covarianza a priori será P�
k .

A posteriori, calculando la covarianza de la ecuación de ✓+k :

P+

k = (1� K )2P�
k + K 2R

Derivando con respecto a K e igualando a cero:

0 = �2(1� K )P�
k + 2KR , luego K =

P�
k

P�
k +R

.

Por tanto la covarianza a posterior será, sustituyendo K :

P+

k =
P�
k R

P�
k + R

Se ve fácilmente que P+

k es menor que R y menor que P�
k

(recordar que ambas son positivas): por tanto se ha
conseguido mejorar tanto la estimación anterior como la que
se teńıa de la medida!
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Modelo de error como proceso estocástico

Estimación dinámica: Filtro de Kalman

Filtro de Kalman

Resumiendo el algoritmo:
Para t 2 [tk , tk+1

), se integra usando la medida de los
giróscopos, partiendo de la última estimación a posteriori:

˙̂✓ = !̂, ✓(tk) = ✓+k ,

También se propaga la covarianza del error:

Ṗ = Q, P(tk) = P+

k ,

Al llegar a t = tk+1

, se obtiene de estas ecuaciones
✓�k+1

= ✓(tk+1

) y P�
k+1

, y se obtiene una medida externa

✓̂med
k+1

. Aplicamos el filtro de Kalman:

✓̂+k+1

= ✓̂�k+1

+ K (✓̂med
k+1

� ✓̂�k+1

),

donde K =
P�
k+1

P�
k+1

+R
, y también obtenemos P+

k+1

=
P�
k+1

R

P�
k+1

+R
.

Repetimos y volvemos a integrar las ecuaciones diferenciales
hasta la nueva medida en t = tk+2

. 14 / 23
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Modelo de error como proceso estocástico

Estimación dinámica: Filtro de Kalman

Filtro de Kalman: casos extremos

Si la medida del giróscopo es muy mala, es decir, Q es muy
grande, entonces P�

k ! 1, y se puede ver que P+

k ! R ,
K ! 1, y por tanto ✓+k = ✓k (es decir se coge la medida del
sensor externo despreciando el resultado de integrar la
ecuación diferencial).

Si la medida del sensor externo es muy mala, es decir, R es
muy grande, entonces se puede ver que P+

k ! P�
k , K ! 0, y

por tanto ✓+k = ✓�k (es decir se coge la estimación resultado
de integrar la ecuación diferencial despreciando la medida del
sensor externo ).

Si resulta que P�
k = R , es decir, la estimación a priori tiene el

mismo error que es sensor externo, entonces se puede ver que

P+

k = R/2, K ! 1/2, y por tanto ✓+k =
✓k+✓�k

2

(es decir se
toma la media entre la estimación resultado de integrar la
ecuación diferencial y la medida del sensor externo ).
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Giróscopos

Modelo de error como proceso estocástico

Estimación dinámica: Filtro de Kalman

Filtro de Kalman: otras consideraciones

Se ha simplificado considerablemente el Filtro de Kalman al
considerar un caso 1-D que es lineal. El caso N-D es similar
pero más complejo ya que implica diversos productos e
inversiones matriciales. No obstante conceptualmente es lo
mismo: se integra la ecuación diferencial con los giróscopos y
al obtener una medida externa se aplica el algoritmo de
Kalman para ponderar entre la estimación a priori y la medida.
Para aplicar el filtro de Kalman es suficiente una medida, pero
cuantas más se tenga, mejor será el resultado.
Si el sistema es no lineal hay que empezar por linealizarlo; el
filtro resultante se denomina Filtro Extendido de Kalman.
Para estimación de actitud esto es necesario ya que las
ecuaciones diferenciales cinemáticas son siempre no-lineales.
Para aeronaves y misiles se usa filtrado de Kalman para
integrar las medidas de la IMU (giróscopos y acelerómetros)
con medidas externas (GPS, antenas, magnetómetros).
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Modelo de error como proceso estocástico

Estimación dinámica: Filtro de Kalman

Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

Vamos a desarrollar ahora el algoritmo del Filtro de Kalman
en 3D para el siguiente caso:

1 Se tienen giróscopos en los 3 ejes, de forma que se tiene una
estimación de la velocidad angular ~̂!B

B/N , que contendrá error,

de forma que ~!B
B/N = ~̂!B

B/N + ~⌫, donde ~⌫ es ruido blanco de
covarianza Q. Estas medidas se suponen continuas.

2 Cada cierto tiempo se obtienen medidas de n direcciones en
ejes cuerpo ~̂vB

i , de forma que ~vB
i = CB

N ~vN
i y ~vB

i = ~̂vB
i +~✏i para

i = 1, . . . , n. ~✏i es ruido blanco de covarianza Ri .

Se podŕıan realizar estimaciones con los giróscopos o con las
medidas por separado. Con las medidas ya lo hemos visto
(algoritmo Q) pero sólo se podŕıa hacer si hubiera dos o más
medidas tomadas a la vez.

Con los giróscopos, la estimación seŕıa ˙̂q = 1

2

q ? q
ˆ~!.

17 / 23



Giróscopos

Modelo de error como proceso estocástico

Estimación dinámica: Filtro de Kalman

Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

Si uno usa ˙̂q = 1

2

q ? q
ˆ~!, ¿cuál es el error de estimación

sabiendo que ~̂! está corrompida con ruido blanco de
covarianza Q?

No podemos aplicar la teoŕıa general porque la ecuación es
no-lineal!

Recordamos los conceptos de cuaternión linealizado y
ecuación cinemática linealizada: q = q̂ ? �q, con

�q(~a) =
1p

4 + k~ak2


2
~a

�
, ~̇a ⇡ ~⌫ + ~a⇥ ~̂! = �~̂!⇥~a+ ~⌫.

Por tanto con el cuaternión de error podemos estimar cuanto
error se está cometiendo, estudiando su covarianza P , la cual
evolucionará de acuerdo con la teoŕıa que hemos planteado
antes:

Ṗ = �~̂!⇥P + P ~̂!⇥ + Q, P(0) = P
0
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Modelo de error como proceso estocástico

Estimación dinámica: Filtro de Kalman

Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

Esta covarianza crece sin ĺımite, lo cuál sólo podemos
remediarlo tomando medidas. Si en un cierto instante
tomamos n medidas, ¿cómo actualizamos el cuaternión
estimado q̂?

Una posibilidad seŕıa descartar totalmente lo obtenido con los
giróscopos, de forma que se resetea la estimación a un nuevo
valor (sólo posible si se tienen dos o más medidas), usando el
algoritmo Q. En tal caso la nueva covarianza seŕıa la
estudiada con el algoritmo Q.

Una mejor idea seŕıa aprovechar la estimación que ya
teńıamos y combinarlas de acuerdo al filtro de Kalman. Para
ello hay que linealizar el proceso de medida.

Supongamos que tenemos n medidas ~vBi en ejes cuerpo de
direcciones conocidas en ejes inerciales ~vNi .
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Modelo de error como proceso estocástico

Estimación dinámica: Filtro de Kalman

Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

Partiendo del cuaternión estimado q̂ puedo obtener la matriz
ĈB
N .

Llamamos ~zi a la discrepancia entre lo medido y lo esperado,
es decir, ~zi = ~̂vBi � ĈB

N ~vNi . Si la estimación y la medida fueran

perfectas entonces ~zi = ~0.
La medida no es perfecta, está contaminada con ruido:
~̂vBi = ~vBi � ~✏i .

La estimación no es perfecta, sino que ĈB
N = C

ˆB
N = C

ˆB
B CB

N .

Por tanto, se tendrá ~zi = ~vBi � C
ˆB
B ~vBi � ~✏i .

Recordando que en función del cuaternión de error,

C
ˆB
B = I � ~a⇥, obtenemos ~zi = �~a⇥~vBi � ~✏i = (~vBi )⇥~a� ~✏i .

Por tanto tendremos n medidas del error de la forma
~zi = Hi~a� ~✏i , donde Hi ⇡ (~̂vBi )⇥. (NOTA: se tomarán sólo
dos filas para evitar problemas de invertibilidad). La
covarianza de esta medida será Ri .
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Modelo de error como proceso estocástico

Estimación dinámica: Filtro de Kalman

Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

Llamemos al instante antes de la medida con el supeŕındice �
y el posterior con +. De la integración teńıamos por un lado
q̂� con error a� cuya media es E [~a�] = 0 y covarianza P�.
Con las medidas, supuestas independientes, formamos

~z =

2

664

~z
1

.

.

.

~zn

3

775 ,H =

2

664

H
1

.

.

.

Hn

3

775 , R =

2

664

R
1

.

.

.

Rn

3

775

Usando las medidas, escribimos ~a+ = ~a� + K (~z � H~a�), pero
puesto que en media ~a� = 0, simplemente tendremos:
~a+ = K~z , donde K es la ganancia de Kalman.
La ganancia de Kalman (óptima) se calcula como
K = P�HT (HP�HT + R)�1. La covarianza se actualiza
también como P+ = P� � KHP�.

Con ~a+ corregimos q̂:q̂+ = q̂� ? �q = q̂� ?


2
~a+

�
1p

4+k~a+k2

Este procedimiento se itera, integrando con los giróscopos y
actualizando cada vez que hay medidas.
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Estimación dinámica: Filtro de Kalman

Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

Resumen. Datos iniciales: q̂
0

, P
0

, Q, Ri . Siempre se tienen
medidas de ~̂!. Ocasionalmente se tienen medidas ~zi .

1 Comenzar integrando las ecuaciones hasta que haya una
medida, de forma que se estiman q̂ y P :

˙q̂ =

1

2

q ? q
ˆ~!
, q(0) = q

0

,

˙P = �ˆ~!⇥P + P ˆ~!⇥
+ Q, P(0) = P

0

2 Cuando en el instante tk llegan una o más medidas,
llamar q̂� = q̂(tk) y P� = P(tk). Calcular ~z , H, R .
Calcular K = P�HT (HP�HT + R)�1. Calcular
~a+ = K~z . Actualizar q̂+ = q̂� ? �q = q̂� ?


2

~a+

�
, P+

= P� � KHP�.

3 Continuar integrando las ecuaciones a partir de las
estimaciones actualizadas hasta que haya más medidas:

˙q̂ =

1

2

q ? q
ˆ~!
, q(tk ) = q+,

˙P = �ˆ~!⇥P + P ˆ~!⇥
+ Q, P(tk ) = P+

4 Cuando haya nuevas medidas, iterar a partir de 2.
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Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

Consideraciones adicionales:
Conviene renormalizar los cuaterniones estimados q̂(t) si el
módulo se alejara de la unidad.
Igualmente, la matriz de covarianzas P(t) debe ser simétrica
en todo momento. Se puede ”simetrizar”forzando
P = 1/2(P + PT ), o se puede simplemente calcular sólo la
”mitad”de la matriz e imponer que la otra mitad es la
traspuesta.
La ganancia de Kalman es óptima, pero está calculada para el
problema linealizado. Si la estimación no está suficientemente
cerca de la realidad, el filtro puede diverger.
Se pueden (y se deben) incluir los sesgos (bias) de los
giróscopos en el estimador.
En la práctica es dif́ıcil conocer bien las matrices Q y R .

Existen muchos otros algoritmos de filtrado, con sus ventajas
e inconvenientes. El MEKF tiene la ventaja de ser sencillo en
su uso y flexible a cualquier número de medidas, pero no es
necesariamente el más preciso. 23 / 23



1. Notas Filtro de Kalman para Sistemas continuos-discretos

Se considera un sistema continuo-discreto como aquel cuya evolución es continua en el tiempo (representada por ecua-
ciones diferenciales ordinarias) pero del cual se obtienen medidas cada cierto intervalo temporal (por lo cual el proceso de
medida se representa en tiempo discreto). Estos sistemas son típicos en ingeniería (y más concretamente en navegación),
donde muchos procesos (trayectorias) están representados por ecuaciones diferenciales continuas, pero se tienen sistemas
de medida con ancho de banda limitado.

1.1. Caso lineal

El modelo general para el caso lineal es:

ẋ = F (t)x+B(t)u+G(t)w, (1)

donde x es el estado, u la variable de entrada al sistema (supuesta conocida para el problema de estimación, que para el
caso de la navegación inercial va a representar las medidas de los giróscopos), y w es una perturbación, modelada como
ruido blanco, es decir: E[w(t)] = 0, E[w(t)wT

(⌧)] = Q(t)�(t � ⌧), donde E[·] representa la esperanza matemática y �
es la delta de Dirac. En principio, estado, entrada y perturbación podrían ser de diferente dimensión. En la ecuación, F ,
B y G son matrices de la dimensión adecuada.

El modelo de medida es
y
k

= H
k

x
k

+ v
k

, (2)

donde el subíndice k se refiere al instante de tiempo discreto t
k

en el cual se realiza la medida (es decir, para t 2 [t
k

, t
k+1]

no se realiza medida alguna). La variable y
k

representa el valor de la medida en el instante k, x
k

= x(t
k

), H
k

es una
matriz de dimensión adecuada, y v

k

es ruido blanco discreto, es decir, E[v
k

] = 0, E[v
k

vT
j

] = R
k

�
kj

.

Además se tiene que el ruido de medida es independiente del ruido del sistema, es decir, E[v
k

w(t)] = 0 para todo k y
todo t.

1.2. Caso no lineal

El modelo no lineal se escribiría, en general, como:

ẋ = f(x, u, t) +G(t)w(t), (3)

donde x es el estado, u representa la entrada al sistema y w es una perturbación, modelada como ruido blanco, es decir:
E[w(t)] = 0, E[w(t)wT

(⌧)] = Q(t)�(t� ⌧), donde E[·] representa la esperanza matemática y � es la delta de Dirac. En
principio, estado, entrada y perturbación podrían ser de diferente dimensión. En la ecuación, f es una función y G es una
matriz, de la dimensión adecuada.

El modelo de medida es
y
k

= h(x
k

, t
k

) + v
k

, (4)

donde el subíndice k se refiere al instante de tiempo discreto t
k

en el cual se realiza la medida (es decir, para t 2 [t
k

, t
k+1]

no se realiza medida alguna). La variable y
k

representa el valor de la medida en el instante k, x
k

= x(t
k

), h es una función
no lineal de la dimensión adecuada, y v

k

es ruido blanco discreto, es decir, E[v
k

] = 0, E[v
k

vT
j

] = R
k

�
kj

.

2. Estimación del estado del sistema

En esta Sección explicaremos como usar el modelo del sistema, el conocimiento de u(t) y las medidas y
k

para obtener
una estimación de x(t) que denotaremos como x̂(t). Obtener esta estimación es difícil debido a la presencia de los ruidos
en sistema y en medidas.

Se presupone que el modelo es conocido, es decir, las matrices y funciones en los modelos anteriores son conocidos.
Si no fuera así, todo lo que no estuviera incluido se podría suponer englobado en el ruido blanco que entra al sistema
(aumentando su covarianza).

También es necesario conocer una estimación de la condición inicial de x, x(0), que denotaremos x̂0, tal vez a partir
de una medida en t0 (por ello se supondrá que desde el tiempo inicial a la primera medida transcurre cierto tiempo). Se
debe tener que E[x̂0] = x(0), y se conocerá una estimación de lo “buena” que es dicha estimación, en el sentido de que
conoceremos la covarianza del error P0 = E[(x(0) � x̂0)(x(0) � x̂0)

T

] (puede ser 0).Se supondrá x̂0 independiente de
los ruidos que entran al sistema.

Matemáticamente, definamos la covarianza del error de estimación como P (t) = E[(x(t) � x̂(t))(x(t) � x̂(t))T ]. El
objetivo será hallar x̂(t) tal que P (t) sea lo menor posible, es decir, buscar la mejor estimación posible desde el punto de
vista de la covarianza del error. Obsérvese que la covarianza es una matriz, simétrica y definida semipositiva.
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2.1. Caso lineal

En primer lugar consideremos el modelo lineal continuo-discreto.

2.1.1. Estimación sin medidas

Supongamos en primer lugar que NO tenemos medidas. Sin embargo sí tenemos acceso a u(t). En tal caso se puede
realizar una estimación de la siguiente forma:

En primer lugar se estima x̂(0) = x̂0. Por tanto inicialmente P (0) = P0.

Por otro lado se estima x̂(t) usando el observador:

˙x̂(t) = F (t)x̂+B(t)u. (5)

Para estudiar el valor de la covarianza, definamos �x = x� x̂, el error de estimación. Por tanto P (t) = E[�x�xT

].
Se tiene:

�ẋ(t) = ẋ� ˙x̂(t) = F (t)�x+G(t)w(t). (6)

De la teoría de procesos gaussianos, se obtiene una ecuación para P (t):

˙P (t) = F (t)P (t) + P (t)F (t)T +G(t)Q(t)GT

(t). (7)

Se puede demostrar que la ecuación (7) implica que P (t) siempre crece. Lo que implica que la estimación se
degrada cada vez más y por tanto este procedimiento no es muy bueno.

2.1.2. Estimación sólo con medidas

Si el número de medidas (dimensión del vector y) de la ecuación

y
k

= H
k

x
k

+ v
k

(8)

es mayor que el número de estados (dimensión del vector x) entonces es posible que se pueda obtener una estimación de x
k

(por ejemplo mediante mínimos cuadrados); en caso contrario, de al menos parte de x
k

. Incluso aunque se pudiera obtener
dicha estimación, no sabríamos que sucedería con x en los instantes de tiempo entre medidas y habría que interpolar. Por
tanto, especialmente si las medidas son lentas, este procedimiento no es demasiado bueno.

2.1.3. Filtro de Kalman para sistemas lineales continuos-discretos (KF)

La idea del filtro de Kalman es, conocido u(t) y una estimación x̂(0) de x(0), intentar reconstruir x(t) con ayuda de las
medidas y

k

y del conocimiento del modelo.

Entre medidas, se utiliza el procedimiento descrito en la Sección 2.1.1; cuando llega una medida, se utiliza la nueva
información para actualizar la información, ponderando el error de medida con el error que tenía la estimación antes de la
medida.

Puesto que las medidas son “instantáneas”, para diferenciar en el instante k antes y después de medir, llamaremos a x̂�
k

la
estimación antes de la medida (también llamada “a priori”) y a x̂+

k

la estimación después de la medida (también llamada
“a posteriori”). De forma similar con otras variables.

El algoritmo del filtro de Kalman será como sigue:

Inicialización: En primer lugar se estima x̂(0) = x̂0. Por tanto inicialmente P (0) = P0.

Fase de propagación: Mientras no haya medidas, se estima x̂(t) usando el observador:

˙x̂(t) = F (t)x̂+B(t)u. (9)

Como antes, la covarianza del error P (t) evoluciona siguiendo la ecuación

˙P (t) = F (t)P (t) + P (t)F (t)T +G(t)Q(t)GT

(t). (10)
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Fase de medida: Supongamos que estamos en el instante de tiempo t
k

en el cual obtenemos una medida y
k

de
acuerdo al modelo de medida del sistema. Partimos de la estimación anterior justo antes de la medida, x̂�

k

= x̂(t�
k

),
y de la covarianza del error justo antes de la medida, P�

k

= P (t�
k

). Usando la medida, se actualiza la estimación
de la siguiente forma:

x̂+
k

= x̂�
k

+K
k

(y
k

�H
k

x̂�
k

), (11)

donde K
k

es la ganancia de Kalman (cuya definición se da más abajo).

Igualmente se actualiza la covarianza del error como

P+
k

= (I �K
k

H
k

)P�
k

, (12)

donde I es la identidad de orden adecuado.

Ganancia de Kalman: La ganancia de Kalman se calcula como

K
k

= P�
k

HT

k

�
H

k

P�
k

HT

k

+R
k

��1
(13)

y es la que pondera la “calidad” de la estimación antes de la medida con la “calidad” de la medida.

Estos pasos (excepto la inicialización) se iteran. Mientras no haya medida, se propaga la estimación y la covarianza
del error. Cuando haya una medida, se calcula la ganancia de Kalman y se actualiza la estimación y la covarianza
del error.

Este algoritmo garantiza (supuestas todas las hipótesis de partida verdaderas) que la covarianza del error P (t) es la menor
posible, por lo que la estimación x̂(t) es óptima.

2.1.4. Demostración de la expresión de la ganancia de Kalman

Pasemos ahora a demostrar las ecuaciones (13) y (12) a partir de (11). Para ello, usemos la definición de covarianza:

P+
k

= E[(x
k

� x̂+
)(x

k

� x̂+
)

T

]

= E[(x
k

� x̂�
k

�K
k

(y
k

�H
k

x̂�
k

))(x
k

� x̂�
k

�K
k

(y
k

�H
k

x̂�
k

))

T

]

= E[(x
k

� x̂�
k

)(x
k

� x̂�
k

)

T

]� E[(K
k

(y
k

�H
k

x̂�
k

))(x
k

� x̂�
k

)

T

]

�E[(x
k

� x̂�
k

)(K
k

(y
k

�H
k

x̂�
k

))

T

] + E[(K
k

(y
k

�H
k

x̂�
k

))(K
k

(y
k

�H
k

x̂�
k

))

T

]

= P�
k

� 2E[(K
k

(y
k

�H
k

x̂�
k

))(x
k

� x̂�
k

)

T

] + E[(K
k

(y
k

�H
k

x̂�
k

))(K
k

(y
k

�H
k

x̂�
k

))

T

]. (14)

Aquí se ha usado la definición de covarianza tanto de P+
k

como de P�
k

. Sustituyendo ahora la medida y
k

= H
k

x
k

+ v
k

:

P+
k

= P�
k

� E[(K
k

H
k

(x
k

� x̂�
k

) +K
k

v
k

)(x
k

� x̂�
k

)

T

]

�E[(x
k

� x̂�
k

)(K
k

H
k

(x
k

� x̂�
k

) +K
k

v
k

)

T

]

+E[(K
k

H
k

(x
k

� x̂�
k

) +K
k

v
k

)(K
k

H
k

(x
k

� x̂�
k

) +K
k

v
k

)

T

]

= P�
k

�K
k

H
k

P�
k

� P�
k

HT

k

KT

k

+K
k

H
k

P�
k

HT

k

KT

k

+K
k

R
k

KT

k

= P�
k

�K
k

H
k

P�
k

� P�
k

HT

k

KT

k

+K
k

(H
k

P�
k

HT

k

+R
k

)KT

k

, (15)

donde se ha usado la independencia del ruido blanco con la covarianza del error de estimación, y la definición de la
covarianza del ruido blanco.

Una buena medida de la magnitud de la covarianza a posteriori es la traza de P+
k

Para minimizar la traza de covarianza a posteriori, es necesario derivarla respecto a la matrix K
k

. Se recuerdan los
siguientes resultados: @

@A

Tr[AB] = B, @

@A

Tr[BAT

] = BT , @

@A

Tr[ABAT

] = (B +BT

)AT .

Por tanto:

@Tr[P+
k

]

@K
k

= �2H
k

P�
k

+ 2H
k

P�
k

HT

k

KT

k

+ 2R
k

KT

k

, (16)

E igualando a cero la derivada, obtenemos la ganancia de Kalman:

KT

k

= (H
k

P�
k

HT

k

+R
k

)

�1H
k

P�
k

! KT

k

= P�
k

HT

k

(H
k

P�
k

HT

k

+R
k

)

�1 (17)

Sustituyendo parcialmente el valor hallado en (15), sólo la K
k

que premultiplica el paréntesis, encontramos:

P+
k

= P�
k

�K
k

H
k

P�
k

� P�
k

HT

k

KT

k

+ P�
k

HT

k

KT

k

= (I�K
k

H
k

)P�
k

, (18)

que es la expresión buscada (se puede sustituir el valor de K
k

pero no resulta especialmente esclarecedora).
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2.2. Caso no lineal

Para el caso no lineal se pueden repetir las estrategias en las que no hay medidas o en las que sólo hay medidas sin fase
de propagación. No obstante, será más complejo al ser las funciones no lineales, y para el caso sin medidas, no se podrá
conocer con exactitud P (t) ya que dejará de verificarse la ecuación (7).

Directamente pasamos a explicar como se usa el filtro de Kalman para el caso no lineal. Esta versión de filtro de Kalman
se denomina “Filtro Extendido de Kalman”.

2.2.1. Filtro Extendido de Kalman para sistemas no lineales (EKF)

El filtro extendido de Kalman se basa en la linealización de las ecuaciones del error. El procedimiento se basa en la
siguiente idea.

Aproximemos el estado del sistema x(t), como antes, con un valor x̂(t) obtienido de la integración de las ecuaciones del
sistema ignorando el ruido, es decir:

˙x̂ = f(x̂, u, t). (19)

Por analogía con el caso lineal, sabemos que el error de esta aproximación crece, pero inicialmente será pequeño. Llame-
mos al error de la aproximación como �x(t) = x(t)� x̂.

Si conociéramos el error �x(t), entonces podríamos escribir x(t) = x̂ + �x(t). ¡Conoceríamos perfectamente el estado!
¿Pero cómo calcular �x(t)? No es posible, por tanto habrá que estimarlo. Para ello se usará el filtro de Kalman. Lo que
hace el EKF, pues, es estimar el error de la aproximación sin ruido, mediante un filtro de Kalman aplicado a las ecuaciones
linealizadas del error!

Obsérvese que si quieremos calcular la dinámica del error, se tiene:

�ẋ = ẋ� ˙x̂ = f(x, u, t)� f(x̂, u, t) +G(t)w(t) ⇡ @f(x, u, t)

@x

����
x=x̂

�x+G(t)w(t), (20)

una aproximación válida siempre que el error sea pequeño.

Igualmente, en una medida:

y
k

= h(x
k

, t
k

) + v
k

= h(x̂
k

+ �x
k

, t
k

) + v
k

⇡ h(x̂
k

, t
k

) +

@h(x, t
k

)

@x

����
x=x̂k

�x
k

+ v
k

, (21)

Definamos entonces F (x̂(t), t) = @f(x,u,t)
@x

���
x=x̂

, �y
k

= y
k

� h(x̂
k

, t
k

), H
k

(x̂
k

) =

@h(x,tk)
@x

���
x=x̂k

. Se tendría el siguiente

modelo lineal para el error:

Dinámica:
�ẋ = F (x̂(t), t)�x+G(t)w(t). (22)

Medida:
�y

k

= H
k

(x̂
k

)�x
k

+ v
k

. (23)

A este modelo se le puede aplicar el filtro de Kalman. Como se verá, se supondrá que x̂, en media, es una estimación
correcta del estado, mientras que �x, en media, es cero, pero contiene la covarianza que se quiere minimizar (ya que la
covarianza de x̂ no se puede calcular ni minimizar al ser el problema no lineal). El algoritmo del filtro de Kalman aplicado
a �x trataría de calcular �x̂, de la siguiente forma:

Inicialización: Consideramos que inicialmente x̂ = x̂0 y que �x̂ = 0. Por otro lado, como antes, inicialmente
P (0) = P0.

Fase de propagación: Mientras no haya medidas, por un lado se propaga la estimación :

˙x̂ = f(x̂, u, t). (24)

mientras que por otro lado se “estima el error de estimación” �x̂(t) usando el observador de antes:

� ˙x̂(t) = F (x̂(t), t)�x̂. (25)

Como �x̂(0) = 0, la ecuación de arriba resulta en que �x̂ = 0 para todo instante! Hasta que no haya una medida,
no cambiará el valor de �x̂. Por tanto la ecuación (25) realmente no hay que resolverla y se puede reemplazar por
�x̂ = 0 (hasta que haya una medida).
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Como antes, la covarianza del error P (t) sí que evoluciona, siguiendo la ecuación

˙P (t) = F (x̂(t), t)P (t) + P (t)F (x̂(t), t)T +G(t)Q(t)GT

(t). (26)

Fase de medida: Supongamos que estamos en el instante de tiempo t
k

en el cual obtenemos una “medida” �y
k

=

y
k

� h(x̂�
k

, t
k

). Como antes, se actualiza la estimación �x̂ de la siguiente forma:

�x̂+
k

= �x̂�
k

+K
k

(x̂�
k

)(�y
k

�H
k

(x̂�
k

)�x̂�
k

), (27)

y teniendo en cuenta que el valor de �x̂�
k

es cero, y sustituyendo la fórmula de �y
k

, llegamos a:

�x̂+
k

= K
k

(y
k

� h(x̂�
k

, t
k

)), (28)

donde K
k

(x̂�
k

) es la ganancia de Kalman (cuya definición se da más abajo, se debe calcular previamente).

Igualmente se actualiza la covarianza del error como antes:

P+
k

= (I �K
k

(x̂�
k

)H
k

(x̂�
k

))P�
k

. (29)

Ganancia de Kalman: La ganancia de Kalman se calcula como antes:

K
k

(x̂�
k

) = P�
k

H
k

(x̂�
k

)

T

�
H

k

(x̂�
k

)P�
k

H
k

(x̂�
k

)

T

+R
k

��1
. (30)

Actualización de x̂
k

: Otra diferencia importante del EKF es que ahora que se ha encontrado un valor �x̂+
k

, este
valor se traspasa a x̂+

k

. Por tanto se hace: x̂+
k

= x̂�
k

+ �x̂+
k

, y �x̂+
k

se vuelve a fijar a cero.

Estos pasos (excepto la inicialización) se iteran. Mientras no haya medida, se propaga la estimación, la estimación
del error de estimación, y la covarianza del error. Cuando haya una medida, se calcula la ganancia de Kalman y se
actualiza la estimación del error de estimación y su covarianza; dicha actualización se “traspasa” a la estimación.

Obsérvese que, por tanto, �x̂ no juega ningún papel (aparte de entender la formulación del filtro). Se puede por tanto
eliminar y el algoritmo EKF quedaría como sigue:

Inicialización: Fijamos x̂ = x̂0 y P (0) = P0.

Fase de propagación: Propagamos
˙x̂ = f(x̂, u, t). (31)

y la covarianza del error P (t):

˙P (t) = F (x̂(t), t)P (t) + P (t)F (x̂(t), t)T +G(t)Q(t)GT

(t). (32)

Fase de medida: Primero calculamos la ganancia de Kalman:

K
k

(x̂�
k

) = P�
k

H
k

(x̂�
k

)

T

�
H

k

(x̂�
k

)P�
k

H
k

(x̂�
k

)

T

+R
k

��1
. (33)

Actualizamos x̂�
k

x̂+
k

= x̂�
k

+K
k

(y
k

� h(x̂�
k

, t
k

)), (34)

y la covarianza del error
P+
k

= (I �K
k

(x̂�
k

)H
k

(x̂�
k

))P�
k

. (35)

Iteramos el procedimiento propagación/medida.

OBSERVACIÓN: No existe garantía matemática de que la estimación del EKF converja al valor real ni es ya óptimo. Pero
es casi “lo mejor que se puede hacer” para el caso no lineal. Si la estimación inicial es buena y el ruido que le entra al
sistema no es excesivo, se comporta bien.

Ejemplo (a desarrollar en clase): vehículo en un plano con dos acelerómetros y un giróscopo.
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2.3. Filtro Extendido de Kalman Multiplicativo para las ecuaciones cinemáticas de la actitud

expresadas en cuaterniones (MEKF)

En el caso de la estimación de la actitud, cuando dicha actitud está expresada mediante cuaterniones q, es necesario
modificar el EKF.

En primer lugar, las ecuaciones diferenciales del sistema son:

q̇ =

1

2

2

664

q4 �q3 q2 q1
q3 q4 �q1 q2
�q2 q1 q4 q3
�q1 �q2 �q3 q4

3

775

2

664

!1

!2

!3

0

3

775 . (36)

En estas ecuaciones, el vector de velocidades angulares ~! representa a las velocidades angulares reales; realmente, se
tendrá conocimiento de las velocidades angulares medidas mediante giróscopos, cuya relación con la velocidad angular
real representaremos como el modelo más simple posible con ruido y sesgo:

~! = ~!gyro

+

~b+ ~⌫
!

, (37)

donde ~⌫
!

representa ruido blanco y ~b representa el sesgo, modelado por la ecuación diferencial ˙~b = ~⌫
b

, donde ~⌫
b

es
también ruido blanco y representa la deriva del sesgo. Obsérvese que también habrá que estimar el sesgo! Esta estimación
se definirá como ˆ~b, y a partir de esta estimación se tendrá que ˆ~! = ~!gyro

+

ˆ~b. Para esta estimación necesitaríamos conocer

una estimación de ~b en cero, ˆ~b0. Obsérvese también que
˙

ˆ~b = 0. También sería necesario conocer el valor inicial de la
covarianza de dicha estimación, P

b0.

Por otro lado, el modelo de medida se basa en que en cada instante de medida k, se conocerán m vectores (unitarios) en
el sistema de referencia inercial, ~vI

i,k

, i = 1, . . . ,m, y se realizarán medidas de dichos vectores en el sistema de referencia
ejes cuerpo ~vB

i,k

(también supuestos unitarios) que estarán corrompidas con ruido blanco, es decir, el modelo de medida
será:

~vB
i,k

= CB

I

(q
k

)vI
i,k

+

~⇠
i,k

, i = 1, . . . ,m (38)

donde ~⇠
i,k

es ruido blanco asociado a la medida i en el instante k, y CB

I

(q
k

) es la matriz de actitud del vehículo, que
representa la orientación de los ejes cuerpo respecto a los ejes inerciales, dependiendo de los cuaterniones en el instante
k. Si q4,k es la parte escalar del cuaternión y ~q

k

= [q1,kq2,kq3,k]
T la parte vectorial se tiene que:

CB

I

(q
k

) = (q24,k � k~q
k

k2)I3 � 2q4,k~q
⇥
k

+ 2~q
k

~qT
k

, (39)

donde I3 es la identidad de orden 3 y el operador ~q⇥ viene dado por la matriz

~q⇥ =

2

4
0 �q3 q2
q3 0 �q1
�q2 q1 0

3

5 . (40)

Para aplicar el filtro de Kalman extendido, se utilizará la representación de error de cuaterniones explicada previamente.
Por tanto, siguiendo la notación establecida anteriormente:

q = q̂ ⌦ �q, (41)

donde q̂ es la estimación del cuaternión, �q el cuaternión de error, y ⌦ la multiplicación de cuaterniones. Para calcular q̂
se usará la ecuación diferencial cinemática empleando las medidas de los giróscopos. Por tanto:

˙q̂ =

1

2

2

664

q̂4 �q̂3 q̂2 q̂1
q̂3 q̂4 �q̂1 q̂2
�q̂2 q̂1 q̂4 q̂3
�q̂1 �q̂2 �q̂3 q̂4

3

775

2

664

!̂1

!̂2

!̂3

0

3

775 . (42)

Siguiendo el desarrollo tal como se hizo al deducir la dinámica del cuaternión de error, se llega a una ecuación para �q̇:

�q̇ =

1

2

✓
�q ⌦


~!
0

�
�


ˆ~!
0

�
⌦ �q

◆
. (43)

Si representamos este cuaternión de error con los parámetros ~a tal como se hizo al deducir la dinámica del cuaternión de
error, se tiene:

�q(~a) =
1p

4 + k~ak2

~a
2

�
⇡

2

64

~a

2

1

3

75 . (44)
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La dinámica de ~a se puede aproximar, siguiendo los mismos pasos que al deducir la dinámica del cuaternión de error,
como:

˙~a =

2

4
0 !̂3 �!̂2

�!̂3 0 !̂1

!̂2 �!̂1 0

3

5

2

4
a1
a2
a3

3

5
+ ~⌫

!

, (45)

Por otro lado, en las medidas se tendrá:

~vB
i,k

= CB

B

0(�q)CB

0

I

(q̂
k

)vI
i,k

+

~⇠
i,k

, i = 1, . . . ,m (46)

donde B0 es el sistema de referencia al cual se refiere q̂
k

, que no será exactamente B debido a errores; dichos errores están
codificados en �q. Utilizando la representación de �q mediante ~a, podemos linealizar CB

B

0(�q
k

) obteniendo:

CB

B

0(�q
k

) = (�q24,k � k~�q
k

k2)I3 � 2�q4,k~�q
⇥
k

+ 2

~�q
k

~�qT
k

=

1

4 + k~a
k

k2
⇥
(4� k~a

k

k2)I3 � 4~a⇥
k

+ 2~a
k

~aT
k

⇤

⇡ I3 � ~a⇥
k

(47)

Sustituyendo esta expresión en la ecuación de medida se llega a:

~vB
i,k

⇡ �
I3 � ~a⇥

k

�
CB

0

I

(q̂
k

)vI
i,k

+

~⇠
i,k

,

= ~vB
0

i,k

� ~a⇥
k

~vB
0

i,k

+

~⇠
i,k

= ~vB
0

i,k

+ (~vB
0

i,k

)

⇥~a
k

+

~⇠
i,k

, i = 1, . . . ,m (48)

donde ~vB
0

i,k

= CB

0

I

(q̂
k

)vI
i,k

.

Para el filtro de Kalman extendido, el "vector de estado"será:

~x =

"
~a
ˆ~b

#
,

y la matriz de covarianzas:

P =


P
a

P
c

P
c

P
b

�
,

Usando la notación del filtro de Kalman extendido llamemos:

F =

2

6666664

0 !̂3 �!̂2

�!̂3 0 !̂1

!̂2 �!̂1 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

3

7777775
, (49)

y

H
k

(q̂
k

) =

2

664

(~vB
0

1,k)
⇥ O

(~vB
0

2,k)
⇥ O

· · ·
(~vB

0

m,k

)

⇥ O

3

775 =

2

664

(CB

0

I

(q̂
k

)vI1,k)
⇥ O

(CB

0

I

(q̂
k

)vI2,k)
⇥ O

· · ·
(CB

0

I

(q̂
k

)vI
m,k

)

⇥ O

3

775 , (50)

donde O es una matriz de ceros (3x).

Ya estamos en condiciones de escribir el algoritmo del filtro de Kalman:

Inicialización: Fijamos q̂ = q̂0, ˆ~b = ˆ~b0 y P (0) = P0 en función de los valores iniciales estimados de la actitud, el
sesgo de los giróscopos y la covarianza del error de estimación de actitud y de sesgo de giróscopos (la estimación
de actitud y su error, por ejemplo, pueden ser obtenidos del algoritmo Q).

Fase de propagación: Propagamos

˙q̂ =

1

2

2

664

q̂4 �q̂3 q̂2 q̂1
q̂3 q̂4 �q̂1 q̂2
�q̂2 q̂1 q̂4 q̂3
�q̂1 �q̂2 �q̂3 q̂4

3

775

2

664

!̂1

!̂2

!̂3

0

3

775 , (51)

donde ˆ~! = ~!gyro

+

ˆ~b, y la covarianza del error P (t):
˙P (t) = F (!̂)P (t) + P (t)F (!̂)T +Q, (52)

donde Q es:

Q =


~⌫
!

O
O ~⌫

b

�
.
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Fase de medida: Para cada medida i tendremos ~vB
i,k

(la medida) y ~vI
i,k

(el valor real). Calculamos para cada medida
~vB

0

i,k

= CB

0

I

(q̂
k

)vI
i,k

. Obtenemos ahora

H
k

(q̂
k

) =

2

664

(~vB
0

1,k)
⇥ O

(~vB
0

2,k)
⇥ O

· · ·
(~vB

0

m,k

)

⇥ O

3

775 (53)

Se calcula entonces la ganancia de Kalman:

K
k

(

ˆ��
k

) = P�
k

H
k

(

ˆ��
k

)

T

⇣
H

k

(

ˆ��
k

)P�
k

H
k

(

ˆ��
k

)

T

+R
k

⌘�1
, (54)

donde R
k

será:

R
k

=

2

664

Cov(

~⇠1,k)

Cov(

~⇠2,k)
· · ·

Cov(

~⇠
m,k

)

3

775 (55)

es decir una matriz conteniendo las covarianzas de los ruidos de medida. Formamos la matriz de los errores de
medida:

�y
k

=

2

664

~vB1,k � ~vB
0

1,k

~vB2,k � ~vB
0

2,k

· · ·
~vB
m,k

� ~vB
0

m,k

3

775 (56)

Dividimos K
k

en dos trozos:

K
k

=


Ka

k

Kb

k

�
.

Encontramos ~a:
~a = Ka

k

�y
k

, (57)

actualizamos ˆ~b:
ˆ~b+ =

ˆ~b� +Kb

k

�y
k

,

y la covarianza del error
P+
k

= (I �K
k

(q̂�
k

)H
k

(q̂�
k

))P�
k

. (58)

Finalmente, actualizamos q̂
k

:

q̂+
k

= �q(~a)⌦ q̂�
k

=

1p
4 + k~ak2


~a
2

�
⌦ �q�

k

. (59)

Iteramos el procedimiento propagación/medida.

Este procedimiento suele funcionar bastante bien, permite tener en cuenta las covarianzas de la estimación inicial, girós-
copos y medidas y permite variar el número de medidas en cada momento k de observación (simplemente variando la
dimensión de las matrices).
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Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado

Definiciones previas

Ecuaciones de Euler

Dinámica de la actitud de un veh́ıculo

La dinámica de la actitud de un veh́ıculo está descrita por las
ecuaciones de la dinámica rotacional, que describen la relación
entre las causas (momentos ejercidos en el veh́ıculo) y los
efectos (velocidad angular).

Partimos de la hipótesis básica de que el veh́ıculo es un sólido
ŕıgido (si tuviera partes móviles, o efectos de flexibilidad,
habŕıa que ampliar el modelo), y estudiamos su rotación
respecto a un sistema de referencia inercial.
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Fig. 6.2 Rigid body with a body-fixed reference frame B with its origin at the center
of mass.

Let ω⃗ ≡ ω⃗B/N be the angular velocity vector of the rigid body in an inertial
reference frame N . The angular momentum vector H⃗ of a rigid body about its
center of mass is then defined as

H⃗ =
∫

ρ⃗ × ˙⃗R dm =
∫

ρ⃗ × ˙⃗ρ dm =
∫

ρ⃗ × (ω⃗ × ρ⃗) dm (6.8)

as R⃗ = R⃗c + ρ⃗,
∫
ρ⃗ dm = 0, ˙⃗R ≡ {dR⃗/dt}N , and

˙⃗ρ ≡
{

dρ⃗

dt

}

N
=

{
dρ⃗

dt

}

B
+ ω⃗B/N × ρ⃗ (6.9)

Note that {dρ⃗/dt}B = 0 for a rigid body.
Let ρ⃗ and ω⃗ be expressed as

ρ⃗ = ρ1b⃗1 + ρ2b⃗2 + ρ3b⃗3 (6.10a)

ω⃗ = ω1b⃗1 + ω2b⃗2 + ω3b⃗3 (6.10b)

where {b⃗1, b⃗2, b⃗3} is a set of three orthogonal unit vectors, called basis vectors,
of a body-fixed reference frame B. The angular momentum vector described by
Eq. (6.8) can then be written as

H⃗ = (J11ω1 + J12ω2 + J13ω3)b⃗1 + (J21ω1 + J22ω2 + J23ω3)b⃗2

+ (J31ω1 + J32ω2 + J33ω3)b⃗3 (6.11)
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Momento cinético y par I

“Chapter06” — 2008/6/6 — 14:34 — page 351 — #3�
�

�
�

�
�

�
�

RIGID-BODY DYNAMICS 351

Fig. 6.2 Rigid body with a body-fixed reference frame B with its origin at the center
of mass.

Let ω⃗ ≡ ω⃗B/N be the angular velocity vector of the rigid body in an inertial
reference frame N . The angular momentum vector H⃗ of a rigid body about its
center of mass is then defined as

H⃗ =
∫

ρ⃗ × ˙⃗R dm =
∫

ρ⃗ × ˙⃗ρ dm =
∫

ρ⃗ × (ω⃗ × ρ⃗) dm (6.8)

as R⃗ = R⃗c + ρ⃗,
∫
ρ⃗ dm = 0, ˙⃗R ≡ {dR⃗/dt}N , and

˙⃗ρ ≡
{

dρ⃗

dt

}

N
=

{
dρ⃗

dt

}

B
+ ω⃗B/N × ρ⃗ (6.9)

Note that {dρ⃗/dt}B = 0 for a rigid body.
Let ρ⃗ and ω⃗ be expressed as

ρ⃗ = ρ1b⃗1 + ρ2b⃗2 + ρ3b⃗3 (6.10a)

ω⃗ = ω1b⃗1 + ω2b⃗2 + ω3b⃗3 (6.10b)

where {b⃗1, b⃗2, b⃗3} is a set of three orthogonal unit vectors, called basis vectors,
of a body-fixed reference frame B. The angular momentum vector described by
Eq. (6.8) can then be written as

H⃗ = (J11ω1 + J12ω2 + J13ω3)b⃗1 + (J21ω1 + J22ω2 + J23ω3)b⃗2

+ (J31ω1 + J32ω2 + J33ω3)b⃗3 (6.11)

Para cada punto dm, se tendrá que ~̈Rdm = d ~F . Tomando
momento respecto al centro de masas B , tendremos que

~⇢ ⇥ ~̈Rdm = ~⇢ ⇥ d ~F = d ~MB , e integrando en todo el volumen
V , obtenemos el momento total de las fuerzas respecto a B :
R
V ~⇢ ⇥ ~̈Rdm = ~MB .

Estas derivadas están tomadas respecto al sistema de
referencia inercial.
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Fig. 6.2 Rigid body with a body-fixed reference frame B with its origin at the center
of mass.

Let ω⃗ ≡ ω⃗B/N be the angular velocity vector of the rigid body in an inertial
reference frame N . The angular momentum vector H⃗ of a rigid body about its
center of mass is then defined as

H⃗ =
∫

ρ⃗ × ˙⃗R dm =
∫

ρ⃗ × ˙⃗ρ dm =
∫

ρ⃗ × (ω⃗ × ρ⃗) dm (6.8)

as R⃗ = R⃗c + ρ⃗,
∫
ρ⃗ dm = 0, ˙⃗R ≡ {dR⃗/dt}N , and

˙⃗ρ ≡
{

dρ⃗

dt

}

N
=

{
dρ⃗

dt

}

B
+ ω⃗B/N × ρ⃗ (6.9)

Note that {dρ⃗/dt}B = 0 for a rigid body.
Let ρ⃗ and ω⃗ be expressed as

ρ⃗ = ρ1b⃗1 + ρ2b⃗2 + ρ3b⃗3 (6.10a)

ω⃗ = ω1b⃗1 + ω2b⃗2 + ω3b⃗3 (6.10b)

where {b⃗1, b⃗2, b⃗3} is a set of three orthogonal unit vectors, called basis vectors,
of a body-fixed reference frame B. The angular momentum vector described by
Eq. (6.8) can then be written as

H⃗ = (J11ω1 + J12ω2 + J13ω3)b⃗1 + (J21ω1 + J22ω2 + J23ω3)b⃗2

+ (J31ω1 + J32ω2 + J33ω3)b⃗3 (6.11)

Se define el momento cinético angular absoluto respecto a B ,
~�B como: ~�B =

R
V ~⇢ ⇥ ~̇Rdm.

Observemos que ~̇�B =
R
V ~̇⇢ ⇥ ~̇Rdm +

R
V ~⇢ ⇥ ~̈Rdm.

Puesto que ~R = ~RC + ~⇢, se tiene:
~̇�B =

R
V ~̇⇢ ⇥ ~̇⇢dm +

R
V ~̇⇢ ⇥ ~̇Rcdm + ~MB

El primer término es cero. El segundo cumple
R
V ~̇⇢ ⇥ ~̇Rcdm =

�
d
dt

R
V ~⇢dm

�
⇥ ~̇Rc = ~0.

Por tanto ~̇�B = ~MB
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Fig. 6.2 Rigid body with a body-fixed reference frame B with its origin at the center
of mass.

Let ω⃗ ≡ ω⃗B/N be the angular velocity vector of the rigid body in an inertial
reference frame N . The angular momentum vector H⃗ of a rigid body about its
center of mass is then defined as

H⃗ =
∫

ρ⃗ × ˙⃗R dm =
∫

ρ⃗ × ˙⃗ρ dm =
∫

ρ⃗ × (ω⃗ × ρ⃗) dm (6.8)

as R⃗ = R⃗c + ρ⃗,
∫
ρ⃗ dm = 0, ˙⃗R ≡ {dR⃗/dt}N , and

˙⃗ρ ≡
{

dρ⃗

dt

}

N
=

{
dρ⃗

dt

}

B
+ ω⃗B/N × ρ⃗ (6.9)

Note that {dρ⃗/dt}B = 0 for a rigid body.
Let ρ⃗ and ω⃗ be expressed as

ρ⃗ = ρ1b⃗1 + ρ2b⃗2 + ρ3b⃗3 (6.10a)

ω⃗ = ω1b⃗1 + ω2b⃗2 + ω3b⃗3 (6.10b)

where {b⃗1, b⃗2, b⃗3} is a set of three orthogonal unit vectors, called basis vectors,
of a body-fixed reference frame B. The angular momentum vector described by
Eq. (6.8) can then be written as

H⃗ = (J11ω1 + J12ω2 + J13ω3)b⃗1 + (J21ω1 + J22ω2 + J23ω3)b⃗2

+ (J31ω1 + J32ω2 + J33ω3)b⃗3 (6.11)

El momento ~�B cumple
~�B =

R
V ~⇢⇥ ~̇Rdm =

R
V ~⇢⇥ ~̇Rcdm+

R
V ~⇢⇥ ~̇⇢dm =

R
V ~⇢⇥ ~̇⇢dm.

Recordemos la ecuación de Coriolis�
d
dt ~⇢

�
N
=

�
d
dt ~⇢

�
B
+ ~!B/N ⇥ ~⇢, donde N es el sdr inercial y B

ejes cuerpo. Se tiene entonces
�
d
dt ~⇢

�
N
= ~!B/N ⇥ ~⇢.

Por tanto:
~�B =

R
V ~⇢ ⇥ (~!B/N ⇥ ~⇢)dm =

�
�
R
V ~⇢⇥~⇢⇥dm

�
~!B/N

Definimos el tensor de inercia
I = �

R
V ~⇢⇥~⇢⇥dm =

R
V

⇥
(⇢T ~⇢)Id � ⇢~⇢T

⇤
dm 5 / 59
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Fig. 6.2 Rigid body with a body-fixed reference frame B with its origin at the center
of mass.

Let ω⃗ ≡ ω⃗B/N be the angular velocity vector of the rigid body in an inertial
reference frame N . The angular momentum vector H⃗ of a rigid body about its
center of mass is then defined as

H⃗ =
∫

ρ⃗ × ˙⃗R dm =
∫

ρ⃗ × ˙⃗ρ dm =
∫

ρ⃗ × (ω⃗ × ρ⃗) dm (6.8)

as R⃗ = R⃗c + ρ⃗,
∫
ρ⃗ dm = 0, ˙⃗R ≡ {dR⃗/dt}N , and

˙⃗ρ ≡
{

dρ⃗

dt

}

N
=

{
dρ⃗

dt

}

B
+ ω⃗B/N × ρ⃗ (6.9)

Note that {dρ⃗/dt}B = 0 for a rigid body.
Let ρ⃗ and ω⃗ be expressed as

ρ⃗ = ρ1b⃗1 + ρ2b⃗2 + ρ3b⃗3 (6.10a)

ω⃗ = ω1b⃗1 + ω2b⃗2 + ω3b⃗3 (6.10b)

where {b⃗1, b⃗2, b⃗3} is a set of three orthogonal unit vectors, called basis vectors,
of a body-fixed reference frame B. The angular momentum vector described by
Eq. (6.8) can then be written as

H⃗ = (J11ω1 + J12ω2 + J13ω3)b⃗1 + (J21ω1 + J22ω2 + J23ω3)b⃗2

+ (J31ω1 + J32ω2 + J33ω3)b⃗3 (6.11)

Luego ~�B = I · ~!B/N . La expresión expĺıcita del tensor de
inercia es

I =

2

4

R
V (⇢

2

2

+ ⇢2
3

)dm �
R
V ⇢

1

⇢
2

dm �
R
V ⇢

1

⇢
3

dm
�
R
V ⇢

1

⇢
2

dm
R
V (⇢

2

1

+ ⇢2
3

)dm �
R
V ⇢

2

⇢
3

dm
�
R
V ⇢

1

⇢
3

dm �
R
V ⇢

2

⇢
3

dm
R
V (⇢

2

1

+ ⇢2
2

)dm

3

5

Siempre se pueden encontrar unos ejes cuerpo principales en
los que esta matriz es diagonal. En dichos ejes

I =

2

4
I
1

0 0
0 I

2

0
0 0 I

3

3

5

El mayor de los Ii se denomina eje mayor, el menor eje menor,
y el restante eje intermedio. 6 / 59
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Momento cinético y tensor de inercia III

Si el veh́ıculo se compone de m partes, de cada una de las
cuales se conoce su masa, centro de masas y tensor de inercia,
se puede encontrar el tensor de inercia del conjunto con la
siguiente fórmula:

I =
mX

k=1

h
Mk

⇣
k~rckk2Id � ~rck~r

T
ck

⌘
+ Ik

i

En la fórmula, Mk es la masa de la parte k , Ik el tensor de
inercia de la parte k considerada por separado, y ~rck el vector
que une el centro de masas de la parte k con el centro de
masas del conjunto.

En la práctica al estar formado un veh́ıculo espacial por
muchos elementos estructurales es una fórmula muy utilizada
para calcular el tensor de inercia del conjunto.
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Fig. 6.2 Rigid body with a body-fixed reference frame B with its origin at the center
of mass.

Let ω⃗ ≡ ω⃗B/N be the angular velocity vector of the rigid body in an inertial
reference frame N . The angular momentum vector H⃗ of a rigid body about its
center of mass is then defined as

H⃗ =
∫

ρ⃗ × ˙⃗R dm =
∫

ρ⃗ × ˙⃗ρ dm =
∫

ρ⃗ × (ω⃗ × ρ⃗) dm (6.8)

as R⃗ = R⃗c + ρ⃗,
∫
ρ⃗ dm = 0, ˙⃗R ≡ {dR⃗/dt}N , and

˙⃗ρ ≡
{

dρ⃗

dt

}

N
=

{
dρ⃗

dt

}

B
+ ω⃗B/N × ρ⃗ (6.9)

Note that {dρ⃗/dt}B = 0 for a rigid body.
Let ρ⃗ and ω⃗ be expressed as

ρ⃗ = ρ1b⃗1 + ρ2b⃗2 + ρ3b⃗3 (6.10a)

ω⃗ = ω1b⃗1 + ω2b⃗2 + ω3b⃗3 (6.10b)

where {b⃗1, b⃗2, b⃗3} is a set of three orthogonal unit vectors, called basis vectors,
of a body-fixed reference frame B. The angular momentum vector described by
Eq. (6.8) can then be written as

H⃗ = (J11ω1 + J12ω2 + J13ω3)b⃗1 + (J21ω1 + J22ω2 + J23ω3)b⃗2

+ (J31ω1 + J32ω2 + J33ω3)b⃗3 (6.11)

La enerǵıa cinética se definirá como T = 1

2

R
V ~̇⇢ · ~̇⇢dm.

Usando la relación anteriormente encontrada de que�
d
dt ~⇢

�
N
= ~!B/N ⇥ ~⇢, obtenemos T = 1

2

R
V ~̇⇢ · (~!B/N ⇥ ~⇢)dm =

1

2

~!B/N ·
R
V (~⇢ ⇥ ~̇⇢)dm = 1

2

~!B/N · ~�B = 1

2

~!B/N · I · ~!B/N .

Observemos que en ejes principales, si ~!B/N = [!
1

!
2

!
3

]T ,

se tiene: ~�B =

2

4
!
1

I
1

!
2

I
2

!
3

I
3

3

5

Por tanto en estos ejes:T =
!2

1

I
1

+ !2

2

I
2

+ !2

3

I
3
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Ecuaciones de Euler

Partimos de ~̇� = ~M. Puesto que esta derivada está tomada en
el sistema de referencia inercial, pasando a ejes cuerpo:⇣

d
dt

~�
⌘

N
=

⇣
d
dt

~�
⌘

B
+ ~!B/N ⇥ ~� = ~M.

Sustituyendo el tensor de inercia:�
d
dtI · ~!B/N

�
B
+ ~!B/N ⇥

�
I · ~!B/N

�
= ~M

Puesto que bajo la hipótesis de sólido ŕıgido
�
d
dtI

�
B
= 0, se

tiene: I · ~̇!B/N + ~!⇥
B/NI · ~!B/N = ~M.

Desarrollando para el caso de ejes principales y escribiendo
~M = [M

1

M
2

M
3

]T

I
1

!̇
1

+ (I
3

� I
2

)!
2

!
3

= M
1

I
2

!̇
2

+ (I
1

� I
3

)!
1

!
3

= M
2

I
3

!̇
3

+ (I
2

� I
1

)!
2

!
1

= M
3
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Movimiento libre

Movimiento forzado

Resolución anaĺıtica y geométrica.

Estabilidad. Regla del eje mayor

Efecto de un volante en la dinámica rotacional

Movimiento libre

En primer lugar estudiaremos el movimiento libre, es decir,
~M = ~0. En estas circunstancias se conserva el momento
cinético total del sistema.

Si bien en la realidad no se da este caso, ya que siempre
existen momentos perturbadores, éstos son pequeños.

Veremos algunas soluciones anaĺıticas pero lo más interesante
será estudiar la estabilidad del sistema; encontraremos la regla
del eje mayor.

Consideraremos dos casos: axilsimétrico (dos ejes de inercia
iguales) y asimétrico (los tres ejes de inercia distintos).

El caso totalmente simétrico (I
1

= I
2

= I
3

) desacopla
totalmente las ecuaciones y es trivialmente resoluble (las
velocidades angulares resultantes son independientes y
constantes).
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Movimiento libre

Movimiento forzado

Resolución anaĺıtica y geométrica.

Estabilidad. Regla del eje mayor

Efecto de un volante en la dinámica rotacional

Caso axilsimétrico. Resolución anaĺıtica.

Consideremos el caso en el que I
1

= I
2

= I , I
3

6= I .
Las ecuaciones se reducen a:

I !̇
1

+ (I
3

� I )!
2

!
3

= 0

I !̇
2

+ (I � I
3

)!
1

!
3

= 0

I
3

!̇
3

= 0

En primer lugar obtenemos !
3

= Cte = n (tasa de rotación
del VE alrededor de su eje de simetŕıa). Definamos � = I�I

3

I n,
la llamada “tasa de rotación relativa”. Las dos primeras
ecuaciones quedan:

!̇
1

� �!
2

= 0

!̇
2

+ �!
1

= 0

Son las ecuaciones de un oscilador armónico, obteniendo:

!
1

= !
1

(0) cos�t + !
2

(0) sen�t

!
2

= !
2

(0) cos�t � !
1

(0) sen�t 11 / 59



Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado
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Caso axilsimétrico. Resolución anaĺıtica.

Es fácil ver que !2

1

+ !2

2

= Cte = !2

12

, la llamada velocidad

angular transversal. Por tanto k!k =
q

!2

12

+ n2 = Cte y su

tercera componente (en ejes b) también es cte. Por lo que el
~! en ejes cuerpo describe un cono en torno al eje de simetŕıa
del cuerpo, de ángulo � = arctan

�
!
12

n

�
.

Por otro lado, puesto que ~� = ~
Cte en el sdr inercial al

conservarse el momento cinético, podemos elegir el eje 3 del
sistema de referencia inercial apuntado en la dirección de ~�
( ~H en la figura). Además su módulo � ha de ser constante.
Además observemos que en ejes cuerpo, ~� = [I!

1

I!
2

I
3

n]T , y
por tanto ~� · ~ebz = I

3

n = cos ✓�, es decir el ángulo entre ~� y el
eje z cuerpo es constante; este ángulo, ✓, es el llamado el
ángulo de nutación. Además:

tan ✓ =

p
1 � cos2 ✓

cos ✓
=

p
�2 � I 2

3

n2

I
3

n
=

I!
12

I
3

n
=

I

I
3

tan �

Se puede verificar que el ángulo entre ~� y ~! es ✓ � �. 12 / 59
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Caso axilsimétrico. Resolución anaĺıtica.

Por tanto la situación ha de ser la de la figura (donde ~H = ~�).
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6.5 Torque-Free Motion of an Axisymmetric Rigid Body

Most spin-stabilized spacecraft are nearly axisymmetric, and they rotate about
one of their principal axes. The stability of torque-free rotational motion of
such spin-stabilized spacecraft is of practical importance. The term “torque-
free motion” commonly employed in spacecraft attitude dynamics refers to the
rotational motion of a rigid body in the presence of no external torques.

Consider a torque-free, axisymmetric rigid body with a body-fixed reference
frame B, which has basis vectors {b⃗1, b⃗2, b⃗3}, and which has its origin at the center
of mass, as illustrated in Fig. 6.4. The reference frame B coincides with a set of
principal axes, and the b⃗3 axis is the axis of symmetry; thus, J1 = J2.

Euler’s rotational equations of motion of a torque-free, axisymmetric spacecraft
with J1 = J2 = J become

Jω̇1 − (J − J3)ω3ω2 = 0 (6.49)

Jω̇2 + (J − J3)ω3ω1 = 0 (6.50)

J3ω̇3 = 0 (6.51)

where ωi ≡ b⃗i · ω⃗ are the body-fixed components of the angular velocity of the
spacecraft.

From Eq. (6.51), we have

ω3 = const = n (6.52)

where the constant n is called the spin rate of the spacecraft about its symmetry
axis b⃗3.

Defining the relative spin rate λ as

λ = (J − J3)n
J

Fig. 6.4 Torque-free motion of an axisymmetric rigid body.Esto justifica la introducción de los siguientes ángulos de
Euler para describir el movimiento del cuerpo [secuencia
(3,1,3)], donde ya sabemos que ✓ = Cte.

n
��!
zn

S
✓�!
xS

S 0  �!
zS0

BFS
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Estabilidad. Regla del eje mayor

Efecto de un volante en la dinámica rotacional

Caso axilsimétrico. Resolución anaĺıtica.

Para la secuencia

n
��!
zn

S
✓�!
xS

S 0  �!
zS0

BFS

las ecuaciones diferenciales cinemáticas son, aplicando
✓ = Cte:

!
1

= �̇ sen ✓ sen + ✓̇ cos = �̇ sen ✓ sen 

!
2

= �̇ sen ✓ cos � ✓̇ sen = �̇ sen ✓ cos 

!
3

=  ̇ + �̇ cos ✓

Aplicando !2

1

+ !2

2

= !2

12

obtenemos: !
12

= �̇ sen ✓. Luego
�̇ = !

12

sen ✓ = Cte, la llamada tasa de precesión. Finalmente

 ̇ = n � �̇ cos ✓ = n � !
12

tan ✓ = n � I
3

n
I = n I�I

3

I = � = Cte.

Similarmente �̇ = !
12

sen ✓ = I
3

n
I cos ✓ = I

3

(

˙ + ˙� cos ✓)
I cos ✓ , de donde

�̇ = I
3

˙ 
(I�I

3

) cos ✓ .
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6.5 Torque-Free Motion of an Axisymmetric Rigid Body

Most spin-stabilized spacecraft are nearly axisymmetric, and they rotate about
one of their principal axes. The stability of torque-free rotational motion of
such spin-stabilized spacecraft is of practical importance. The term “torque-
free motion” commonly employed in spacecraft attitude dynamics refers to the
rotational motion of a rigid body in the presence of no external torques.

Consider a torque-free, axisymmetric rigid body with a body-fixed reference
frame B, which has basis vectors {b⃗1, b⃗2, b⃗3}, and which has its origin at the center
of mass, as illustrated in Fig. 6.4. The reference frame B coincides with a set of
principal axes, and the b⃗3 axis is the axis of symmetry; thus, J1 = J2.

Euler’s rotational equations of motion of a torque-free, axisymmetric spacecraft
with J1 = J2 = J become

Jω̇1 − (J − J3)ω3ω2 = 0 (6.49)

Jω̇2 + (J − J3)ω3ω1 = 0 (6.50)

J3ω̇3 = 0 (6.51)

where ωi ≡ b⃗i · ω⃗ are the body-fixed components of the angular velocity of the
spacecraft.

From Eq. (6.51), we have

ω3 = const = n (6.52)

where the constant n is called the spin rate of the spacecraft about its symmetry
axis b⃗3.

Defining the relative spin rate λ as

λ = (J − J3)n
J

Fig. 6.4 Torque-free motion of an axisymmetric rigid body.

n
��!
zn

S
✓�!
xS

S 0  �!
zS0

BFS

Mirando la secuencia y teniendo en cuenta las deducciones
que hemos hecho antes, nos podemos imaginar el movimiento
como el de dos conos que rotan (con velocidades angulares �̇
y  ̇) deslizando uno sobre otro; el punto de contacto es donde
se mueve la velocidad angular ~!. 15 / 59
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Caso axilsimétrico. Interpretación geométrica.

580  CHAPTER 10 Satellite attitude dynamics

illustrated in  Figure 10.4 , which also shows the   body cone   and   space cone  . The space cone is swept out in 
inertial space by the angular velocity vector as it rotates with angular velocity   ω  p   around  H   G  , whereas the 
body cone is the trace of   ω   in the body frame as it rotates with angular velocity   ω  s   about the  z  axis. From 
inertial space, the motion may be visualized as the body cone rolling on the space cone, with the line of 
contact being the angular velocity vector. From the body frame it appears as though the space cone rolls on 
the body cone.  Figure 10.4    graphically confi rms our deduction from Equation 10.23, namely, that preces-
sion and spin are in the same direction for prolate bodies and opposite in direction for oblate shapes. 

 Finally  , we know from Equations 10.24 and 10.25 that the magnitude  HG     of the angular momentum is 

  
HG xy oA C! "2 2 2 2ω ω

      

 Using   Equations 10.17 and 10.22, we can write this as 

  
HG p p pA C

A
C

A! " ! "2 2 2
2

2 2 2 2( ) ( )ω θ ω θ ω θ θsin cos sin cos
⎛
⎝
⎜⎜⎜

⎞
⎠
⎟⎟⎟⎟

     

  so that we obtain a surprisingly simple formula for the magnitude of the angular momentum in torque-free 
motion,   

  
HG pA! ω   (10.27)     

        Example 10.1      
 A   cylindrical shell is rotating in torque-free motion about its longitudinal axis. If the axis is wobbling 
slightly, determine the ratios of  l / r  for which the precession will be prograde or retrograde.                     

z

HG

p

HG

s

Space cone
Body cone

Body cone

Space cone

z

s

(a) Prograde precession (b) Retrograde precession

A > C A < C

s

p

θ
θ

γ

γ

ω

sωω

ω
ω

ωω

ω

 FIGURE 10.4  
       Space and body cones for a rotationally symmetric body in torque-free motion. (a) Prolate body. (b) Oblate body.    

Recordemos tan � = tan ✓ I3I y �̇ = I
3

˙ 
(I�I

3

) cos ✓ . Dos casos:
Cuerpo prolato (eje de simetŕıa alargado, I

3

< I ): es el caso
(a). Como � < ✓ los conos rotan por fuera y como los signos
de �̇ y  ̇ son iguales el giro de ambos conos es en la misma
dirección (movimiento directo).
Cuerpo oblato (eje de simetŕıa aplastado, I

3

> I ): es el caso
(b). Como � > ✓ un cono rota dentro de otro y como los
signos de �̇ y  ̇ son distintos el giro de ambos conos es en la
dirección opuesto (movimiento retrógrado).
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Movimiento libre de un sólido asimétrico

En el caso asimétrico, existirá un eje mayor, un eje menor, y
un eje intermedio; las ecuaciones no se pueden resolver
anaĺıticamente en términos de funciones convencionales.

I
1

!̇
1

+ (I
3

� I
2

)!
2

!
3

= 0

I
2

!̇
2

+ (I
1

� I
3

)!
1

!
3

= 0

I
3

!̇
3

+ (I
2

� I
1

)!
2

!
1

= 0

Algunos autores resuelven las ecuaciones usando las
“funciones eĺıpticas” de Jacobi. No obstante no es fácil
interpretar f́ısicamente estas funciones y no tomaremos esta
v́ıa, sino una v́ıa más geométrica.
Observemos que debido a la conservación del momento
cinético, ~� es constante (en ejes inerciales). Eso implica que
k~�k = � es constante en cualesquiera ejes que se escriba ~�. En
particular en ejes cuerpo, ~� = [I

1

!
1

I
2

!
2

I
3

!
3

]T , luego
�2 = I 2

1

!2

1

+ I 2
2

!2

2

+ I 2
3

!2

3

= Cte.
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Movimiento libre de un sólido asimétrico

Similarmente al no existir momentos externos la enerǵıa
cinética T debe conservarse. Eso implica
2T = I

1

!2

1

+ I
2

!2

2

+ I
3

!2

3

= Cte

0

Por tanto, las componentes de la velocidad angular !
1

(t),
!
2

(t), !
3

(t), sean las que sean, deben verificar:

!2

1

�

2

I 2
1

+
!2

2

�

2

I 2
2

+
!2

3

�

2

I 2
3

= 1

!2

1

2T
I
1

+
!2

2

2T
I
2

+
!2

3

2T
I
3

= 1

Estas son las ecuaciones de dos elipsoides: el elipsoide del
momento cinético y el elipsoide de la enerǵıa cinética. Por
tanto el vector velocidad angular debe siempre encontrarse en
la intersección entre estos dos elipsoides; estas son las
llamadas “curvas polodia”.
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Curvas polodia

En general la intersección resultará en dos curvas cerradas,
disjuntas.

130 EULERIAN MECHANICS CHAPTER 4

where

p
2IiT are the corresponding semi-axes. In order for the torque-free

rotation to satisfy both Eqs. (4.60) and (4.61), the energy ellipsoid and the mo-

mentum sphere must intersect. The intersection forms a trajectory of feasible

�(t) as illustrated in Figure 4.5. This geometrical interpretations is very use-

ful to make qualitative studies on the nature and limiting properties of large

rotations.

Momentum Sphere

Energy Ellipsoid

Trajectory of 
possible ( )! t

H1

H2

H3

Figure 4.5: General Intersection of the Momentum Sphere and the En-
ergy Ellipsoid

Clearly, for a given |H |, only a certain range of kinetic energy is possible.

For the current discussion, let us hold the angular momentum vector magnitude

constant and sweep the kinetic energy through its two extrema. Also, assume

that the inertia matrix entries Ii are ordered such that

I1 � I2 � I3 (4.62)

With this ordering of inertias, the largest kinetic energy ellipsoid semi-axisp
2I1T occurs about the

ˆb1 axis as shown in Figure 4.5, and the smallest semi-

axis is about the

ˆb3 axis. Eq. (4.61) shows that varying T will only uniformly

scale the corresponding kinetic energy ellipsoid. The overall shape and aspect

ratio of the ellipsoid will remain the same for each choice in T .

Three special energy cases are shown in Figure 4.6. Since the kinetic energy

ellipsoid and the momentum sphere must intersect, the smallest possible T would

be scaled the energy ellipsoid such that its largest semi-axis is equal to H =

|H |. The momentum sphere perfectly envelops the energy ellipsoid as shown in

Figure 4.6(i). The only points of intersection are at

BH = ±Hˆb1 (4.63)

Hay tres casos en los que la intersección se reduce a tres
puntos: cuando los elipsoides son tangentes en alguno de los
ejes. Estos casos corresponden a extremos de la enerǵıa
(excepto el caso intermedio que es un “punto de silla”).
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Curvas polodia: casos especiales
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H1

H3

H2

Minimum
Energy
Ellipsoid

(i) Minimum Energy Case

H1

H3

H2

Sepratrix

(ii) Intermediate Energy Case

H1

H3

H2

Maximum
Energy
Ellipsoid

(iii) Maximum Energy Case

Figure 4.6: Special Cases of Kinetic Energy Ellipsoid and Momentum
Sphere Intersections
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Supongamos que I
3

< I
2

< I
1

. Definamos I ⇤ = �

2

2T . Restando
las ecuaciones de los elipsoides y multiplicando por �2,
obtenemos:

I
1

!2

1

(I
1

� I ⇤) + I
2

!2

2

(I
2

� I ⇤) + I
3

!2

3

(I
3

� I ⇤) = 0

Observemos que si I ⇤ < I
3

todos los términos son positivos (y
por tanto no pueden sumar cero). Igualmente si I ⇤ > I

1

todos
los términos son negativos. Luego I ⇤ 2 [I

3

, I
1

]. Para � fijo, eso
implica que la enerǵıa tiene que estar en un cierto rango. Los
casos extremos son I ⇤ = I

1

(enerǵıa ḿınima, implica
!
2

= !
3

= 0 y por tanto un giro en el eje 1, el mayor) e
I ⇤ = I

3

(enerǵıa máxima, implica !
1

= !
2

= 0 y por tanto un
giro en el eje 3, el menor)
El caso I ⇤ = I

2

tiene más soluciones aparte de rotaciones
puras en torno al eje 2 (!

1

= !
3

= 0); dichas soluciones se
llaman separatrices.
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Curvas polodia para � fijo

Si � está fijo y variamos la enerǵıa, obtenemos las posibles
curvas polodia sobre la superficie del elipsoide del momento,
incluyendo las separatrices.
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Minimum
Energy

Maximum
Energy

Sepratrix

H3

H 2

H1

T =
H2

2I1

T <
H2

2 I2

T =
H 2

2I2

T >
H2

2 I2

T =
H 2

2I3

Figure 4.7: A Family of Energy Ellipsoid and Momentum Sphere Inter-
sections

drag. Let’s study what happens if a satellite is spun up about the axis of least

inertia

ˆb3. For a given angular momentum, this corresponds to the maximum
kinetic energy case. Since any real rigid body will loose energy over time simply

due to internal damping, this satellite’s energy is expected to decrease over time.

Figure 4.7 shows how the satellite will start to “wobble” about the

ˆb3 axis as

the energy ellipsoid is reduced. After some time the �(t) curves will cross the

sepratrix and the satellite will start to “wobble” about the axis of maximum

inertia

ˆb1. Ultimately, as the energy approaches the minimum energy ellipsoid,

the satellite will be spinning purely about the

ˆb1 axis. Therefore, under the

presence of a negative energy rate, only the spin about the axis of maximum

inertia is a stable spin. The pure spin case about

ˆb3 will become unstable over

time.

This behavior is demonstrated in nature in that all planets are essentially

spinning about their axis of maximum inertia. This fact was rediscovered during

early space explorations when Explorer 1 was launched into orbit spinning about

its axis of least inertia. It took less than a fraction of an orbit before it started

to tumble.

4.2.2 General Free Rigid Body Motion

In this section we would like to derive the general rotational equations of motion

for a rigid body free of any external torques. The attitude coordinates are chosen

to be the (3-2-1) Euler angles, also known as the yaw, pitch and roll angles
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Estabilidad del movimiento libre alrededor de un eje

principal

Hemos visto que las soluciones más sencillas son rotaciones
puras en torno a un eje principal. En este apartado, partamos
de la solución de equlibrio !̄

3

= n = Cte y que !̄
1

= !̄
2

= 0.
Estudiemos la estabilidad de esta rotación en función de si el
eje 3 es mayor, menor o intermedio.
Para ello perturbamos las ecuaciones, definiendo !

1

= �!
1

,
!
2

= �!
2

y !
3

= n + �!
3

. Sustituyendo en las ecs de Euler:

I
1

�!̇
1

+ (I
3

� I
2

)�!
2

(n + �!
3

) = 0

I
2

�!̇
2

+ (I
1

� I
3

)�!
1

(n + �!
3

) = 0

I
3

�!̇
3

+ (I
2

� I
1

)�!
2

�!
1

= 0

Despreciando términos de segundo orden obtenemos:

I
1

�!̇
1

+ n(I
3

� I
2

)�!
2

= 0

I
2

�!̇
2

+ n(I
1

� I
3

)�!
1

= 0

I
3

�!̇
3

= 0 23 / 59
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La ecuación en �!
3

es (marginalmente) estable, es decir,
estable pero no asintóticamente estable (las perturbaciones no
crecen pero tampoco se disipan).
La ecuación de �!

1

y �!
2

se puede simplificar en una única
ecuación:

�!̈
1

+
n2(I

3

� I
2

)(I
3

� I
1

)

I
1

I
2

�!
1

= 0

La estabilidad de esta ecuación depende del signo de
(I
3

� I
2

)(I
3

� I
1

). Si el signo es positivo las soluciones son
oscilatorias (ni crecen ni disminuyen: marginalmente estable).
Si el signo es negativo las soluciones son exponenciales (una
de las soluciones crece en el tiempo: inestable)
Si I

3

eje mayor, (I
3

� I
2

)(I
3

� I
1

) = + ⇥ + > 0: estable.
Si I

3

eje menor, (I
3

� I
2

)(I
3

� I
1

) = � ⇥ � > 0: estable.
Si I

3

eje intermedio, (I
3

� I
2

)(I
3

� I
1

) = + ⇥ � < 0: inestable.
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El cálculo anterior es correcto, pero sólo si el modelo
empleado (Ecuaciones de Euler para el sólido ŕıgido) es un
modelo totalmente exacto.

La realidad no es tan simple, y siempre existe alguna fuente de
disipación de enerǵıa (efectos de flexibilidad, rozamientos de
partes móviles, movimiento de combustible en el depósito,
etc...). Ello modificará el resultado anterior, ya que el sistema
siempre tenderá a permanecer en un ḿınimo de enerǵıa.

Partiendo de principios f́ısicos, encontremos el ḿınimo de
enerǵıa para un momento cinético determinado, es decir,
resolvamos el problema

ḿın I
1

!2

1

+ I
2

!2

2

+ I
3

!2

3

sujeto a I 2
1

!2

1

+ I 2
2

!2

2

+ I 2
3

!2

3

= �2
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Usando multiplicadores de Lagrange:
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Se tiene 0 = @L
@!i

= 2Ii!i (1 + �Ii ), i = 1, 2, 3
Por tanto hay tres soluciones:
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.

Claramente el ḿınimo viene dada por la primera solución (la
segunda es punto de silla y la tercera máximo). Por tanto la
única rotación matemáticamente estable y que a la vez es un
ḿınimo de la enerǵıa son las rotaciones en torno al eje mayor.
En base a este argumento se enuncia la regla del eje mayor:
“En presencia de disipación de enerǵıa, las únicas rotaciones
estables son aquellas en torno al eje mayor”.
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El efecto geométrico de la regla del eje mayor es que las
curvas polodia pasan de ser cerradas a ser una única curva
espiral que conduce al ḿınimo de la enerǵıa:
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Reorientation Maneuver for Spinning Spacecraft

Christopher D. Rahn*
University of California, Berkeley, Berkeley, California 94720

and
Peter M. Barbaf

Ford Aerospace Corporation, Palo Alto, California 94303

A spacecraft spinning about its minor axis in the presence of energy dissipation is directionally unstable.
Eventually, the spacecraft will reorient to a major axis spin. After the maneuver, the major axis spin rate can
be either positive or negative. Correspondingly, the orientation of the spacecraft relative to the inertially fixed
angular momentum vector is unpredictable. This paper demonstrates that the maneuver, when augmented with
two thruster firings based on gyro measurements, provides a desired final orientation.

Introduction

A SINGLE-body spacecraft spinning about its minor axis
in the presence of energy dissipation is directionally un-

stable.1 The spacecraft can be stabilized by active control, by
the jet damping of a rocket motor,2 or by dampers on a
controlled, despun platform,3 but removing these stabilizing
mechanisms causes the spacecraft to reorient and rotate about
its major axis due to the energy lost in fuel slosh and vibration.
This passive reorientation maneuver is called spin transition.

Spacecraft may rotate about their minor axis for several
reasons. First, launch vehicle fairing constraints often require
that the long and narrow axis of the spacecraft be aligned with

the longitudinal axis of the launch vehicle. Typically, the
launch vehicle spins longitudinally prior to separation, result-
ing in a minor axis spin for the spacecraft after separation.
Second, when a solid rocket motor raises the orbit, the rocket
motor and spacecraft combination spins about its minor axis

to increase stability during the firing. When the firing is com-
pleted, the combination undergoes spin transition unless ac-
tive control is used.

The spin transition maneuver is subject, however, to a limi-
tation. The orientation of the spacecraft relative to the iner-
tially fixed angular momentum vector at the end of the maneu-
ver cannot be determined a priori. The spacecraft can end up
with either a positive or a negative major axis spin. Physically,
this corresponds to two final attitudes that are 180 deg apart.
Many spacecraft have sensitive onboard instruments, which
must be shielded from the sun, or directional communication
equipment, which must point toward the Earth. In these cases,
it is desirable to ensure a final spin polarity.

There are techniques of optimally reorienting spacecraft
using thrusters4 and of acquiring attitude using momentum
wheels.5'6 In terms of fuel usage, the passive spin transition
maneuver is optimal, and momentum wheels, with their atten-
dant complexity, are not required. To make the maneuver
truly useful, however, the final spin polarity must be con-
trolled, requiring some fuel expenditure.

This paper presents a control system that guarantees a final
orientation after spin transition. The control system uses gyros
that determine when to fire thrusters, providing the desired
orientation.

Presented as Paper AAS 89-392 at the AAS/AIAA Astrodynamics
Specialist Conference, Stowe, VT, Aug. 7-10,1989; received Sept. 18,
1989; revision received Aug. 24, 1990; accepted for publication Sept.
10,1990. Copyright © 1990 by the American Institute of Aeronautics
and Astronautics, Inc. All rights reserved.

*Graduate Student.
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Dynamics
Two models of the spacecraft dynamics are used. The anal-

ysis model consists of a rigid body with an energy sink. For
simulation purposes, the spacecraft is modeled as a rigid body
with a spherical, dissipative fuel slug. The rigid body has three
rates o?i, co2, and o>3 about the major, intermediate, and minor
body axes, respectively. The fuel is modeled as a spherical slug
of inertia 7, which is surrounded by a viscous layer. Designat-
ing the relative rates between the spacecraft body and the fuel
slug as <TI, cr2, and a3, the equations of motion are written as

= (72 - /3)co2o>3

(72 -

(73 -

a\ = — o>i —

<72 = - ci2 -

cr3 = - oj3 -

Aa2 + T2

A<73 + T3

-I-

(la)

(Ib)

(Ic)

(Id)

(le)

(If)

where A is the viscous damping coefficient of the slug; /i, 72,
and 73 are principal moments of inertia of the spacecraft

0)2

Finish

(01

Separatrices

Fig. 1 Polhode for a typical spin transition. The path of the angular
velocity vector in body axis coordinates starts with a positive minor
axis spin and finishes with a negative major axis spin.
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Ejemplo de modelo con disipación de enerǵıa

Modelo de un satélite con un depósito perfectamente esférico
de combustible viscoso, lleno, tal que el combustible (de
inercia J y coeficiente de fricción �) tiene su propia velocidad
angular ~� = [�

1

�
2

�
3

]T relativa al satélite.
Sacado de C.D. Rahn, P.M. Barba, “Reorientation Maneuver
for Spinning Spacecraft”, AIAA Journal of Guidance,
Dynamics and Control, Vol. 14, 1991.
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Por la disipación, cualquier rotación termina en torno al eje
mayor; sin embargo, no es posible saber a priori el sentido de
la rotación ya que la ecuación tiene dinámica caótica.
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El hecho de que la ecuación tenga dinámica caótica quiere
decir que el sentido de la rotación depende enormemente de la
condición inicial, hasta el punto de que un cambio de
condición inicial, por minúsculo que sea, produce una
variación en el sentido de la rotación.

Eso implica que, a todos los efectos
prácticos, es imposible predecir cuál va
a ser el sentido final de la rotación.

Un dibujo en el que se marque con el
mismo color los puntos que producen
el mismo sentido de rotación es de
enorme complejidad (debido a esta
propiedad caótica). Este tipo de
figuras se conocen en matemáticas
como fractales.
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Regla del eje mayor. Consideraciones.

La inestabilidad que surge en el eje menor tiene una escala de
tiempo muy inferior a la inestabilidad en el eje intermedio;
dicha escala dependerá de la velocidad con la que la enerǵıa
se disipa.

Si el movimiento deseado es una rotación en torno al eje
mayor se puede amplificar este efecto añadiendo disipación:
disipadores de nutación (“péndulos” con fricción añadidos al
sistema).

Si puntualmente es necesaria una rotación en torno al eje
menor, no hay ningún problema mientras se requiera por un
corto periodo de tiempo. Luego se puede volver a una rotación
en torno al eje mayor simplemente dejando pasar el tiempo.

La presencia de partes móviles (p.ej. volantes de inercia)
cambia estos resultados teóricos.
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Ecuaciones rotacionales con rueda/volante de

inercia/CMG.

Veamos para empezar como se modifican las ecuaciones del
movimiento por tener k ruedas o CMGs.

Para cada rueda/CMG i , supuesta axisimétrica, definimos IRi
como su inercia en la dirección del eje de giro ~ei y su
velocidad de giro relativa al veh́ıculo como !Ri .

Observemos que la inercia del conjunto no cambia en ningún
momento, por la simetŕıa de la rueda/CMG.

Por tanto el momento cinético del conjunto será:
~� = I~!B/N +

Pk
i=0

~ei IRi!Ri

Expresando como antes la derivada ~̇� = ~M en los ejes cuerpo
obtenemos las ecuaciones correspondientes.
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Ecuaciones rotacionales con una rueda en cada eje

Si hay una rueda en cada eje el momento cinético del

conjunto será: ~� = I~!B/N +

2

4
!R1

IR1

!R2

IR2

!R3

IR3

3

5

Obtenemos las siguientes ecuaciones de Euler:
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A estas ecuaciones habŕıa que añadir ecuaciones que gobiernan
el giro de las ruedas; por ejemplo si JRi es el par interno que
controla el giro de la rueda, estas ecuaciones seŕıan:

IR1

(!̇
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+ !̇R1

) = J
1
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3
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3
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Ecuaciones rotacionales con volante de inercia en el eje 3.

Supongamos que el veh́ıculo posee un volante de inercia en el
eje 3, con inercia IR , y que gira a una velocidad !R relativa al
resto del veh́ıculo. También podŕıa tratarse de un sistema de
rotación doble, es decir, parte del veh́ıculo (rotor) gira con
respecto al resto del veh́ıculo (plataforma) con una velocidad
angular relativa.
El momento cinético del sistema seŕıa
� = [I

1

!
1

I
2

!
2

I
3

!
3

+ IR!R ]T .
Las ecuaciones de Euler quedan ahora:
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Además hay que añadir IR(!̇3

+ !̇R) = J, donde J es el par
del motor que controla el giro relativo del volante.
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Ecuaciones rotacionales con plataforma/volante de inercia.

Podemos usar el motor, por ejemplo, para mantener !R

constante. En tal caso las ecuaciones se reducen a:
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Ahora aparecen términos nuevos que modifican el análisis de
estabilidad. Por ejemplo el eje intermedio se podŕıa hacer
estable!! Repitiendo el análisis de estabilidad de antes:
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Si por ejemplo, el eje 1 es el menor y el eje 2 es el mayor, la
condición necesaria para la estabilidad es
n(I

3

� I
2

) + IR!R > 0, es decir, !R > I
2

�I
3

IR
n.

Se puede realizar un análisis de enerǵıa y encontrar
condiciones para que la estabilidad se verifique incluso en
presencia de disipación de enerǵıa! 34 / 59



Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado
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Disipación de enerǵıa con plataforma/volante de inercia.

Como antes, minimizamos la enerǵıa cinética fijando el
momento cinético (ya que no hay pares externos).

En este caso:
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El último término de la enerǵıa lo podemos ignorar ya que es
una constante, y por tanto no cambiará el resultado de la
minimización. El problema se plantea:
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Resolución anaĺıtica y geométrica.

Estabilidad. Regla del eje mayor

Efecto de un volante en la dinámica rotacional
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Usando multiplicadores de Lagrange:
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Hay varias soluciones como antes, nos quedamos con:
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.

Para resolver el problema usamos el siguiente teorema: Sea
L(x , y , z) = F (x , y , z) + �G (x , y , z) el Lagrangiano del
sistema de forma que F es la función a minimizar y
G (x , y , z) = 0 es la restricción. Entonces, se forman las
matrices:
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Si x⇤, �⇤ es el punto cŕıtico (que hace las primeras derivadas
de L cero) donde se quiere investigar si hay un ḿınimo o un
máximo entonces, si se cumple:
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entonces se tiene un ḿınimo en el punto cŕıtico.
Para verificar las condiciones, tenemos que llamar x = !

3

,
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. Entonces tenemos:
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Obtenemos las condiciones de ḿınimo:
1
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n + Ir!R) 6= 0 (puesto que si las otras
dos velocidades angulares son cero, se tiene
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Por tanto llegamos a dos condiciones:
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Usando el valor de � antes hallado llegamos a
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Hay que tener cuidado con el signo de I
3

n + IR!R ya que al
despejar !R puede cambiar el signo de la desigualdad. 38 / 59
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Si en vez de despejar !R metemos “el uno” en la fracción,
estas condiciones se reducen a:

(I
3

� I
1

)n + IR!R

I
3

n + IR!R
> 0,

(I
3

� I
2

)n + IR!R

I
3

n + IR!R
> 0,

Por lo que claramente habrá dos casos:
1 Si I

3

n + IR!R > 0, es decir !R > � I
3

n
IR
, entonces las

condiciones son !R > (I
1

�I
3

)n
IR

, !R > (I
2

�I
3

)n
IR

.

2 Si I
3

n + IR!R < 0, es decir !R < � I
3

n
IR
, entonces las

condiciones son !R < (I
1

�I
3

)n
IR

, !R < (I
2

�I
3

)n
IR

.

Se observa que son condiciones similares, pero más
restrictivas, que las obtenidas sin disipación de enerǵıa!
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Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado

Resolución anaĺıtica y geométrica.

Estabilidad. Regla del eje mayor

Efecto de un volante en la dinámica rotacional

Ejemplo I

Sea un satélite del que se sabe:

I =

2

4
10 0 0

0 30 0

0 0 20

3

5 kg · m2, n = 60 r.p.m., IR = 2 kg · m2.

Si estudiamos a qué velocidad debe girar la rueda para que el
eje 3 (intermedio) sea estable.
Con análisis usando el modelo de sólido ŕıgido, la condición es
(n(I

2

� I
3

) � IR!R) (n(I3 � I
1

) + IR!R) < 0. Dos casos:
1 Primer paréntesis negativo, segundo positivo. Las condiciones

son !R > n(I
2

�I
3

)

IR
= 300 r.p.m. y !R > n(I

3

�I
1

)

IR
= �300 r.p.m..

Como la primera condición es más restrictiva, llegamos a la
conclusión de que !R > 300 r.p.m..

2 Segundo paréntesis negativo, primero positivo. Las condiciones
son !R < n(I

2

�I
3

)

IR
= 300 r.p.m. y !R < n(I

3

�I
1

)

IR
= �300 r.p.m..

Como la segunda condición es más restrictiva, llegamos a la
conclusión de que !R < �300 r.p.m..

En conclusión, con el modelo de sólido ŕıgido el eje 3 es
estable si !R > 300 r.p.m. o si !R < �300 r.p.m., pero
inestable si !R 2 [�300, 300] r.p.m.
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Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado

Resolución anaĺıtica y geométrica.

Estabilidad. Regla del eje mayor

Efecto de un volante en la dinámica rotacional

Ejemplo II

Con análisis usando el modelo de disipación de enerǵıa, hay
también dos casos:

1 Si I
3

n + IR!R > 0, es decir !R > � I
3

n
IR

= �600 r.p.m.,

entonces las condiciones son !R > (I
1

�I
3

)n
IR

= �300 r.p.m.,

!R > (I
2

�I
3

)n
IR

= 300 r.p.m.. Como la tercera condición es más
restrictiva, llegamos a la conclusión de que !R > 300 r.p.m..

2 Si I
3

n + IR!R < 0, es decir !R < � I
3

n
IR

= �600 r.p.m.,

entonces las condiciones son !R < (I
1

�I
3

)n
IR

= �300 r.p.m.,

!R < (I
2

�I
3

)n
IR

= 300 r.p.m.. Como la primera condición es más
restrictiva, llegamos a la conclusión de que !R < �600 r.p.m..

En conclusión, en presencia de disipación de enerǵıa, el eje 3
es estable si !R > 300 r.p.m. o si !R < �600 r.p.m., pero
inestable si !R 2 [�600, 300] r.p.m..
Obsérvese que en la zona !R 2 [�600, �300] r.p.m. los dos
modelos difieren; al ser más realista el modelo con disipación
de enerǵıa, sabemos que en dicha zona falla el análisis con
modelo de sólido ŕıgido!
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Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado

Momento externo constante

Gradiente gravitatorio. Posición estable

Movimiento forzado

En la realidad siempre existirán momentos perturbadores.
Normalmente son de magnitud pequeña pero pueden ser
persistentes (como por ejemplo el gradiente gravitatorio que
actúa a lo largo de toda la órbita). También pueden ser más
intensos, como por ejemplo en el caso de toberas propulsivas
no perfectamente alineadas durante maniobras.

En esta sección analizaremos dos casos:
Momento perturbador constante actuando sobre un sólido en
rotación (efecto giroscópico).
Efecto en la estabilidad del gradiente gravitatorio.

Además expondremos un modelo de veh́ıculo espacial con
ruedas y volante de inercia que será necesario para el posterior
tema de control.
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Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado

Momento externo constante

Gradiente gravitatorio. Posición estable

Cuerpo en rotación sujeto a un momento externo constante

Modelamos este caso con las siguientes hipótesis:
Veh́ıculo axilsimétrico: I

1

= I
2

= I .
Veh́ıculo rotando con velocidad n en torno a su eje 3, es decir,
!
3

= n.
Momento perturbador constante M

1

en el eje 1. Sin momento
en el resto de los ejes.

Esta situación modela, por ejemplo, el caso de un veh́ıculo
estabilizado por rotación que realiza una maniobra propulsiva,
pero con la tobera ligeramente desalineada con el eje de
rotación. Si el veh́ıculo no rotara, el momento causaŕıa el giro
inmediato del veh́ıculo y la maniobra fallaŕıa.

Veremos que al haber rotación el veh́ıculo posee “rigidez
giroscópica” y el momento perturbador lo que finamente
produce es un movimiento (posiblemente muy pequeño) de
precesión y nutación del eje de giro.
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Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado

Momento externo constante

Gradiente gravitatorio. Posición estable

Cuerpo en rotación sujeto a un momento externo constante

Las ecuaciones que modelan el movimiento son:

I !̇
1

+ (I
3

� I )!
2

!
3

= M
1

I !̇
2

+ (I � I
3

)!
1

!
3

= 0

I
3

!̇
3

= 0

Encontramos la solución !
3

= Cte = n y definimos � = I�I
3

I n

y µ = M
1

I . La ecuación a resolver es:

!̇
1

� �!
2

= µ

!̇
2

+ �!
1

= 0

Derivando en la primera ecuación y sustituyendo la segunda:

!̈
1

+ �2!
1

= 0

La solución de esta ecuación es !
1

(t) = A sen�t + B cos�t.
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Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado

Momento externo constante

Gradiente gravitatorio. Posición estable

Cuerpo en rotación sujeto a un momento externo constante

Sustituyendo en la 1a ecuación: !
2

(t) = A cos�t � B sen�t � µ
� .

Usando las condiciones iniciales !
1

(0) y !
2

(0) encontramos:
B = !

1

(0), A = !
2

(0) + µ
� . Por tanto:

!
1

=
⇣
!
2

(0) +
µ

�

⌘
sen�t + !

1

(0) cos�t =
µ

�
sen�t

!
2

=
⇣
!
2

(0) +
µ

�

⌘
cos�t � !

1

(0) sen�t � µ

�
=

µ

�
(cos�t � 1)

donde finalmente se han supuesto !
1

(0) = !
2

(0) = 0.
Para describir la actitud usamos unos ángulos de Euler:

I
✓
1�!

xn
S

✓
2�!

yS
S 0 ✓

3�!
zS0

BFS

En el desarrollo de las ecuaciones cinemáticas se llegaŕıa a:

✓̇
1

=
!
1

cos ✓
3

� !
2

sen ✓
3

cos ✓
2

✓̇
2

= !
1

sen ✓
3

+ !
2

cos ✓
3

✓̇
3

= !
3

+ (�!
1

cos ✓
3

+ !
2

sen ✓
3

) tan ✓
2
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Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado

Momento externo constante

Gradiente gravitatorio. Posición estable

Cuerpo en rotación sujeto a un momento externo constante

Se tomarán condiciones iniciales para los ángulos de 0.
Esperamos que los ángulos ✓

1

y ✓
2

sean más bien pequeños,
mientras que ✓

3

será grande (ya que es en torno al eje de giro).
Por ello sustituimos cos ✓

2

⇡ 1 y tan ✓
2

⇡ ✓
2

. Llegamos a:

✓̇
1

= !
1

cos ✓
3

� !
2

sen ✓
3

✓̇
2

= !
1

sen ✓
3

+ !
2

cos ✓
3

✓̇
3

= !
3

+ ✓
2

(�!
1

cos ✓
3

+ !
2

sen ✓
3

) = !
3

� ✓
2

✓̇
1

Suponiendo !
3

� ✓
2

✓̇
1

, encontramos ✓
3

= !
3

t = nt.
Las ecuaciones para ✓

1

y ✓
2

son:

✓̇
1

= !
1

cos nt � !
2

sen nt

✓̇
2

= !
1

sen nt + !
2

cos nt

Sustituyamos los valores de !
1

y !
2

encontrados antes:

✓̇
1

=
µ

�
sen�t cos nt � µ

�
(cos�t � 1) sen nt =

µ

�
(sen (� � n) t + sen nt)

✓̇
2

=
µ

�
sen�t sen nt +

µ

�
(cos�t � 1) cos nt =

µ

�
(cos (� � n) t � cos nt)
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Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado

Momento externo constante

Gradiente gravitatorio. Posición estable

Cuerpo en rotación sujeto a un momento externo constante

La solución de estas ecuaciones es:

✓
1

=
µ

�

✓
1 � cos (� � n) t

� � n
+

1 � cos nt

n

◆

✓
2

=
µ

�

✓
sen (� � n) t

� � n
� sen nt

n

◆

Definamos Ap = µ
�(n��) y !p = n � �, amplitud y frecuencia

de precesión, respectivamente, y An = µ
�n y !n = n, amplitud

y frecuencia de nutación, respectivamente. La solución queda:

✓
1

= �Ap (1 � cos!pt) + An (1 � cos!nt)

✓
2

= Ap sen!pt � An sen!nt

Es la superposición de dos movimientos circulares: epicicloide.
Las amplitudes vienen dadas por Ap = M

1

(I�I
3

)n2
I
I
3

y

An = M
1

(I�I
3

)n2
, por lo que la “rigidez giroscópica” será mayor

cuanto mayor sea n, I
3

/I , y la diferencia I � I
3

.
47 / 59



Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado

Momento externo constante

Gradiente gravitatorio. Posición estable

Gradiente gravitatorio.

El par perturbador más importante es el gradiente
gravitatorio, puesto que siempre está presente en órbita.

Vamos a estudiar el caso de un veh́ıculo espacial asimétrico en
órbita circular de radio R en torno a un planeta esférico; las
órbitas eĺıpticas y las desviaciones de la gravedad esférica
(p.ej. el J

2

) introducen términos de orden mayor que no
analizaremos.

La velocidad angular se estudiará en ejes cuerpo; sin embargo
los ángulos de Euler elegidos serán respecto a ejes órbita, que
en śı no es un sistema de referencia inercial, lo que tendrá que
tomarse en cuenta.

La situación es la de la figura de la transparencia siguiente.
Los ejes N son los inerciales, los ejes A son los ejes órbita (que
definiremos) y los ejes B los ejes cuerpo (en ejes principales de
inercia).
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Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado

Momento externo constante

Gradiente gravitatorio. Posición estable

Gradiente gravitatorio.
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Fig. 6.8 Rigid body in a circular orbit.

The gravity-gradient torque about the spacecraft’s mass center is then
expressed as

M⃗ =
∫

ρ⃗ × d f⃗ = −µ

∫
ρ⃗ × R⃗c

|R⃗c + ρ⃗|3
dm (6.143)

and we have the following approximation:

|R⃗c + ρ⃗|−3 = R−3
c

{

1 + 2(R⃗c · ρ⃗)

R2
c

+ ρ2

R2
c

}− 3
2

= R−3
c

{

1 − 3(R⃗c · ρ⃗)

R2
c

+ higher-order terms

}

(6.144)

where Rc = |R⃗c| and ρ = |ρ⃗|. Because
∫
ρ⃗ dm = 0, the gravity-gradient torque

neglecting the higher-order terms can be written as

M⃗ = 3µ

R5
c

∫
(R⃗c · ρ⃗) (ρ⃗ × R⃗c) dm (6.145)

This equation is further manipulated as follows:

M⃗ = −3µ

R5
c

R⃗c ×
∫

ρ⃗(ρ⃗ · R⃗c) dm

= −3µ

R5
c

R⃗c ×
∫

ρ⃗ρ⃗ dm · R⃗c

= −3µ

R5
c

R⃗c ×
[ ∫

ρ2 Î dm − Ĵ
]

· R⃗c

= −3µ

R5
c

R⃗c ×
∫

ρ2 Î dm · R⃗c + 3µ

R5
c

R⃗c × Ĵ · R⃗c

= 3µ

R5
c

R⃗c × Ĵ · R⃗c

Ejes órbita: la dirección z (~a
3

) apunta siempre al centro de la
Tierra. La dirección x (~a

1

) en la dirección de la velocidad. La
dirección y (~a

2

) en la dirección contraria al momento cinético
~h (perpendicular al plano orbital).
Estos ejes rotan respecto al sistema de referencia inercial (n)

en torno al eje �~a
2

con velocidad n =
q

µ�
R3

.

La relación entre los sistemas de referencia es la siguiente:

N
�nt�!
yn

A
✓
3�!

zA
S

✓
2�!

yS
S 0 ✓

1�!
xS0

B

La situación es la de la figura de la transparencia siguiente.
Los ejes N son los inerciales, los ejes A son los ejes órbita (que
definiremos) y los ejes B los ejes cuerpo (en ejes principales de
inercia).
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Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado

Momento externo constante

Gradiente gravitatorio. Posición estable

Gradiente gravitatorio.
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Fig. 6.8 Rigid body in a circular orbit.

The gravity-gradient torque about the spacecraft’s mass center is then
expressed as

M⃗ =
∫

ρ⃗ × d f⃗ = −µ

∫
ρ⃗ × R⃗c

|R⃗c + ρ⃗|3
dm (6.143)

and we have the following approximation:

|R⃗c + ρ⃗|−3 = R−3
c

{

1 + 2(R⃗c · ρ⃗)

R2
c

+ ρ2

R2
c

}− 3
2

= R−3
c

{

1 − 3(R⃗c · ρ⃗)

R2
c

+ higher-order terms

}

(6.144)

where Rc = |R⃗c| and ρ = |ρ⃗|. Because
∫
ρ⃗ dm = 0, the gravity-gradient torque

neglecting the higher-order terms can be written as

M⃗ = 3µ

R5
c

∫
(R⃗c · ρ⃗) (ρ⃗ × R⃗c) dm (6.145)

This equation is further manipulated as follows:

M⃗ = −3µ

R5
c

R⃗c ×
∫

ρ⃗(ρ⃗ · R⃗c) dm

= −3µ

R5
c

R⃗c ×
∫

ρ⃗ρ⃗ dm · R⃗c

= −3µ

R5
c

R⃗c ×
[ ∫

ρ2 Î dm − Ĵ
]

· R⃗c

= −3µ

R5
c

R⃗c ×
∫

ρ2 Î dm · R⃗c + 3µ

R5
c

R⃗c × Ĵ · R⃗c

= 3µ

R5
c

R⃗c × Ĵ · R⃗c

La matriz CB
A y las ecuaciones diferenciales cinemáticas entre

B y A son:

CB
A =

2

4
c✓

2

c✓
3

c✓
2

s✓
3

�s✓
2

�c✓
1

s✓
3

+ s✓
1

s✓
2

c✓
3

c✓
1

c✓
3

+ s✓
1

s✓
2

s✓
3

s✓
1

c✓
2

s✓
1

s✓
3

+ c✓
1

s✓
2

c✓
3

�s✓
1

c✓
3

+ c✓
1

s✓
2

s✓
3

c✓
1

c✓
2

3

5

2

4
˙✓
1

˙✓
2

˙✓
3

3

5
=

1

c✓
2

2

4
c✓

2

s✓
2

s✓
1

s✓
2

c✓
1

0 c✓
1

c✓
2

�s✓
1

c✓
2

0 s✓
1

c✓
1

3

5 ~!B
B/A
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Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado

Momento externo constante

Gradiente gravitatorio. Posición estable

Gradiente gravitatorio.
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Fig. 6.8 Rigid body in a circular orbit.

The gravity-gradient torque about the spacecraft’s mass center is then
expressed as

M⃗ =
∫

ρ⃗ × d f⃗ = −µ

∫
ρ⃗ × R⃗c

|R⃗c + ρ⃗|3
dm (6.143)

and we have the following approximation:

|R⃗c + ρ⃗|−3 = R−3
c

{

1 + 2(R⃗c · ρ⃗)

R2
c

+ ρ2

R2
c

}− 3
2

= R−3
c

{

1 − 3(R⃗c · ρ⃗)

R2
c

+ higher-order terms

}

(6.144)

where Rc = |R⃗c| and ρ = |ρ⃗|. Because
∫
ρ⃗ dm = 0, the gravity-gradient torque

neglecting the higher-order terms can be written as

M⃗ = 3µ

R5
c

∫
(R⃗c · ρ⃗) (ρ⃗ × R⃗c) dm (6.145)

This equation is further manipulated as follows:

M⃗ = −3µ

R5
c

R⃗c ×
∫

ρ⃗(ρ⃗ · R⃗c) dm

= −3µ

R5
c

R⃗c ×
∫

ρ⃗ρ⃗ dm · R⃗c

= −3µ

R5
c

R⃗c ×
[ ∫

ρ2 Î dm − Ĵ
]

· R⃗c

= −3µ

R5
c

R⃗c ×
∫

ρ2 Î dm · R⃗c + 3µ

R5
c

R⃗c × Ĵ · R⃗c

= 3µ

R5
c

R⃗c × Ĵ · R⃗c

Empecemos estudiando el gradiente gravitatorio. En cada dm

del veh́ıculo actuará una fuerza d ~F = �µ~R
R3

dm = �µ(~Rc+~⇢)

|~Rc+~⇢|3
dm.

Por tanto el momento de las fuerzas será:

~M =

Z

V
⇢ ⇥ d ~F = �µ

Z

V
⇢ ⇥

~Rc + ~⇢

|~Rc + ~⇢|3
dm = �µ

Z

V

⇢ ⇥ ~Rc

|~Rc + ~⇢|3
dm
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Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado

Momento externo constante

Gradiente gravitatorio. Posición estable

Gradiente gravitatorio.
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Fig. 6.8 Rigid body in a circular orbit.

The gravity-gradient torque about the spacecraft’s mass center is then
expressed as

M⃗ =
∫

ρ⃗ × d f⃗ = −µ

∫
ρ⃗ × R⃗c

|R⃗c + ρ⃗|3
dm (6.143)

and we have the following approximation:

|R⃗c + ρ⃗|−3 = R−3
c

{

1 + 2(R⃗c · ρ⃗)

R2
c

+ ρ2

R2
c

}− 3
2

= R−3
c

{

1 − 3(R⃗c · ρ⃗)

R2
c

+ higher-order terms

}

(6.144)

where Rc = |R⃗c| and ρ = |ρ⃗|. Because
∫
ρ⃗ dm = 0, the gravity-gradient torque

neglecting the higher-order terms can be written as

M⃗ = 3µ

R5
c

∫
(R⃗c · ρ⃗) (ρ⃗ × R⃗c) dm (6.145)

This equation is further manipulated as follows:

M⃗ = −3µ

R5
c

R⃗c ×
∫

ρ⃗(ρ⃗ · R⃗c) dm

= −3µ

R5
c

R⃗c ×
∫

ρ⃗ρ⃗ dm · R⃗c

= −3µ

R5
c

R⃗c ×
[ ∫

ρ2 Î dm − Ĵ
]

· R⃗c

= −3µ

R5
c

R⃗c ×
∫

ρ2 Î dm · R⃗c + 3µ

R5
c

R⃗c × Ĵ · R⃗c

= 3µ

R5
c

R⃗c × Ĵ · R⃗c

Usemos el hecho de que, puesto que |~⇢| ⌧ |~Rc |,
|~Rc + ~⇢|�3 ⇡ 1

R3

c
� 3

~Rc ·~⇢
R5

c
. Por tanto:

~M ⇡ � µ

R3

c

Z

V
⇢ ⇥ ~Rcdm + 3

µ

R5

c

Z

V
⇢ ⇥ ~Rc(~Rc · ~⇢)dm
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Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado

Momento externo constante

Gradiente gravitatorio. Posición estable

Gradiente gravitatorio.

Por tanto ~M = 3 µ
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Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado

Momento externo constante

Gradiente gravitatorio. Posición estable

Gradiente gravitatorio.

Las ecuaciones de Euler que verifica la velocidad en ejes
cuerpo son, por tanto:
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Y las ecuaciones cinemáticas son, operando:
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Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado

Momento externo constante

Gradiente gravitatorio. Posición estable

Posición estable

En primer lugar buscamos un equilibrio. Haciendo las
derivadas cero, obtenemos:
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Un posible equilibrio seŕıa !
1

= !
3

= 0, !
2

= �n,
✓
1

= ✓
2

= ✓
3

= 0,. Ojo: hay otros equilibrios (p.ej. ✓
1

= ⇡).
Si los ángulos son pequeños, linealizamos las ecuaciones y
obtenemos:
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Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado

Momento externo constante

Gradiente gravitatorio. Posición estable

Posición estable

Tomando una derivada más en los ángulos obtenemos:
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La segunda ecuación es estable si I
3

< I
1

. Para la primera y
tercera ecuaciones escribimos la matriz del sistema y
calculamos sus autovalores:
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Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado

Momento externo constante

Gradiente gravitatorio. Posición estable

Posición estable

El sistema queda:
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Estudiando los autovalores de la matriz, encontramos el
polinomio caracteŕıstico:
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> 0 (si no la ráız seŕıa mayor que el primer término y
en el caso positivo saldŕıa un número positivo dentro de la ráız) 57 / 59



Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado

Momento externo constante

Gradiente gravitatorio. Posición estable

Posición estable

Si representamos gráficamente estas condiciones, obtenemos
la siguiente figura:
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Fig. 6.9 Gravity-gradient stability plot.

The preceding results for linear stability of a rigid body in a circular orbit can
be summarized using a stability diagram in the (k1, k3) plane, as shown in Fig. 6.9.
For a further treatment of this subject, see Hughes [2].

Problems

6.10 Consider the sequence of C1(θ1) ← C3(θ3) ← C2(θ2) from the LVLH ref-
erence frame A to a body-fixed reference frame B for a rigid spacecraft in
a circular orbit.
(a) Verify the following relationship:
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where c θi = cos θi and s θi = sin θi.
(b) Derive the following kinematic differential equation:
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⎦
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⎣
0
n
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(c) For small attitude deviations from LVLH orientation, show that the lin-
earized dynamic equations of motion, including the products of inertia,
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1

k
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3

o
ambos positivos, o ambos negativos.

Como I
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< I
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, se comprueba
calculando k

1

� k
3

que se tiene que
dar k

1

� k
3

> 0.

Para k
1

> k
3

> 0 obtenemos la
llamada “región de Lagrange”
(triángulo superior izquierdo).

La otra región estable (llamada de
“De Bra-Delp”) se obtiene de
(1 + k

1

(3 + k
3

))2 � 16k
1

k
3

> 0. No
obstante la menor disipación de
enerǵıa la hace inestable.
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Ecuaciones de la dinámica rotacional

Movimiento libre

Movimiento forzado

Momento externo constante

Gradiente gravitatorio. Posición estable

Posición estable

Si representamos gráficamente estas condiciones, obtenemos
la siguiente figura:
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Fig. 6.9 Gravity-gradient stability plot.

The preceding results for linear stability of a rigid body in a circular orbit can
be summarized using a stability diagram in the (k1, k3) plane, as shown in Fig. 6.9.
For a further treatment of this subject, see Hughes [2].

Problems

6.10 Consider the sequence of C1(θ1) ← C3(θ3) ← C2(θ2) from the LVLH ref-
erence frame A to a body-fixed reference frame B for a rigid spacecraft in
a circular orbit.
(a) Verify the following relationship:

⎡

⎣
b⃗1
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where c θi = cos θi and s θi = sin θi.
(b) Derive the following kinematic differential equation:

⎡
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θ̇1
θ̇2
θ̇3

⎤

⎦ = 1
cos θ3

⎡

⎣
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(c) For small attitude deviations from LVLH orientation, show that the lin-
earized dynamic equations of motion, including the products of inertia,

Por tanto la zona estable de interés
práctico corresponde a k

1

> k
3

> 0, lo
que se verifica para I

2

> I
1

e I
2

> I
3

.
Antes obtuvimos I

3

< I
1

. Luego el eje
2 (perpendicular al plano orbital) es el
mayor, el eje 3 (en dirección al
planeta) el menor, y el eje 1 (en la
dirección de la velocidad) el
intermedio.

Hay que tener cuidado: los ángulos de
equilibrio son 0 grados o también 180
grados (la actitud opuesta también es
estable).
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Sistemas de control de actitud. Métodos pasivos.

Control de un satélite estabilizado por rotación.

Control de actitud

El sistema de control de actitud de los satélites se puede
dividir a muy grandes rasgos en dos grandes tipos:

Satélites estabilizados por rotación: se aprovechan del efecto
giroscópico para mantener una dirección inercialmente fija.
Más barato y sencillo.
Satélites estabilizados en los tres ejes: utilizan algún
mecanismo de control activo para mantener su actitud fija
respecto a alguna referencia.

Muchos satélites pueden usar los dos modos, según la fase de
la misión (particularmente sondas interplanetarias).

También se pueden estabilizar satélites utilizando el gradiente
gravitatorio (no require control activo de ningún tipo, pero es
poco preciso), o mediante algún sistema de rotación doble
(esencialmente similares a los estabilizados por rotación). En
las siguientes transparencias veremos los tipos de
estabilización comúnmente empleados.
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Sistemas de control de actitud. Métodos pasivos.

Control de un satélite estabilizado por rotación.

Métodos de control de actitud

Otra clasificación de los métodos de control de actitud en dos
clases: control activo y control pasivo.
No obstante, la palabra pasivo tiene, en teoŕıa de control,
varias interpretaciones.

Control pasivo en el sentido energético: un sistema de control
que no requiere ningún tipo de fuente de enerǵıa adicional para
su funcionamiento.
Pasivo en el sentido estructural: un sistema de control que
carece de lógica de comando, es decir, no necesita ningún tipo
de procesado de información para su actuación, puesto que
aprovecha algún tipo de efecto f́ısico o natural.
Además, existe el concepto de “Sistema Pasivo”, una
definición matemática utilizada en control no lineal.

Ésto no se debe confundir con la distinción entre Bucle
Abierto y Bucle Cerrado.
Los sistemas que denominaremos de Control Pasivo no lo son
estrictamente, sino que en general incorporan algún elemento
activo complementario.
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Sistemas de control de actitud. Métodos pasivos.

Control de un satélite estabilizado por rotación.

Sistemas de control pasivos

Los sistemas de Control Pasivo tipicamente encontrados en
veh́ıculos espaciales son los siguientes:

Estabilización por rotación (spin stabilized systems).
Estabilización por rotación doble (dual-spin stabilized systems).
Estabilización por gradiente gravitatorio (G2).
Estabilización por volante de inercia (bias-momentum
stabilized systems). Éste método también se puede considerar
activo.
Estabilización por momentos magnéticos. Éste método
también se puede considerar activo.
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Sistemas de control de actitud. Métodos pasivos.

Control de un satélite estabilizado por rotación.

Estabilización por rotación

Astronáutica y Vehículos Espaciales 26Dec-20-07

2. Sistemas de Control Pasivo

Dinámica y Control de la Actitud

1. Estabilización por rotación (spin stabilized systems).

Sistema simple para estabilizar la actitud. Si
el sistema es puramente pasivo, el eje de
rotación debe ser el eje mayor. Por tanto
exige vehículos espaciales oblatos.

Las perturbaciones provocarán un
movimiento de nutación del eje de rotación,
que puede ser eliminado mediante
amortiguadores de nutación

Para acelerar o frenar la rotación se emplean
propulsores o (para frenar) sistemas yo-yo.
Los propulsores también se pueden emplear
para orientar el eje de rotación.

Estabilización por rotación: Sistema
simple y económico para estabilizar la
actitud.

Si el sistema es puramente pasivo, el
eje de rotación debe ser el eje mayor.

T́ıpico en veh́ıculos con simetŕıa de
revolución, que deben ser oblatos y no
prolatos.

Las perturbaciones provocarán un
movimiento de nutación del eje de
rotación, que puede ser eliminado
mediante amortiguadores de nutación.

Para acelerar o frenar la rotación se emplean propulsores o
(para frenar) sistemas yo-yo.
Los propulsores también se pueden emplear para re-orientar el
eje de rotación (coning o “coneo”).
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Sistemas de control de actitud. Métodos pasivos.

Control de un satélite estabilizado por rotación.

Estabilización por rotación doble

Astronáutica y Vehículos Espaciales 30Dec-20-07

2. Sistemas de Control Pasivo

Dinámica y Control de la Actitud

2. Estabilización por rotación doble (dual-spin stabilized systems)

Cuando se requiere mayor precisión de
actitud o por requisitos de lanzamiento el
vehículo no puede ser oblato, se recurre al
sistema de estabilización de rotación doble.

Una parte del vehículo (rotor) gira a una
cierta velocidad, mientras que otra parte del
vehículo (plataforma) no gira o rota muy
despacio. En la plataforma se suelen ubicar
instrumentos de medida.

Si el rotor adquiere el suficiente momento
angular, la rotación puede ser alrededor del
eje menor o incluso el intermedio,
permitiendo mayor libertad en la forma del
vehículo y mejorando la maniobrabilidad.

Estabilización por rotación doble: Cuando
se requiere mayor precisión de actitud o
por requisitos de lanzamiento el veh́ıculo
no puede ser oblato, se recurre al sistema
de estabilización de rotación doble.

Una parte del veh́ıculo (rotor) gira a una
cierta velocidad, mientras que otra parte
del veh́ıculo (plataforma o estator) no
gira o rota muy despacio.

En la plataforma se suelen ubicar
instrumentos de medida.

Si el rotor adquiere el suficiente momento cinético, la rotación
puede ser alrededor del eje menor o incluso el intermedio,
permitiendo mayor libertad en la forma del veh́ıculo y
mejorando la maniobrabilidad.
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Sistemas de control de actitud. Métodos pasivos.

Control de un satélite estabilizado por rotación.

Estabilización mediante gradiente gravitatorio

Astronáutica y Vehículos Espaciales 34Dec-20-07

2. Sistemas de Control Pasivo

Dinámica y Control de la Actitud

3. Estabilización por gradiente gravitatorio (G2)

Otros ejemplos:

El G2 puede ser utilizado para
estabilizar de forma simple y barata,
de forma que siempre se apunte a un
cuerpo central y la órbita sea
casi-circular.

Es un mecanismo lento y poco preciso,
requiere elementos disipadores.

Proporciona baja maniobrabilidad y
poca estabilidad en guiñada.

El gradiente gravitatorio tiende
a alinear el eje menor con la
vertical local, el eje intermedio
con la dirección de la órbita y
el eje mayor perpendicular al
plano de la órbita, lo que debe
ser considerado en el diseño.

Astronáutica y Vehículos Espaciales 33Dec-20-07

2. Sistemas de Control Pasivo

Dinámica y Control de la Actitud

3. Estabilización por gradiente gravitatorio (G2)
El momento ejercido por las fuerzas
gravitatorias (gradiente gravitatorio) puede ser
utilizado para estabilizar el vehículo de forma
simple y barata, de forma que siempre apunte
a un cuerpo central. Las desventajas son: baja
precisión, poca maniobrabilidad y necesidad de
elementos disipadores para amortiguar las
oscilaciones del vehículo (ya que es un
mecanismo lento que aporta poca
amortiguación).

El gradiente gravitatorio tiende a alinear el eje
menor con la vertical local, el eje intermedio
con la dirección de la órbita y el eje mayor
perpendicular al plano de la órbita, lo que
debe ser considerado en el diseño.
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Control de un satélite estabilizado por rotación.

Estabilización mediante gradiente gravitatorio

Astronáutica y Vehículos Espaciales 35Dec-20-07

2. Sistemas de Control Pasivo

Dinámica y Control de la Actitud

3. Estabilización por gradiente gravitatorio (G2)

El G2 en algunos casos es un mecanismo secundario, para
ahorrar combustible en los momentos en los que no es cŕıtico
una actitud precisa.

Los satélites de más larga vida incorporan este tipo de
estabilización.
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Control de un satélite estabilizado por rotación.

Estabilización con volante de inercia

Astronáutica y Vehículos Espaciales 36Dec-20-07

2. Sistemas de Control Pasivo

Dinámica y Control de la Actitud

4. Estabilización por volante de inercia (bias-momentum stabilized systems)

El mismo concepto de los sistemas de
rotación doble se puede incorporar a un
vehículo espacial con una rueda interna
(volante de inercia) rotando a una gran
velocidad, eliminando así la necesidad
de elementos externos rotatorios.

Además el volante de inercia se puede
emplear como parte de un sistema de
control activo, por lo que este sistema
de control es considerado activo por
ciertos autores. Dicho uso exige
incorporar un mecanismo de descarga
de momento para evitar la saturación
del volante.El mismo concepto de los sistemas

de rotación doble se puede incorporar
a un veh́ıculo espacial con una rueda
interna (volante de inercia) rotando a
una cierta velocidad base, eliminando
aśı la necesidad de elementos
externos rotatorios.

Además se puede emplear
como parte de un sistema de
control activo.

El volante de inercia se suele
colocar con el eje
perpendicular al plano orbital,
combinándose con el G2.

Para realizar maniobras en el
plano orbital, si se acelera o
frena el volante, provoca que el
veh́ıculo rote en la dirección
opuesta, por conservación del
momento cinético.
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Control de un satélite estabilizado por rotación.

Estabilización por momentos magnéticos

Astronáutica y Vehículos Espaciales 39Dec-20-07

2. Sistemas de Control Pasivo

Dinámica y Control de la Actitud

5. Estabilización por momentos magnéticos

Usando varillas magnéticas, se puede aprovechar el campo magnético
de la Tierra para orientar un vehículo mediante las fuerzas de Lorenz.

Usando magnetopares, se puede
aprovechar el campo magnético de
la Tierra para orientar un veh́ıculo
mediante las fuerzas de Lorenz.

Sólo útil en órbita baja de
planetas con campo magnético
de suficiente intensidad.

Puesto que el campo
magnético de la Tierra siempre
apunta hacia el Norte, se debe
cambiar la polaridad de los
actuadores cada media órbita.

Astronáutica y Vehículos Espaciales 40Dec-20-07

2. Sistemas de Control Pasivo

Dinámica y Control de la Actitud

5. Estabilización por momentos magnéticos

Puesto que el campo magnético de la Tierra siempre apunta hacia el
Norte, se debe cambiar la polaridad de los actuadores cada media órbita!
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Control de un satélite estabilizado por rotación.

Modificar el eje de rotación: coning

Frenar la rotación: Mecanismo yo-yo

Control de un satélite estabilizado por rotación

Por la regla del eje mayor sabemos que un satélite rotando en
torno a su eje mayor es estable; además hemos estudiado que
su respuesta a perturbaciones externas es un movimiento de
precesión y nutación, que terminará disipándose.
Los objetivos de un sistema de control para un satélite
estabilizado por rotación pueden ser:

Iniciar o incrementar la rotación.
Aumentar la estabilidad de la rotación.
Modificar la dirección del eje de rotación.
Frenar la rotación.

El primer objetivo es trivial de conseguir con toberas
propulsivas, aunque muchas veces los satélites empiezan con
una cierta rotación que ya poséıa el veh́ıculo lanzador (tal vez
en el eje equivocado).
El segundo objetivo se puede conseguir con disipadores de
nutación, que aumentan la disipación de enerǵıa y por tanto
refuerzan la regla del eje mayor (ver tema 6).
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Sistemas de control de actitud. Métodos pasivos.

Control de un satélite estabilizado por rotación.

Modificar el eje de rotación: coning

Frenar la rotación: Mecanismo yo-yo

Modificar el eje de rotación

Una forma de modificar el eje de rotación seŕıa frenar dicha
rotación, entonces modificar el eje con otra rotación, y
posteriormente volver a hacer rotar el eje. No obstante este
procedimiento seŕıa lento y caro en términos de gasto de
combustible. Veamos otro procedimiento, la llamada maniobra
de “coning”.

Para simplificar nos centramos en el caso axisimétrico
(I
1

= I
2

= I < I
3

) y consideramos que podemos realizar
maniobras impulsivas: podemos modificar el momento cinético
instantáneamente en un �� usando toberas.

Inicialmente, sea una rotación pura n en torno al eje 3 (eje de
simetŕıa y mayor), de forma que ~! y ~� están alineados.

Recordemos el estudio del movimiento forzado (efecto
giroscópico): sabemos que si aplicamos un par perpendicular
al eje 3, se produce un movimiento de precesión y nutación.
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Sistemas de control de actitud. Métodos pasivos.

Control de un satélite estabilizado por rotación.

Modificar el eje de rotación: coning

Frenar la rotación: Mecanismo yo-yo

Modificar el eje de rotación

Para simplificar, vamos a suponer, en vez de usar el
movimiento forzado, que podemos modificar
“instantáneamente” ~�, con impulsos casi instantáneos, de
forma que ~�f = ~�i +�~�

En el tema 6 estudiamos que el movimiento libre de un satélite
axisimétrico rotando en torno a su eje de simetŕıa era un
movimiento de precesión, de forma que la velocidad ángular ~!
rota formando un cono en torno al momento cinético ~�.

Por tanto con la hipótesis de cambio de momento cinético
instantáneo eliminamos el movimiento de nutación, que
complica el problema, y podemos usar los resultados exactos
del movimiento libre de un sólido axisimétrico.
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Sistemas de control de actitud. Métodos pasivos.

Control de un satélite estabilizado por rotación.

Modificar el eje de rotación: coning

Frenar la rotación: Mecanismo yo-yo

Coning

Supongamos que se quiere girar el eje de rotación un ángulo ✓.
La idea es aplicar un �~� de forma que el nuevo ~� forme un
ángulo ✓/2 con la velocidad angular. Esto causará que la
velocidad angular gire en torno al nuevo ~� formando un cono
y cuando haya girado un ángulo de 180 grados habrá girado
un ángulo ✓ respecto a su antigua posición. Entonces se aplica
un nuevo �~� de forma que el ~� final sea paralelo a la
velocidad angular. En la figura, HG = ~�.

602  CHAPTER 10 Satellite attitude dynamics

illustrated in  Figure 10.10   . Recall from Section 9.4 that to change the angular momentum of the spacecraft 
requires applying an external moment, 

  

∆
∆

H MG G

t

dt!
0
∫

      

 Thrusters   may be used to provide the external impulsive torque required to produce an angular momentum 
increment  ∆HG1

    normal to the spin axis. Since the spacecraft is spinning, this induces coning (preces-
sion) of the spacecraft about an axis at an angle of   θ  /2 to the direction of  HG0

   . Since the external couple is 
normal to the  z  axis, the maneuver produces no change in the  z  component of the angular velocity, which 
remains   ω   0 . However, after the impulsive moment, the angular velocity comprises a spin component   ω  s   and 
a precession component   ω  p  . Whereas before the impulsive moment   ω  s        !        ω   0 , afterwards, during coning, the 
spin component is given by Equation 10.20, 

  
ω ωs

A C
A

!
"

0
      

 The   precession rate is given by Equation 10.22, 

  
ω

ω
θp

C
A

! 0

2cos( )/
  (10.94)      

 Notice   that before the impulsive maneuver, the magnitude of the angular momentum is  C ω   0 . Afterwards, 
it has increased to 

  
H A

C
G p! !ω

ω
θ

0

2cos( )/       

HG1

HG2

HGfHGo

T

T
T

T

∆
∆

/2θ
θ /2

 FIGURE 10.10  
       Impulsive coning maneuver.    
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Sistemas de control de actitud. Métodos pasivos.

Control de un satélite estabilizado por rotación.

Modificar el eje de rotación: coning

Frenar la rotación: Mecanismo yo-yo

Coning

De la figura, se ve que ��
1

= ��
2

= � tan ✓/2, luego el total
��coning = 2� tan ✓/2. El momento cinético final es igual al
inicial (el intermedio es ligeramente mayor: �

cos ✓/2).

El tiempo que se tarda en realizar la maniobra será ⇡ (media
vuelta) dividido por la velocidad angular de precesión: t = ⇡

˙�
.

Como del tema 6 se tiene �̇ = I
3

n
I cos ✓/2 = �

I cos ✓/2 , se tiene

t = ⇡I cos ✓/2
�

.

Por otro lado durante ese tiempo el cuerpo habrá rotado
respecto a su eje de simetŕıa, en ejes cuerpo (ver tema 6), un

ángulo  = t� = ⇡I cos ✓/2
�

n(I�I
3

)

I = ⇡(I�I
3

) cos ✓/2
I
3

.

En general este ángulo no será 180 grados (a menos que
(I�I

3

) cos ✓/2
I
3

= 1) luego habrá que usar un par de toberas
distintas a las que se usaron para empezar la maniobra.
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Sistemas de control de actitud. Métodos pasivos.

Control de un satélite estabilizado por rotación.

Modificar el eje de rotación: coning

Frenar la rotación: Mecanismo yo-yo

Coning múltiple

Una idea para reducir el consumo de combustible (o para
ángulos de giro demasiado grandes) es dividir la maniobra de
coning en m pequeñas maniobras intermedias, como se ve en
la figura:
604  CHAPTER 10 Satellite attitude dynamics

over again.) From Equation 10.95, the time required for  n  small-angle coning maneuvers through a total 
angle of   θ   is 

  
t n

A
C nn ! π
ω

θ

0 2
cos   (10.98)      

 The   ratio of this to the time  t  1  required for a single coning maneuver is 

  

t

t
n nn

1

2

2

!
cos

cos

θ

θ   (10.99)      

 The   time is directly proportional to the number of intermediate coning maneuvers, as illustrated in 
 Figure 10.13   .  
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0.8

0.9

30 90
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1.0

HG0

2 HG0
tan 2

θ
θ

, degθ

 FIGURE 10.12  
       Ratio of delta-H for a sequence of small coning maneuvers to that for a single coning maneuver, as a function of the 
angle of swing of the spin axis.    

HG0
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HG

/2

HGf

∆
∆

θ

 FIGURE 10.11  
       A sequence of small coning maneuvers.    En cada maniobra hay que rotar � un ángulo ✓/2m y esperar
un giro de 180 grados.
El consumo total será ��coning = 2m� tan ✓/2m (si m es
grande tiende a ✓�, merece la pena para ángulos grandes).

El tiempo de maniobra será t = m⇡I cos ✓/2m
�

(si m es grande
tiende a infinito).
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Control de un satélite estabilizado por rotación.

Modificar el eje de rotación: coning

Frenar la rotación: Mecanismo yo-yo

Frenar la rotación: mecanismo yo-yo

El mecanismo yo-yo es un dispositivo de un único uso que se
emplea para frenar total o parcialmente la rotación de un
veh́ıculo. El mecanismo consiste en dos masas simétricas
fijadas al veh́ıculo por una unión que se puede liberar, y a su
vez unidas a un hilo que está fijado en otro punto al veh́ıculo.
Todo esto en un plano perpendicular a la rotación que se
pretende frenar.
Para frenar la rotación, se liberan las masas; éstas se
empiezan a separar del veh́ıculo y el hilo comienza a tensarse,
hasta que se tensa en el punto donde está fijado en el veh́ıcuo
y entonces también se libera el hilo. Si la longitud del hilo está
bien diseñada, en este punto se habrá frenado el veh́ıculo.
Hipótesis: las masas se consideran puntuales de masa m/2, el
hilo no tiene masa y no es flexible, veh́ıculo axilisimétrico de
radio R rotando inicialmente en su eje de simetŕıa con
velocidad n

0

.
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Sistemas de control de actitud. Métodos pasivos.

Control de un satélite estabilizado por rotación.

Modificar el eje de rotación: coning

Frenar la rotación: Mecanismo yo-yo

Mecanismo yo-yo

Inicialmente, la enerǵıa cinética es T
0

= 1

2

�
I
3

n2
0

+mR2n2
0

�
y

el momento cinético inicial �
0

= I
3

n
0

+mR2n
0

. Usando el
parámetro K = 1 + I

3

mR2

, podemos escribir T
0

= 1

2

mR2Kn2
0

y
�
0

= mR2Kn
0

.
La situación en un momento intermedio es la de la figura:

 It   will be convenient to write this as 

  
H KmRG0

2
0! ω   (10.103)     

  where the nondimensional factor K is defined as   

  
K

C

mR
! "1

2   (10.104)     

   K R     is the initial radius of gyration of the system.   
 The   initial rotational kinetic energy of the system, before the masses are released, is 

  
T C mR KmR0 0

2 2
0

2 2
0

21
2

1
2

1
2

! " !ω ω ω   (10.105)      

 At   any state between the release of the weights and the release of the cords at the hinges, the velocity of 
the yo-yo mass must be found in order to compute the new angular momentum and kinetic energy. Observe 
that when the string has unwrapped an angle   φ  , the free length of string (between the point of tangency  T  
and the yo-yo mass  P ) is  R φ  . From the geometry shown in  Figure 10.16 , the position vector of the mass 
relative to the body frame is seen to be 

  

r i j i j

r r

! " " #( ) ( )R R R R

T G P T

cos sin sin cosφ φ φ φ φ φ! !
" #$$$ %$$$

! !
" #$$$$$ %$$$$

! !! "" #( ) ( )R R R Rcos sin sin cosφ φ φ φ φ φi j

  (10.106)      

 Since    r  is measured in the moving reference, the absolute velocity  v  of the yo-yo mass is found using 
Equation 1.56 

  
v

r
r! " $

d
dt

⎞
⎠
⎟⎟⎟⎟

rel

ω   (10.107)     

10.8 Yo-yo despin mechanism  609
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 FIGURE 10.16  
       Two identical string and mass systems wrapped symmetrically around the periphery of an axisymmetric spacecraft. For 
simplicity, only one is shown being deployed.    
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Mecanismo yo-yo
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the yo-yo mass must be found in order to compute the new angular momentum and kinetic energy. Observe 
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       Two identical string and mass systems wrapped symmetrically around the periphery of an axisymmetric spacecraft. For 
simplicity, only one is shown being deployed.    

Para frenar la rotación, se liberan las masas; éstas se
empiezan a separar del veh́ıculo y el hilo comienza a tensarse,
hasta que se tensa en el punto donde está fijado en el veh́ıcuo
y entonces también se libera el hilo. Si la longitud del hilo está
bien diseñada, en este punto se habrá frenado el veh́ıculo.
Hipótesis: las masas se consideran puntuales, el hilo no tiene
masa y no es flexible, veh́ıculo axilisimétrico rotando
inicialmente en su eje de simetŕıa con velocidad n

0

.
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Mecanismo yo-yo

En la figura, el hilo se ha soltado ya un ángulo �, y el vector ~r
es el vector de posición de una de las masas (la otra tiene una
posición simétrica, por lo que basta estudiar una de ellas). Por
las hipótesis el hilo estará tangente justo en el punto T hasta
donde se ha soltado. Usamos unos ejes móviles con el cuerpo ~i
y ~j como en la figura.

En estos ejes, ~r se escribirá como la suma
~r = ~GT + ~TP = R(cos�~i + sen�~j) + R�(sen�~i � cos�~j).

Para hallar la enerǵıa cinética y el momento cinético en este
estado intermedio necesitamos la velocidad (inercial). Se tiene

~v = ~̇r |IN = ~̇r |ROT + ~! ⇥ ~r

donde ~! = n~k .

Operando, ~̇r |ROT = �̇R�(cos�~i + sen�~j) y
~! ⇥ ~r = nR(cos�~j � sen�~i) + nR�(sen�~j + cos�~i).
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Mecanismo yo-yo

Por tanto
~v = R

⇣
(�̇+ n)� cos�� n sen�

⌘
~i +R

⇣
(�̇+ n)� sen�+ n cos�

⌘
~j .

Calculando el módulo de la velocidad:

v = R

r⇣
(�̇+ n)� cos�� n sen�

⌘
2

+
⇣
(�̇+ n)� sen�+ n cos�

⌘
2

.

Operando: v = R
q
(�̇+ n)2�2 + n2.

Por tanto,T = 1

2

⇣
I
3

n2 +mR2((�̇+ n)2�2 + n2)
⌘
y usando el

parámetro K , T = mR2

2

⇣
Kn2 + (�̇+ n)2�2

⌘
.

Por otro lado el momento cinético de las masas será
�m = |~r ⇥m~v |. Efectuando este producto hallamos
�m = mR2(n + (n + �̇)�2).

Luego � = I
3

n+mR2(n+(n+ �̇)�2) = mR2(Kn+(n+ �̇)�2).
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Mecanismo yo-yo

Aplicando conservación del momento cinético y conservación
de la enerǵıa: T = T

0

, � = �
0

, llegamos a dos ecuaciones:

K (n2
0

� n2) = (�̇+ n)2�2, K (n
0

� n) = (n + �̇)�2

Dividiendo la primera por la segunda, obtenemos
n
0

+ n = n + �̇, luego �̇ = n
0

, es decir, la tasa de
“desenrollamiento” del hilo es igual a la velocidad angular
inicial del veh́ıculo durante todo el proceso. Sustituyendo este
valor en la segunda ecuación y despejando �, hallamos el
ángulo de hilo suelto en función de la velocidad actual:

� =

r
K
n
0

� n

n
0

+ n
Si queremos que al final del proceso n = 0, sustituyendo,
llegamos a � =

p
K , y puesto que la longitud de hilo l = R�,

obtenemos l = R
p
K , independiente de la velocidad inicial!

Se puede encontrar longitud de hilo apropiada para cualquier
valor de n 2 (�n

0

, n
0

).
22 / 22



Actuadores

Sistemas de control activos

Dinámica de Veh́ıculos Espaciales

Tema 8: Control activo de la actitud

Rafael Vázquez Valenzuela

Departamento de Ingenieŕıa Aeroespacial
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Actuadores

Sistemas de control activos

Actuadores

Existen diferentes tipos de actuadores para controlar la
actitud de un veh́ıculo espacial, entre los que destacan:

Propulsores: basados en la expulsión de masa a alta velocidad.
Ruedas/Volantes de inercia: discos de velocidad variables, que
controlan la actitud basándose en el intercambio de momento
cinético.
Giróscopos de control de momento (CMG): son volantes de
inercia que rotan a velocidad constante, pero que pueden ser
rotados en el espacio, de forma que provocan una reacción por
la conservación de momento cinético.
Magnetopares o varillas magnéticas, que utilizan el campo
magnético para provocar un par.
Elementos estructurales para control pasivo: mástiles,
“booms”, disipadores, sistemas yo-yo...

T́ıpicamente habrá dos o más tipos de actuadores en un
veh́ıculo, ya que son complementarios en sus caracteŕısticas.
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Propulsores

Astronáutica y Vehículos Espaciales 12Dec-20-07

1. Sensores y Actuadores: Actuadores

Dinámica y Control de la Actitud

Propulsores: constituyen el actuador más eficaz y capaz de ejercer
actuaciones de elevada magnitud con rapidez, pero al mismo tiempo,
son el más costoso y su uso está limitado ya que utilizan combustible,
que en general no se puede reponer.

Para control de actitud, se utilizan en una configuración en pareja (por
cada eje que se pretenda controlar) de forma que no afecten a la
órbita del vehículo, si bien en la práctica esto nunca es posible con
total precisión y deberá corregirse la órbita (stationkeeping) con otros
medios.

Son el actuador más eficaz, capaz
de ejercer actuaciones de elevada
magnitud con rapidez.

El más costoso y de uso limitado,
ya que utilizan combustible.

Para ejercer un par, se utilizan en
una configuración en pareja (por
cada eje que se pretenda controlar).

Nunca se utiliza un único par por
eje, sino varias toberas de forma
redundante.

El conjunto de elementos de
propulsión junto con la lógica de
control se denomina Sistema de
Control de Reacción (RCS)
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Ejemplos de RCS
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1. Sensores y Actuadores: Actuadores

Dinámica y Control de la Actitud

Nunca se utiliza un único par de propulsores por eje, sino que se
ubican varias toberas de forma redundante, para poder asumir el fallo
de una o más de ellas. El conjunto de todos los elementos de
propulsión junto con la lógica de control se denomina Sistema de
Control de Reacción (RCS).

El RCS del Apollo.

T́ıpicamente habrá toberas de empuje “pequeño” para
maniobras de actitud “finas”, y toberas de mayor empuje para
maniobras rápidas de actitud y maniobras orbitales.
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Sistemas de control activos

Ruedas y Volantes de Inercia
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1. Sensores y Actuadores: Actuadores

Dinámica y Control de la Actitud

Ruedas y volantes de inercia: son elementos compuestos por un disco
de elevada inercia (muy elevada en el caso de los volantes de inercia)
y un motor eléctrico que hace girar al disco.

La diferencia fundamental
entre los volantes de inercia y las
ruedas de reacción es que los volantes
de inercia (bias momentum wheel)
están diseñados para rotar
permanentemente a una cierta
velocidad (que proporciona estabilidad
giroscópica).

Son elementos compuestos por un
disco de elevada inercia (muy
elevada en el caso de los volantes
de inercia).

Poseen un motor eléctrico que hace
girar al disco con la velocidad
deseada.

La diferencia fundamental entre los
volantes de inercia y las ruedas de
reacción es que los volantes de
inercia (bias momentum wheel)
están diseñados para rotar
permanentemente a una cierta
velocidad de base (que proporciona
estabilidad giroscópica), sobre la
que se pueden realizar cambios
para absorber momentos
perturbadores o rotar el veh́ıculo.
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Sistemas de control activos

Ruedas y Volantes de Inercia
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1. Sensores y Actuadores: Actuadores

Dinámica y Control de la Actitud

Ambos elementos funcionan como
actuadores “absorbiendo” momento
angular en forma de rotación del
disco. Puesto que el momento
angular del conjunto vehículo-rueda
se conserva, mediante un conjunto
de ruedas se puede modificar a
voluntad el momento angular del
vehículo (y por tanto su velocidad
de rotación en cada eje), por
ejemplo se pueden usar las ruedas
para “almacenar” el momento
angular causado por pares
perturbadores.

Ambos elementos funcionan como
actuadores “absorbiendo” momento
cinético en forma de rotación.

Puesto que el momento cinético del
conjunto veh́ıculo-rueda se conserva,
mediante varias ruedas se puede
modificar a voluntad el momento
cinético del veh́ıculo (y por tanto su
velocidad de rotación en cada eje)

Por ejemplo se pueden usar las ruedas para “almacenar” el
momento cinético causado por pares perturbadores.
No obstante las ruedas tienen un ĺımite de saturación a partir
del cual el motor no puede aumentar el momento cinético.
Por tanto, se debe “descargar” el momento cinético con otro
elemento capaz de disminuirlo, por ejemplo propulsores o
actuadores magnéticos.
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CMGs

 

162 

 
 

Figure 1. CMGs 1-4 Mounted on Z1 Truss 
 

 
Space Station Z1/CMG Configuration2 

 
The four CMGs operate as momentum storage devices that exchange momentum with the ISS through 
induced gyroscopic torques. These torques are created by a motor-driven constant-speed momentum 
flywheel mounted inside two orthogonal gimbals. Both gimbals have torquer motors and position 
resolvers mounted on the rotational axis and move by use of a gear train system. The momentum 
flywheel is mounted inside the inner gimbal and is supported by bearings mounted on each side of the 
flywheel. This configuration is shown in Figure 2. Double Gimbal CMGs were selected for the ISS 
because of the spherical momentum envelope. The control law is heuristic with no singularities and 
should the active number of CMGs change, the entire momentum envelope varies in proportion to the 
initial momentum sphere.3 

 

Figure 2.  CMG Gimbal and Flywheel Assembly Figure 3.  CMG Spin Bearing Assembly 

The flywheel is mounted on two spin bearings, one on the Spin Motor (SM) side, and one on the Hall 
Resolver (HR) side. The Spin Motor is a low torque motor mounted on the spin axis with a control loop to 
maintain the commanded wheel-speed. The Hall Resolver provides digital wheel-speeds for downlinking 
via telemetry. The Spin Motor Command Current (SMCC) ranges from 0 to 1.6 Amps and nominally 
averages 0.37 Amps. The SMCC varies due to viscosity changes in the spin bearing lubricant caused by 
thermal variations and high gimbal rates that induce radial loads on the spin bearings. The SMCC is used 
as an indicator of spin bearing health and status.  
 

NASA/CP-2010-216272

La ISS tiene 4 CMGs girando a 6600 rpm y almacenando,
cada uno de ellos, un momento cinético igual a 4760 Nms.
Pueden producir un par igual a 258 Newtons por metro y una
esperanza de vida de unos 10 años, aunque algunos han
fallado prematuramente.
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Magnetopares
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1. Sensores y Actuadores: Actuadores

Dinámica y Control de la Actitud

Varillas magnéticas: son elementos que aprovechan la fuerza de
Lorentz (una partícula cargada en movimiento en un campo magnético
experimenta una fuerza) en la presencia del campo magnético de la
Tierra (u otro planeta). Normalmente se usan para maniobras de
adquisición de actitud (orientando al vehículo como si de una brújula
se tratase) y para descargar el exceso de momento angular de las
ruedas de reacción.

Magnetopares o Varillas magnéticas:
son elementos que aprovechan la
fuerza de Lorentz.

Esta fuerza es causada por una
part́ıcula cargada en movimiento en un
campo magnético, que será el de la
Tierra (u otro planeta).

Pueden ser permanentes (un imán permanente), que
normalmente se usan para maniobras de adquisición de actitud
(orientando al veh́ıculo como si de una brújula se tratase).
También pueden ser variables y usarse para control y
estabilización.
T́ıpicamente se usan en microsatélites, y también en satélites
más grandes para descargar el exceso de momento cinético de
las ruedas de reacción.
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Sistemas de control activos

Elementos de control estructurales

No son actuadores en el sentido más
estricto de la palabra, pero juegan un
papel importante en el control
(pasivo) de la actitud.

Consisten en partes móviles que
actúan de diversas formas:

Incorporando disipación: disipadores
de nutación.
Modificando los momentos de inercia
del veh́ıculo (y por tanto afectando
la estabilidad): mástiles, “booms”,
Expulsando masa para modificar el
momento cinético total: dispositivo
yo-yo.

Astronáutica y Vehículos Espaciales 20Dec-20-07

1. Sensores y Actuadores: Actuadores

Dinámica y Control de la Actitud

Disipadores de nutación

     Disipador tubular (ball-in-tube)  Disipador viscosoEjemplo: disipador de
nutación.

Su objetivo es evitar
desviaciones del eje de
rotación.
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Sistemas de control activos

Elementos de control estructurales
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1. Sensores y Actuadores: Actuadores

Dinámica y Control de la Actitud

Partes móviles para modificación de los momentos de inercia:
suelen ser mástiles motorizados o telescópicos. Se emplean
especialmente en vehículos estabilizados por gradiente gravitatorio,
de forma que se alcanze la orientación deseada.

Partes móviles para modificación de
los momentos de inercia: suelen ser
mástiles motorizados o telescópicos.

Se emplean especialmente en
veh́ıculos estabilizados por gradiente
gravitatorio, de forma que se alcanze
la orientación deseada.

Expulsión de masa: se emplean
para detener rápidamente una
rotación.

Ejemplo: sistemas yo-yo. Se
expulsan 2 masas atadas a la
estructura; al acelerarse
“concentran” el momento
cinético, frenando la rotación.

Cuando los cables se tensan,
las masas se liberan.

Astronáutica y Vehículos Espaciales 23Dec-20-07

1. Sensores y Actuadores: Actuadores

Dinámica y Control de la Actitud

Expulsión de masa para modificar el momento angular total: se
emplean para detener de forma efectiva y rápida un movimiento de
rotación. Un ejemplo son los denominados sistemas yo-yo (puesto que
imitan a este juego); el vehículo libera dos masas atadas por un cable
a la estructura, que al adquirir velocidad “concentran” el momento
angular del sistema, disminuyendo la velocidad de rotación del
vehículo; cuando los cables se tensan, las masas se liberan.
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Resumen de actuadores

Resumen de actuadores300 A TTITUDE CONTROL 

Table 9.2 Types of torquer 

External types 

Gas jets 

Magnetic 

Gravity 
gradient 

Solar radiation 

Internal types 

Reaction wheels 
(RW) 

Momentum wheels 
(MWs) 

Control moment 
gyroscope 
(CMG) 

Advantages 

Can control momentum build-up 

Insensitive to altitude 
Suit any orbit 
Can torque about any axis 

No fuel required 
Torque magnitude is 

controllable 

No fuel or energy needed 

No fuel required 

No fuel required 
Can store momentum 
Torque magnitude is controllable 

Continuous, fine-pointing 
capability 
Provide momentum bias 

Suitable for three-axis control 
Provides momentum bias 

Disadvantages 

Requires fuel 
On-off operation only 
Has minimum impulse 
Exhaust plume contaminants 
No torque about the local field 

direction 
Torque is altitude and latitude 
sensitive 
Can cause magnetic interference 
No torque about the local vertical 
Low accuracy 
Low torque, altitude sensitive 
Libration mode needs damping 
Needs controllable panels 
Very low torque 

Cannot control momentum build-up 

Non-linearity at zero speed 

Complicated 
Potential reliability problem 

Thrusters with very much lower levels of thrust are in common use in attitude-control 
systems for providing controllable external torquing, and hence controIIing the total 
momentum of the spacecraft. For this purpose, they will be mounted in clusters on the 
surface of the vehicle, pointing in different directions in order to provide three compo-
nents of torque. They have a number of advantages and disadvantages compared with 
their main rival, the magnetic torquer. 

Their main advantage is that their torque level is independent of altitude and there is 
potentially no limit to its magnitude. However, the magnitude is not controllable when 
installed; only the switch-on duration is. This torquing system integrates well with the 
station-keeping requirement for thrusters, since a common fuel and control system can 
be used. 

Thrusters have a number of disadvantages. If they are used as the prime means of 
orientating a spacecraft, their restriction to an on-off type of control leads to a limit 
cycle occurring, a similar process to that occurring in station-keeping manoeuvres (see 
Sections 5.6.3 and 5.6.4 of Chapter 5) but with a much shorter period. If they are used 
to achieve accurate pointing, then the torquers will need to provide small and consistent 

TORQUES AND TORQUERS 9.4 301 

impulses, and their minimum switch-on time of several miIliseconds leads to a low maxi-
mum torque being needed. Typically a minimum thrust impulse of order 10-4 Ns may be 
required. with a thrust level as low as 10-2 N. When the prime means of attitude control 
is a reaction wheel or momentum wheel (Section 9.4.7), then thrusters may be used for 
momentum dumping. In this case, their thrust level will be higher than above, and they 
may be used perhaps only once every several orbits. 

A variety of thruster systems may be used, ranging from cold gas to electric propulsion, 
as indicated in Sections 6.3 and 6.4 of Chapter 6. 

The fact that thrusters use fuel is another disadvantage. Although a large amount of 
fuel is not normally needed for attitude control it will eventually be exhausted. and a 
number of spacecraft have reached the end of their useful life because of this. 

9.4.2 Magnetic torque (external type) 

The magnetic field generated by a spacecraft interacts with the local field from the Earth 
and thereby exerts an external couple on the vehicle. This is a similar effect to that of 
a compass needle that attempts to align itself with the local direction of the field. If the 
spacecraft's magnetism is represented as a dipole whose magnetic moment is m, then it 
reacts with the local flux density B to produce a torque T given by 

T=mxB (9.17) 

Care must be taken that electric currents and spurious magnetic effects do not cause a 
significant disturbance torque (see Chapter 16). 

Electromagnets may be used to provide a controllable external torque. Their strength 
can be controlled by means of the current I. Their reaction with a local field B leads to 
the couple: 

T =nIA(e x B) (9.18) 

where n is the number of turns 
A is the cross-sectional area of the coil, 
e is the unit vector in the direction of the coil's axis. 

Rod-like electromagnets will normally be used, such as those shown in Figure 9.8. A 
range of strengths is available to suit the mission requirements, and they may be used in 
an on-off or a proportional control manner, for attitude control or momentum dumping. 

Three orthogonal magnets enable the direction and magnitude of the dipole to be 
controlled. Their mounting locations should be away from instruments that are sensitive 
to magnetic fields and separate from each other in order to avoid cross-coupJing. 

Magnetic torquers are in common use in sateIlites orbiting at altitudes up to geosta-
tionary altitude, but their utility decreases at the higher altitudes since the strength of the 
Earth's field reduces with height. The field's strength and direction also vary with the 
position of the spacecraft in its orbit in general, and when using magnetic torquers it is 
common practice to carry a magnetometer to measure the local field. 

A feature of magnetic torquers is that they cannot produce a torque component about 
the local field direction. In a polar orbit, any required torque direction can always be 
achieved at some point in the orbit since the field direction changes round the orbit. 
In the equatorial plane, however, the field lines always lie horizontally, north-south. 
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Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Sistemas de control activos

Los sistemas de Control Pasivo permiten un nivel de
estabilidad adecuado para muchas aplicaciones
No obstante (sobre todo al principio de su vida útil), todos los
veh́ıculos necesitan realizar:

Maniobras de actitud.
Ajustes de la velocidad de rotación
Maniobras de stationkeeping (mantener el apuntamiento a la
estación o estaciones base).

Para ello es necesario un sistema de control que será activo
tanto en el sentido energético como en el estructural,
precisando de una fuente de enerǵıa y una lógica de control.

En misiones que requieran gran precisión en la actitud dicho
sistema será primario. En este caso se dice que el satélite está
estabilizado en tres ejes o triaxialmente estabilizado.

En otros casos puede ser un sistema secundario que sólo se
activará cuando sea necesario.
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Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Sistemas de Control de Reacción (RCS)

Astronáutica y Vehículos Espaciales 43Dec-20-07

2. Sistemas de Control Activo

Dinámica y Control de la Actitud

1. Sistemas de Control de Reacción.

En sistemas que requieran elevada
maniobrabilida, la solución más empleada
es un sistema de control de reacción o RCS,
que emplea un conjunto de propulsores
distribuidos por el vehículo para modificar la
actitud.
Puesto que en cada maniobra se consume
combustible, se debe optimizar el uso de los
propulsores para evitar un agotamiento
prematuro y fallo de la misión; por tanto se
debe permitir un margen de error para
evitar un exceso de activaciones.

Astronáutica y Vehículos Espaciales 44Dec-20-07

2. Sistemas de Control Activo

Dinámica y Control de la Actitud

1. Sistemas de Control de Reacción.

La llamada “lógica de propulsión”
establece cuando se disparan los
propulsores y cuando se acepta un
pequeño error de actitud/velocidad.
Normalmente es una combinación de
“zonas muertas” (sin actuación) e
histéresis (para evitar el disparo
repetitivo de propulsores). Además los
propulsores son actuadores “todo o
nada”, con lo que siempre actúan en
saturación. Por tanto un RCS es
intrínsecamente no-lineal.

En sistemas que requieran elevada
y/o rápida maniobrabilida, se
emplea un sistema de control de
reacción o RCS, que emplea un
conjunto de propulsores
distribuidos por el veh́ıculo para
modificar la actitud.

La llamada “lógica de
propulsión” establece cuando
se disparan los propulsores y
cuando se acepta un pequeño
error de actitud/velocidad.

Normalmente es una
combinación de “zonas
muertas” (sin actuación) e
histéresis (para evitar el disparo
repetitivo de propulsores).

Además los propulsores suelen
ser actuadores “todo o nada”,
con lo que siempre actúan en
saturación.

Por tanto un RCS es
intŕınsecamente no-lineal.
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Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Sistemas de Intercambio de Momento Cinético

Para la mayor precisión de actitud,
maniobrabilidad en los tres ejes y
estabilización en cualquier
orientación independientemente de
los momentos de inercia, se usan
sistemas de intercambio de
momento angular que usan ruedas
de reacción, volantes de inercia y/o
CMGs, basados en la conservación
del momento cinético.

No obstante es un sistema caro,
poco tolerante a fallos, y requiere
un sistema propulsivo auxiliar (en
algunos casos magnetopares) para
descargar el momento de las ruedas
y aśı evitar la saturación.
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2. Sistemas de Control Activo

Dinámica y Control de la Actitud

2. Sistemas de Intercambio de Momento Angular

Otro ejemplo:
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Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Satélites estabilizados en tres ejes

Los satélites estabilizados en tres ejes pueden tener cualquier
tipo de apuntamiento (inercial, orbital...).
Los objetivos pueden ser dos: mantener al satélite de forma
estable en una actitud prefijada (estabilización) o realizar una
maniobra de actitud (bien sea un seguimiento—tracking— o
simplemente cambiar de una actitud a otra).
En primer lugar nos centraremos en el objetivo de
estabilización de una cierta actitud inercialmente fija (es decir
sin velocidades angulares, lo que seŕıa un apuntamiento
inercial); el objetivo de modificar la actitud es más
complicado.
Estudiaremos este objetivo para los dos tipos de actuadores:
ruedas y volantes de inercia, y sistemas de control de reacción.
También consideraremos el objetivo de pasar de una actitud
inicial a otra final, sólo para el caso de ruedas y volantes de
inercia.
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Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Veh́ıculo con ruedas de reacción

“Chapter06” — 2008/6/6 — 14:34 — page 397 — #49�
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RIGID-BODY DYNAMICS 397

Fig. 6.10 Gyrostat in a circular orbit.

The rotational equation of motion is then simply given by

˙⃗H =
{

dH⃗
dt

}

B
+ ω⃗B/N × H⃗ = M⃗ (6.170)

where M⃗ is the gravity-gradient torque acting on the vehicle. For the principal-axis
frame B, the equations of motion can be written as

J1ω̇1 − (J2 − J3)ω2ω3 + ḣ1 + ω2h3 − ω3(−H0 + h2) = M1 (6.171a)

J2ω̇2 − (J3 − J1)ω3ω1 + ḣ2 + ω3h1 − ω1h3 = M2 (6.171b)

J3ω̇3 − (J1 − J2)ω1ω2 + ḣ3 + ω1(−H0 + h2) − ω2h1 = M3 (6.171c)

where Mi = M⃗ · b⃗i.
For small relative angles between B and A, we have

ω1 = θ̇1 − nθ3 (6.172a)

ω2 = θ̇2 − n (6.172b)

ω3 = θ̇3 + nθ1 (6.172c)

and

M1 = −3n2(J2 − J3)θ1 (6.173a)

M2 = 3n2(J3 − J1)θ2 (6.173b)

M3 = 0 (6.173c)

where n is the orbital rate and θ1, θ2, and θ3 are called the roll, pitch, and yaw
attitude angles of the spacecraft relative to the LVLH reference frame A.

Supongamos la situación de la figura: un cuerpo en órbita con
ruedas en torno a los tres ejes:
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El momento cinético de las ruedas se denota por hi : variables
de control.

16 / 46



Actuadores

Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Veh́ıculo con ruedas de reacción

Supongamos que podemos manipular directamente los
momentos cinéticos de las ruedas mediante motores eléctricos
internos. agrupando todos los términos de control obtenemos:
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1

� !
2

h

3

+ !
3

h

2

u

2

= �ḣ
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Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Regulación en torno a una posición

Además tendremos la EDC

q̇ =
1

2
q ? q~!

Supongamos que ahora el objetivo es mantener q(t) = qref y
!(t) = 0, y supongamos también que inicialmente estamos
cerca de dicho estado.
Linealizando la ecuación de la velocidad angular e ignorando
pares perturbadores:

d

dt

2

4
�!

1

�!
2

�!
3

3

5 =

2

4
0 0 0
0 0 0
0 0 0

3

5

2

4
�!

1

�!
2

�!
3

3

5+

2

4
1/I

1

0 0
0 1/I

2

0
0 0 1/I

3

3

5

2

4
u

1

u

2

u

3

3

5

donde ~
u = �~̇h + ~

h

⇥�~!

Obsérvese que si encontramos ~u que resuelve el problema de
control, podŕıamos encontrar los valores de ~h resolviendo una
ecuación diferencial.
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Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Estabilización

Por otro lado el cuaternión que describe la actitud será
pequeño (si estamos cerca de una actitud que queremos
mantener).
Siguiendo la teoŕıa del Tema 2, se tendrá entonces
q = qref ? �q, donde qref es la actitud que queremos mantener
y

�q(~a) =
1p

4 + k~ak2


2
~
a

�

Por otro lado la relación entre ~
a y la velocidad angular es

~̇
a ⇡ �~! + ~

a⇥ ~!ref , como ~!ref = ~0 ! ~̇
a ⇡ �~!. Es decir

Es decir:
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Combinando las ecuaciones de error en velocidad angular y
actitud encontramos la descripción del sistema (siguiente
transparencia).
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Actuadores

Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Estabilización

Descripción del sistema:

d

dt

2

666664

�!
1

�!
2

�!
3

a
1

a
2

a
3

3

777775
=

2

666664

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

3

777775

2

666664

�!
1

�!
2

�!
3

a
1

a
2

a
3

3

777775
+

2

666664

1/I
1

0 0

0 1/I
2

0

0 0 1/I
3

0 0 0

0 0 0

0 0 0

3

777775

2

4
u
1

u
2

u
3

3

5

Llamando ~
x a las variables que describen al estado, es una

descripción clásica
~̇
x = A

~
x + B

~
u

Se puede usar “nuestro método favorito lineal” para encontrar
una ley de control ~u, que luego habrá que convertir en
comandos de velocidad angular de las ruedas resolviendo la
ecuación diferencial que relaciona ~

u con los pares de las
ruedas, en cada instante, y luego se podrá transformar en
comandos del motor de las ruedas.
Se ejemplificará con el método LQR (linear quadratic
regulator) con “horizonte infinito”.

20 / 46



Actuadores

Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Regulación con el método LQR

Dado
~̇
x = A

~
x + B

~
u

encontrar una ley de control ~u(t) con realimentación que
minimice el siguiente funcional:

J =

Z 1

0

(~xT (t)Q~
x(t) + ~

u

T (t)R~
u(t))dt

Problema planteado y resuelto por Rudolph Kalman!
Hipótesis: Q,R simétricas y Q > 0,R � 0 (definidas
-semidefinidas- positivas, equivale a todos los autovalores
positivos -no negativos-).
Hipótesis: El sistema es “controlable”. Quiere decir que “es
posible resolver el problema” (es fácil construir problemas no
resolubles. Por ejemplo ẋ

1

= u

1

, ẋ

2

= x

2

.) Matemáticamente
un problema es controlable si la matrix
C = [B AB A

2

B A

n�1

B] es de rango completo, donde n es el
número de estados. Se verifica en nuestro caso.
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Actuadores

Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Regulación con el método LQR

La ley de control que minimiza el funcional es

~
u = K

~
x

donde la ganancia K se encuentra de la siguiente manera:
1 Encontrar la matriz P que resuelve la llamada “ecuación de

Riccati algebraica”:

Q + A

T
P + PA� PBR

�1

B

T
P = 0

por ejemplo con la orden de Matlab “are” (necesita el Control
Systems Toolbox) P=are(A,B*inv(R)*B’,Q);

2 La ganancia K = �R

�1

B

T
P

La ecuación de Riccati sólo es resoluble si el sistema es
controlable.
El control óptimo garantiza un buen comportamiento del
sistema, pero no tiene en cuenta saturaciones de los
actuadores. La elección de Q y R determina en gran medida
la calidad del controlador (más conservador o más agresivo).

22 / 46



Actuadores

Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Regulación con el método LQR

Para implementar la ley de control

~
u = K

~
x

hay que recordar la definición de ~
x .

Como ~!ref = ~0, las tres primeras componentes son el valor
real de la velocidad angular.

Las tres segundas componentes corresponden a ~
a, que se

extrae del cuaternión de error. Es fácil ver que

~
a = 2

�~q

�q
0

para lo cual hay que calcular �q = q

⇤
ref ? q(t).

Finalmente, una vez calculado el control ~u en cada instante

resolver ~̇h = �~
u + ~

h

⇥�~! para saber como modificar el
momento cinético de las ruedas.
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Actuadores

Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Cambio de actitud entre dos apuntamientos inerciales

Hemos estudiado en los temas 2 y 4 como calcular una
velocidad angular que me permite pasar de una cierta actitud
a otra, por ejemplo empezando y terminando en reposo.
Denotémosla como ~!ref (t). También obtuvimos el cuaternión
de referencia qref (t).

Como seguir este perfil de velocidades y actitudes a veces se
denomina problema de tracking.
Sustituyendo esta velocidad angular de referencia en las
ecuaciones del sólido con ruedas de reacción (e ignorando los
pares de perturbación) podemos calcular (anaĺıticamente o
numéricamente) un valor de control de referencia ~

uref . Este
valor es “en bucle abierto” (no utiliza realimentación):

uref 1 = I

1

!̇ref 1 + (I
3

� I

2

)!ref 2!ref 3

uref 2 = I

2

!̇ref 2 + (I
1

� I

3

)!ref 3!ref 1

uref 3 = I

3

!̇ref 3 + (I
2

� I

1

)!ref 1!ref 2
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Actuadores

Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Cambio de actitud entre dos apuntamientos inerciales

Linealizando en torno a este perfil de referencia y calculando
un controlador extra en bucle cerrado (que se sumará al valor
de referencia) podemos garantizar que (al menos ante
pequeños errores y perturbaciones) el veh́ıculo se mantendrá
en la trayectoria deseada. Sea �~! = ~! � ~!ref , �~u = ~

u � ~
uref , y

el cuaternión de error definido como antes. Las ecuaciones
linealizadas son:

I

1

�!̇
1

+ (I
3

� I

2

)(!ref 2�!3

+ �!
2

!ref 3) = �u
1

+M

1

I

2

�!̇
2

+ (I
1

� I

3

)(!ref 3�!1

+ �!
3

!ref 1) = �u
2

+M

2

I

3

�!̇
3

+ (I
2

� I

1

)(!ref 1�!2

+ �!
1

!ref 2) = �u
3

+M

3

y para el error en actitud:

~̇
a ⇡ �~! � ~!⇥

ref ~a
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Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Tracking

Descripción del sistema:

d

dt

2

666664

�!
1

�!
2

�!
3

a
1

a
2

a
3

3

777775
=

2

666666664

0

I
2

�I
3

I
1

!ref 3
I
2

�I
3

I
1

!ref 2 0 0 0

I
3

�I
1

I
2

!ref 3 0

I
3

�I
1

I
2

!ref 1 0 0 0

I
1

�I
2

I
3

!ref 2
I
1

�I
2

I
3

!ref 1 0 0 0 0

1 0 0 0 !ref 3 �!ref 2
0 1 0 �!ref 3 0 !ref 1
0 0 1 !ref 2 �!ref 1 0

3

777777775

2

666664

�!
1

�!
2

�!
3

a
1

a
2

a
3

3

777775

+

2

666664

1/I
1

0 0

0 1/I
2

0

0 0 1/I
3

0 0 0

0 0 0

0 0 0

3

777775

2

4
�u

1

�u
2

�u
3

3

5

Llamando ~
x a las variables que describen al estado, es una

descripción clásica

~̇
x = A(t)~x + B(t)�~u

Como A y B vaŕıan con el tiempo la solución se complica.
Son necesarios métodos más avanzados; por ejemplo el
método LQR (linear quadratic regulator) con “horizonte
finito”. 26 / 46



Actuadores

Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Tracking con el método LQR de horizonte finito

Dado
~̇
x = A(t)~x + B(t)�~u

encontrar una ley de control �~u(t) con realimentación que
minimice el siguiente funcional:

J =

Z T

0

(~xT (t)Q(t)~x(t)+�~uT (t)R(t)�~u(t))dt+~
x

T (T )Qfin~x(T )

Hipótesis: Q,R ,Qfin simétricas y Qfin,Q > 0,R � 0 (definidas
o semidefinidas positivas, equivale a todos los autovalores
positivos o no negativos).

Al ser de horizonte finito, no require la hipótesis de
controlabilidad (pero puede haber problemas si hay pérdida de
controlabilidad en algún instante).
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Actuadores

Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Tracking con el método LQR de horizonte finito

La ley de control que minimiza el funcional es

�~u = K (t)~x

donde la ganancia K (t) se encuentra de la siguiente manera:
1 Encontrar la matriz P(t) que resuelve la llamada “ecuación

diferencial de Riccati”:

�Ṗ = A

T
P + PA� PBR

�1

B

T
P + Q, P(T ) = Qfin

mediante por ejemplo la orden ode45 de Matlab.
2 La ganancia K = �R

�1

B

T
P

La ecuación diferencial de Riccati es siempre resoluble! Pero,
importante, no se puede resolver en tiempo real porque hay
que resolverla desde el futuro hacia el presente; se resuelve
previamente y se almacenan los valores de K (t).
Como antes: la elección de Q y R (también Qfin) determina
en gran medida la calidad del controlador (más conservador o
más agresivo).
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Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Tracking con el método LQR de horizonte finito

Para implementar la ley de control

�~u = K (t)~x

hay que recordar la definición de ~
x .

Como ~!ref 6= ~0, las tres primeras componentes son ~! � ~!ref .

Las tres segundas componentes corresponden a ~
a, que se

extrae del cuaternión de error. Es fácil ver que

~
a = 2

�~q

�q
0

para lo cual hay que calcular �q = q

⇤
ref ? q(t).

El control final es ~u = ~
uref + �~u.

Finalmente, una vez calculado el control ~u en cada instante

resolver ~̇h = �~
u + ~

h

⇥�~! para saber como modificar el
momento cinético de las ruedas.
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Actuadores

Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Control no lineal

“Control no lineal” es un nombre amplio que designa a un
abanico de técnicas que no requiere el uso de linealización.
Consideremos el siguiente problema. Partiendo de un estado
inicial dado por ~!(0) y q(0) queremos alcanzar el reposo en la
actitud identidad, pero nos “conformamos” con que el sistema
tienda a dicho estado, es decir, nuestro objetivo es que
~!(t) ! ~0 y q

0

(t) ! 1, ~q(t) ! ~0 cuando t ! 1.
Es decir hacemos “asintóticamente estable” el equilibrio del
sistema en el origen.
Si esto es cierto para cualquier condición inicial se dice que el
equilibrio es globalmente asintóticamente estable.
Obsérvese que la actitud objetivo puede ser cualquier actitud
que se desee con sólo hacer una rotación fija del sistema de
referencia inercial, q0 = q

⇤
ref ? q.

Vamos a resolver este problema con la llamada “técnica de las
funciones de Lyapunov”.
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Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Control no lineal: el sistema

Ahora no linealizamos, luego el sistema es el original,
cambiando como antes los términos que dependan de las
ruedas por términos de control.

Empecemos por la velocidad angular:

!̇
1

=
I

2

� I

3

I

1

!
2

!
3

+
u

1

I

1

!̇
2

=
I

3

� I

1

I

2

!
3

!
1

+
u

2

I

2

!̇
3

=
I

1

� I

2

I

3

!
1

!
2

+
u

3

I

3
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Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Control no lineal: función de Lyapunov

¿Podemos encontrar un valor de u

1

, u
2

y u

3

que garantice que
el equilibrio ~! = ~0, sea asintóticamente estable?
La técnica de las funciones de Lyapunov consiste en lo
siguiente. Sea una función V regular (continua, diferenciable)
que depende del estado (en este caso la velocidad angular y
los cuaterniones), tal que:

Es siempre positiva para cualquier valor de los estados, excepto
cuando el estado es cero; para dicho valor es cero (esto se
denomina definida positiva).
La derivada con respecto al tiempo de V es definida negativa
(es decir negativa para cualquier valor de los estados excepto
cero).

Entonces se demuestra que el origen (valor cero del estado) es
asintóticamente estable (Idea: entender como funciona este
método imaginando las curvas de nivel de V en función del
estado).
Además si el ĺımite de V cuando el estado tiende a infinito es
infinito, este resultado es global.
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Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Control no lineal: encontrando el control

Usemos la función de Lyapunov

V = I

1

!2

1

2k
+ I

2

!2

2

2k
+ I

3

!2

3

2k

Vemos que cumple la primera condición (se ha desplazado q

0

para que el equilibrio en q

0

= 1 sea el origen).

k es una constante positiva que definiremos más adelante.

Tomando derivada:

Vt = I

1

!
1

!̇
1

k

+ I

2

!
2

!̇
2

k

+ I

3

!
3

!̇
3

k

Sustituyendo los valores de las derivadas:

Vt =

!
1

((I
2

� I
3

)!
2

!
3

+ u
1

)

k
+

!
2

((I
3

� I
1

)!
3

!
1

+ u
2

)

k
+

!
3

((I
1

� I
2

)!
1

!
2

+ u
3

)

k
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Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Control no lineal: encontrando el control

Simplificando

Vt =
!
1

u

1

k

+
!
2

u

2

k

+
!
3

u

3

k

Elegimos ahora: u
1

= �c

1

!
1

, u
2

= �c

2

!
2

, u
3

= �c

3

!
3

,
donde ci es una constante positiva. Sustituyendo:

Vt = �c

1

!2

1

+ c

2

!2

2

+ c

3

!2

3

k

Aplicando la técnica de Lyapunov, queda demostrado que el
equilibrio ~! = 0 es globalmente asintóticamente estable.
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Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Control no lineal: el sistema

Consideremos ahora también la cinemática de la actitud. El
problema es más complejo.

!̇
1

=
I

2

� I

3

I

1

!
2

!
3

+
u

1

I

1

!̇
2

=
I

3

� I

1

I

2

!
3

!
1

+
u

2

I

2

!̇
3

=
I

1

� I

2

I

3

!
1

!
2

+
u

3

I

3

q̇

0

= �1

2
(q

1

!
1

+ q

2

!
2

+ q

3

!
3

)

q̇

1

=
1

2
(q

0

!
1

� q

3

!
2

+ q

2

!
3

)

q̇

2

=
1

2
(q

3

!
1

+ q

0

!
2

� q

1

!
3

)

q̇

3

=
1

2
(�q

2

!
1

+ q

1

!
2

+ q

0

!
3

)
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Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Control no lineal: función de Lyapunov

¿Podemos encontrar un valor de u

1

, u
2

y u

3

que garantice que
el equilibrio ~! = ~

q = ~0, q
0

= 1 sea asintóticamente estable?

Además del resultado de Lyapunov, necesitamos el llamado
”Teorema de La Salle”:

Sea una función de Lyapunov V tal que su derivada es
semidefinida negativa (es decir negativa para algún valor de
los estados además de cero). Llamemos E al conjunto de los
puntos que verifica V̇ = 0.
Sea M el conjunto invariante del sistema más grande
contenido en E .

Entonces se demuestra que el estado tiende a M cuando el
tiempo tiende a infinito.

¿Qué es un conjunto invariante de un sistema? Es un conjunto
tal que si la condición inicial empieza en el conjunto, el estado
permanece en el conjunto durante todo t.
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Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Control no lineal: encontrando el control

Usemos la función de Lyapunov

V = I

1

!2

1

2k
+ I

2

!2

2

2k
+ I

3

!2

3

2k
+ (q

0

� 1)2 + q

2

1

+ q

2

2

+ q

2

3

Vemos que cumple la primera condición de Lyapunov (se ha
desplazado q

0

para que el equilibrio en q

0

= 1 sea el origen).

Tomando derivada:

Vt = I

1

!
1

!̇
1

k

+ I

2

!
2

!̇
2

k

+ I

3

!
3

!̇
3

k

+ 2(q
0

� 1)q̇
0

+ 2q
1

q̇

1

+ 2q
2

q̇

2

+ 2q
3

q̇

3

Sustituyendo los valores de las derivadas:

Vt =

!
1

((I
2

� I
3

)!
2

!
3

+ u
1

)

k
+

!
2

((I
3

� I
1

)!
3

!
1

+ u
2

)

k
+

!
3

((I
1

� I
2

)!
1

!
2

+ u
3

)

k

�(q
0

� 1) (q
1

!
1

+ q
2

!
2

+ q
3

!
3

) + q
1

(q
0

!
1

� q
3

!
2

+ q
2

!
3

)

+q
2

(q
3

!
1

+ q
0

!
2

� q
1

!
3

) + q
3

(�q
2

!
1

+ q
1

!
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+ q
0

!
3

)
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Control no lineal: encontrando el control

Simplificando

Vt =
!
1

u

1

k

+
!
2

u

2

k

+
!
3

u

3

k

+ (q
1

!
1

+ q

2

!
2

+ q

3

!
3

)

Elegimos ahora: u
1

= �(kq
1

+ c

1

!
1

), u
2

= �(kq
2

+ c

2

!
2

),
u

3

= �(kq
3

+ c

3

!
3

), donde ci es una constante positiva.
Sustituyendo:

Vt = �!
1

(kq
1

+ c

1

!
1

)

k

� !
2

(kq
2

+ c

2

!
2

)

k

� !
3

(kq
3

+ c

3

!
3

)

k

+(q
1

!
1

+ q

2

!
2

+ q

3

!
3

)

= �c

1

!2

1

+ c

2

!2

2

+ c

3

!2

3

k

Ya no podemos aplicar Lyapunov directamente, sino que
necesitamos La Salle. En primer lugar, el conjunto E es
simplemente !

1

= !
2

= !
3

= 0 para todo t.
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Conjunto invariante

Sustituyamos en el sistema !
1

= !
2

= !
3

= 0 para todo t (lo
que en particular implica que sus derivadas son nulas):

0 = 0 + u

1

0 = 0 + u

2

0 = 0 + u

3

q̇

0

= 0

q̇

1

= 0

q̇

2

= 0

q̇

3

= 0

Luego el conjunto invariante verifica u

1

= u

2

= u

3

= 0, y q

constante.

Por tanto, como u

1

= �(kq
1

+ c

1

!
1

), u
2

= �(kq
2

+ c

2

!
2

),
u

3

= �(kq
3

+ c

3

!
3

), obtenemos q
1

= q

2

= q

3

= 0.
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Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Conjunto invariante

Finalmente, del hecho de que el cuaternión debe ser unitario,
obtenemos q

0

= ±1. Al ser q
0

= 1 el origen de la función de
Lyapunov, es el que se estabiliza. De hecho, se puede
comprobar que q

0

= �1 es inestable (lo cual es un
inconveniente al ser en realidad el mismo punto; se
comprobará por simulación).
Si se usa k negativo en la ley de control entonces q

0

= �1 se
vuelve estable y q

0

= 1 inestable. Esto se comprueba
modificando la función de Lyapunov a

V = �I

1

!2

1

2k
� I

2

!2

2

2k
� I

3

!2

3

2k
+ (q

0

+ 1)2 + q

2

1

+ q

2

2

+ q

2

3

Si se fija k = k

0

· sgn(q
0

) entonces se vuelve estable el
equilibrio “más próximo”!
Obsérvese que en la ley de control no aparecen las inercias: no
es necesario conocerlas. Pero si es necesario conocer el estado
(~! y q) para poder aplicar la ley de control.
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Actuadores

Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Sistema de control de reacción

Si ahora tenemos toberas, éstas actúan como pares.
Supongamos la estabilización de una actitud inicial inercial
(velocidad angular cero). Si linealizamos y tomamos ángulos
de Euler 1-2-3 en torno a dicha actitud inicial, combinando las
ecuaciones cinemáticas y dinámicas linealizadas el sistema a
controlar escrito en la forma t́ıpica de control resultaŕıa:

I
1

¨✓
1

⇡ u
1

,

I
2

¨✓
2

⇡ u
2

,

I
3

¨✓
3

⇡ u
3

,

Debeŕıamos diseñar u
1

, u
2

y u

3

para estabilizar el sistema; los
ejes son independientes entre śı. Los métodos clásicos de
control no se pueden emplear en el caso de que se usen
toberas, ya que éstas no pueden dar un valor variable, sino
solamente un valor constante, en una u otra dirección, o cero.
Es decir, las únicas posibilidades son u = 0, uMAX , uMIN ,
donde uMIN seŕıa un valor negativo (suponemos
uMIN = �uMAX ). Para diseñar leyes de control hay que usar
técnicas de control óptimo.
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Actuadores

Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Maniobras con toberas

Consideremos sólo un eje, con la ecuación ↵̈ = u (donde u se
ha redefinido dividida por la inercia), con condiciones iniciales
↵̇
0

y ↵
0

. Integrando la ecuación diferencial obtenemos
velocidad y posición:

↵̇� ↵̇
0

= tu, ↵� ↵
0

� t↵̇
0

=
t

2

2
u

Eliminando el tiempo:

↵� ↵
0

=
↵̇
0

(↵̇� ↵̇
0

)

u

+
(↵̇� ↵̇

0

)2

2u

Se trata de la ecuación de una parábola, cuya forma
dependerá de las condiciones iniciales y de la elección del
control (u = 0, uMAX ,�uMAX ). Si u = 0 obsérvese que no se
puede eleminar el tiempo y se reduce a la recta ↵� ↵

0

= t↵̇
0

.
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Actuadores

Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Maniobras con toberas

Ejemplo de parábolas con condición inicial nula (las flechas
indican la dirección que se sigue):

Spacecraft Attitude Dynamics and Control Course notes 

56 

                                                                          α!

                                                u<0 u>0

α

 
 
The arrows indicate that each parabola is followed with a specified direction. If for instance motion 
starts from the origin with M>0, then 0>α!!  and α!  will increase. By increasing the input u the 
parabolas are more open. Taking the extreme approximation of infinite torque, parabolas would be 
replaced by vertical lines, so that the maneuver would be impulsive, with a change in α!  associated 
to a constant α. On the contrary, if u=0 we would have a phase portrait given by horizontal lines, 
with no change in α! . In general, phase plane maneuvers are designed in order to have both 0α!  and 

fα!  equal to zero, that is to say rest-to-rest maneuvers. In addition, since the origin of the phase 
plane is arbitrary, either α0 or αf is set to zero. 
 
We can now design a maneuver in the phase plane assuming impulsive torques. This is the case of 
maneuvers performed by using high thrust propulsive systems. 
 

 α!  
 
 1 M>0 start 
 
                                                     M>0 
 

                                                                      0 α 
 M<0 

       start 
        end                3             2 

 
 
Starting from point 0 to end in the origin, if we apply a positive torque we would reach point 1, but 
here α!  is positive and we would de part from the desired attitude. We must then start with a 
negative torque, to reach point 2, switch off the controller to keep α!  constant until point 3 is 
reached and then provide a positive torque to reach the target final attitude. Of course, should the 
initial attitude be negative all the maneuver has to be performed in the opposite way. Notice also 
that the vertical arcs of the phase plane are traced in almost zero time, since the torque is assumed 
infinite, and are equivalent to impulsive maneuvers. The total maneuver time depends then only on 
the horizontal arcs of the phase plane trace. In theory, we would like to have α!  as high as possible 
to minimize maneuver time, so that the horizontal arc would be drawn in a short time. The major 
issue in this case is thruster synchronization, since with high α!  even a small time error would mean 
to reverse the control (point 3 in the example) in a different point on the phase plane, so the target 
attitude would not be reached.  
 
We can now consider a more realistic case, with bounded maximum torque. 
 

Para ir de un punto a otro tendŕıamos que movernos por las
parábolas:
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 α!  
 
 M>0 with umax

 

            end M>0 with u<umax 

 
 
 
 α 
  
 
 start 

                          M<0 
 

 
We will consider only the parabolas corresponding to umax so that α!  is the maximum possible and 
time is minimum. The problem is to find the position in which the torque has to be switched in sign. 
If the maneuver is completed according to the control logic: 
 

( )α−= signuu max  
 

once on the axis α!  the sign of α changes so that the phase plane portrait would look like in the 
following figure: 
 

α!

           -α0 α0

α

 
 
There is evidently a limit cycle, the system would behave like an undamped second order oscillator. 
 
Change the control logic to: 

( )α+α−= !ksignuu max  
 

so that the switch in the sign of the control torque is along an inclined straight line. We would like k 
to be positive in order to have a negative inclination of the switching line: 
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Actuadores

Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Maniobras con toberas

Primera idea: usar una ley de control u = �uMAX signo(↵). El
resultado es un ciclo ĺımite:
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 α!  
 
 M>0 with umax

 

            end M>0 with u<umax 

 
 
 
 α 
  
 
 start 

                          M<0 
 

 
We will consider only the parabolas corresponding to umax so that α!  is the maximum possible and 
time is minimum. The problem is to find the position in which the torque has to be switched in sign. 
If the maneuver is completed according to the control logic: 
 

( )α−= signuu max  
 

once on the axis α!  the sign of α changes so that the phase plane portrait would look like in the 
following figure: 
 

α!

           -α0 α0

α

 
 
There is evidently a limit cycle, the system would behave like an undamped second order oscillator. 
 
Change the control logic to: 

( )α+α−= !ksignuu max  
 

so that the switch in the sign of the control torque is along an inclined straight line. We would like k 
to be positive in order to have a negative inclination of the switching line: 
 

Para evitar la oscilación: u = �uMAX signo(↵+ k↵̇), con
k > 0. El resultado:
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α!  
 
 

 
 
 α0 
 α 
 
 
 

 line α−=α
k
1

!  
 

 
Reaching the switching line, u changes its sign, so that the phase plane trace is switched to a 
parabola with reversed axis; as the number of torque switches increases, the trace gets closer and 
closer to the origin. k is then an index of the damping in the oscillations. However, rigorously, an 
infinite number of switchings are needed to reach exactly the origin in a general case. 
 
If we draw the two parabolas that pass through the origin, corresponding to positive and negative 
torque, since for 0α!  equal to zero we have: 
 

2

u2
1

α=α !  

we can consider the following switching curve: 
 

!
"
#

$
%
&

αα−α−= !!
u2

1
signuu max  

 
The phase plane portrait of the maneuver will then be: 
 

          α!  
 
 
 
                                               Switching line α0 α 

 
 
It can be shown that this is the minimum time maneuver. If the initial and final velocities are zero, 
the satellite accelerates at the maximum level for half the rotation, then decelerates at same level for 
the second half of the rotation. The sign of the control torque becomes a function of α and α! . 
 
Finally, if we want to consider a minimum fuel maneuver we should fix a maximum maneuver 
time. This can be seen as a minimum time maneuver with one intermediate coast arc (at constant 
α! ) if the allowed maneuver time is greater than the minimum maneuver time for the same rotation. 
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Sistema de intercambio de momento cinético

Sistema de control de reacción

Maniobras con toberas

Para llegar en un tiempo finito se puede usar
u = �uMAX signo(↵� 1

2uMAX
↵̇|↵̇|) (ejercicio). El resultado:

Spacecraft Attitude Dynamics and Control Course notes 

58 

α!  
 
 

 
 
 α0 
 α 
 
 
 

 line α−=α
k
1

!  
 

 
Reaching the switching line, u changes its sign, so that the phase plane trace is switched to a 
parabola with reversed axis; as the number of torque switches increases, the trace gets closer and 
closer to the origin. k is then an index of the damping in the oscillations. However, rigorously, an 
infinite number of switchings are needed to reach exactly the origin in a general case. 
 
If we draw the two parabolas that pass through the origin, corresponding to positive and negative 
torque, since for 0α!  equal to zero we have: 
 

2

u2
1

α=α !  

we can consider the following switching curve: 
 

!
"
#

$
%
&

αα−α−= !!
u2

1
signuu max  

 
The phase plane portrait of the maneuver will then be: 
 

          α!  
 
 
 
                                               Switching line α0 α 

 
 
It can be shown that this is the minimum time maneuver. If the initial and final velocities are zero, 
the satellite accelerates at the maximum level for half the rotation, then decelerates at same level for 
the second half of the rotation. The sign of the control torque becomes a function of α and α! . 
 
Finally, if we want to consider a minimum fuel maneuver we should fix a maximum maneuver 
time. This can be seen as a minimum time maneuver with one intermediate coast arc (at constant 
α! ) if the allowed maneuver time is greater than the minimum maneuver time for the same rotation. 
 

Si fijamos un tiempo ḿınimo y queremos gastar el ḿınimo
combustible (ejercicio):
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                                                                                 α!

α0

     α

 
 
In this case, the switching from one parabola to the other occurs in a finite time. Notice that if tmax is 
equal to the minimum time we would reduce the coast arc to zero and find again the minimum time 
solution. Fixing tmax becomes equivalent to fixing maxα! . 
 
The process just show is valid only if the rotation is around one principal axis; in other cases, the 
complete set of Euler equations should be used as system dynamics (and optimization dynamic 
constraint) and a closed form solution can no longer be found. 
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Maniobras con toberas: consideraciones prácticas

El procedimiento anaĺıtico estudiado no se podŕıa emplear si
no se pueden despreciar los términos no lineales (los
acoplamientos hacen que haya que estudiar toda la dinámica
simultáneamente). Es necesario usar cálculo de variaciones.
Por otro lado, en la práctica, es suficiente con garantizar que
las soluciones converjan siempre a un ciclo ĺımite
suficientemente próximo al origen (para evitar encender los
propulsores con demasiada frecuencia). Para ello se usan
zonas muertas e histéresis.
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Nonlinear control with constant thrust actuators 
 
Considering the dynamic behavior of a satellite projected in the phase plane, it is possible to set up 
a nonlinear controller decoupled for each axis. The control is based on a combination of the angle ϑ 
and its derivative dϑ. In particular, a nonlinear switch called “Schmitt trigger” activates the 
controller on the basis of the value of a variable ϑ+τdϑ. Assume, for example, that the value of 
ϑ+τdϑ is greater than a given limit uon. In this case the actuators would be switched on until the 
same variable ϑ+τdϑ falls below a second limit uoff. 
 

 

uon 

-uon 

uoff 

-uoff 

U 

ε 
2sI

1

⋅
 

1+τs 
ϑϑ !!" +=  

ϑ  cϑ  

+ 
- 

Schmitt trigger 

 
 
The values of uon, uoff can be determined considering the maximum allowable angular error ϑmax, 
the maximum admissible angular rate dϑmax and the time constant τ. With reference to the 
following figure, we must first of all consider the two parabolas passing from the points (±ϑmax,0), 
corresponding to the controlled dynamics with the maximum torque.  

 
 

ϑ!  

ϑ  

maxϑ!  

maxϑ!−  

maxϑ  

maxϑ−  

onu−=ε  

offu−=ε  onu=ε  

offu=ε  

lϑ  

 
 
Intersect the two parabolas with the horizontal lines at dϑmax, to identify ϑ1, the angle error at which 
the controller must be switched on in order to prevent the error from getting larger than ϑmax 

c

2
max

max1 2u
dϑ

ϑϑ −=  

 

Spacecraft Attitude Dynamics and Control Course notes 

61 

uc = M/I is still the control command. The switching curve to activate the controller must intercept 
the point (ϑ1, dϑmax) and have a slope equal to −1/τ. The value of τ can be tuned according to some 
performance requirements. The values of uon and uoff are then evaluated as: 
 

uon = τdϑ+ϑ1 
uoff = −τdϑ+ϑ1 

 
With symmetry considerations, the switching values for negative errors are determined. On the 
phase plane, in ideal conditions with no disturbance torque and sensor error, the satellite phase 
portrait must converge to a limit cycle bounded by the values −ϑmax/+ϑmax and −dϑmax/+dϑmax. 
The transient response for large initial errors will still converge to the same final limit cycle, 
provided the time constant τ is selected with the correct sign. The parameter τ has an influence on 
the way the phase portrait converges to the limit cycle. 
 

 
 
Considering the inevitable presence of sensor errors and delays in the activation of the actuators, the 
switching of the control will not be exactly on the desired switching lines. This means that the real 
limit cycle in the phase plane will be slightly different from the ideal one, as shown in the following 
example. 
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1. Notas RCS: control en tiempo mínimo y combustible mínimo

Supongamos la situación en la que se puede considerar ángulos y velocidades angulares iniciales pequeños, y se tiene un
conjunto de toberas para controlar la actitud.

En dicha situación, linealizando las ecuaciones, se llega a una ecuación del tipo

I↵̈ = M

para cada eje, donde ↵ es el ángulo de cada eje, I la inercia, M el par ejercido mediante toberas; si llamamos u = M/I ,
entonces

↵̈ = u

y además u sólo puede tomar los valores 0, u
max

, u
min

, donde para simplificar supondremos u
min

= �u
max

.

Resolviendo la ecuación, y suponiendo una condición inicial ↵0, ↵̇0, llegamos a:

↵̇(t) = ↵̇0 + tu,

↵(t) = ↵0 + t↵̇0 +
1

2
t2u,

y eliminando el tiempo de estas ecuaciones llegamos a

↵(t) = ↵0 +
↵̇(t)� ↵̇0

u
↵̇0 +

1

2

(↵̇(t)� ↵̇0)2

u

y desarrollando:

↵(t) = ↵0 +
1

2

↵̇2(t)� ↵̇2
0

u
que es la ecuación de una parábola.

1.1. Maniobra de combustible mínimo

Para fijar ideas, supongamos ↵̇0 = 0 y ↵0 > 0, y queremos conseguir ↵ = ↵̇ = 0 gastando el menor combustible. La idea
de la maniobra se plasma en la Figura 1: primero realizamos un tramo (1) aplicando �u

max

, hasta una velocidad angular
↵̇ = ��, luego un tramo (2) dejando que la propia dinámica disminuya el ángulo, y finalmente un tramo (3) aplicando
u
max

hasta llegar al origen.Spacecraft Attitude Dynamics and Control Course notes 
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                                                                                 α!

α0

     α

 
 
In this case, the switching from one parabola to the other occurs in a finite time. Notice that if tmax is 
equal to the minimum time we would reduce the coast arc to zero and find again the minimum time 
solution. Fixing tmax becomes equivalent to fixing maxα! . 
 
The process just show is valid only if the rotation is around one principal axis; in other cases, the 
complete set of Euler equations should be used as system dynamics (and optimization dynamic 
constraint) and a closed form solution can no longer be found. 

Figura 1: Maniobra de combustible mínimo

Llamando ↵1 al ángulo resultante tras la fase 1 y ↵2 al ángulo resultante tras la fase 2, así como t1, t2 y t3 a las duraciones
respectivas de cada fase, encontramos las siguientes ecuaciones.

Para la fase 1:

�� = 0� t1umax

! t1 =
�

u
max

,

↵1 = ↵0 �
1

2

�2

u
max

Para la fase 2:

↵2 = ↵1 � �t2 ! t2 =
↵1 � ↵2

�
,

1



Para la fase 3:

0 = �� + t3umax

! t3 =
�

u
max

,

0 = ↵2 �
1

2

�2

u
max

Por tanto para t2 obtenemos:

t2 =
↵1 � ↵2

�
=

↵0 � 1
2

�

2

u

max

� 1
2

�

2

u

max

�
=

↵0

�
� �

u
max

Y el tiempo total de la maniobra es:

t = t1 + t2 + t3 =
�

u
max

+
↵0

�
� �

u
max

+
�

u
max

=
↵0

�
+

�

u
max

Mientras que el tiempo que las toberas están encendidas es t1 + t3, es decir:

t1 + t3 = 2
�

u
max

.

Cuanto más pequeño �, menos combustible se emplea pero más se tarda en llegar. Por tanto, fijado el tiempo que se tarda
en llegar, se puede hallar � de la ecuación de t y luego calcular el tiempo que las toberas están encendidas.

1.2. Maniobra de tiempo mínimo

Si queremos llegar lo antes posible, será equivalente a hacer t2 = 0. Hallaríamos entonces �:

t2 =
↵0

�
� �

u
max

= 0 ! � =
p
↵0umax

y por tanto el tiempo mínimo sería:

t = t1 + t3 = 2
�

u
max

= 2

r
↵0

u
max

2
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Diseño de un ADCS

En las siguientes transparencias estudiaremos diferentes
consideraciones a la hora de diseñar un ADCS (considerando
tanto la parte de control como la de estimación).

En primer lugar estudiaremos los requisitos y com estos se
relacionan con otros subsistemas (trade-o↵s).

En base a los requisitos expondremos los métodos antes
vistos, que también se relacionarán con el tipo de
apuntamiento necesario (inercial o hacia Tierra).

Estudiaremos con más detalle los requisitos de maniobra y de
las cargas útiles.
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Diseño de un ADCS

Requisitos t́ıpicos de un ADCS

356 Spacecraft Subsystems 11.1 

TABLE 11-1. Control System Design ProCess. An iterative process is used for designing the 
ADCS as part of the overaU spacecraft system. 

Step Inputs Outputs RreSat Example 
1 a Define control Mission Us! of different control Orbit InJection: none-provlded modes requirements, modes during mission by launch vehicle 
1b. Deflneorderlve mission profile, (See Table 11-2) Normal: nadir pointing, system-level type of Insertion Requirements and < 0.1 deg; autonomous requirements for launch constraints determination (Earth-relatlve) by control vehicle (See Table 11-3) mode Optional slew: One 30 deg 

maneuver per month to 
a target of opportunity 

2. Select type Payload, Method for stabilizing and Momentum bles stabilization of spacecraft thermal and control: 3-axis, spinning, or with a pitch wheel, electro-control by power needs gravity gradient magnets for momentum attitude Orbit, pointing dumping, and optionally, control mode direction thrusters for slewing (Sec. 11.1.2) (shared with AV system Disturbance In navigation) environment 
3. Quantify Spacecraft Values for forces from Gravity gradient 1.8 x 1 N'm disturbance geometry, orbit, gravity gradient, magnetic normal pointing; 4.4 x 1 ()-5 N'm environment solar/magnetic aerodynamics, solar during target-ot-opportunlty (Sec. 11.1.3) models, mission pressure, Intemal mode 

prome disturbances, and powered Magnetic: 4.5 x 1 ()-5 N'm flight effects on control 
(cg offsets, slosh) Solar: 6.6 x 10-6 N'm 

Aerodynamic: 3.4 x 1 N'm 
4. Select and . Spacecraft Sensor suite: Earth, Sun, 1 Momentum wheel, slzeADCS geometry, Inertial, or other sensing Momentum: 40 N'm-s hardware pointing devices 2 Horizon sensors, (Sec. 11.1.4) accuracy, Control actuators, e.g., orbit conditions, Scannlng,O.1 deg accuracy 

mission reaction wheels, thrusters, 3 Electromagnets, 
requirements, or magnatlc torquers Dipole moment: 10 A·m2 
lifetime, orbit, Data processing 4 Sun sensors, pointing electronics, if any, or 
direction, processing requirements 0.1 deg accuracy 
slew rates for other subsystems or 1 3-axis magnetometer, 

ground computer 1 deg accuracy 
5. Define All of above Algorithms, parameters, . Determination: Horizon dala determination and logic for each filtered for pitch and roll. and control determination and control Magnetometer and Sun sensors algorithms mode used for yaw. 

Control: Proportlonal-plus-
derivative for pitch, Coupled roll-
yaw control with electromagnets 

6. Iterate and All of above Reflned requirements 
document and design 

Subsystem specification 

the spacecraft is on station, the payload pointing requirements usually 
dommate. These may require Earth-relative or inertial attitudes, and fixed or spinning 
fields of view. In addition, we must define the need for and frequency of attitude slew 
maneuvers. Such maneuvers may be necessary to: 

11.1 Attitude Determination and Control 357 

TABLE 11-2. Typical Attitude Control Modes. Performance requirements are frequently 
taUored to these different control operating modes. . 

Mode Description 

Orbit Period during and after boost while spacecraft Is brought to final orbit. OptIons 
Insertfon Include no spacecraft control, simple spin stabHlzatlon ofsoOd rocket motor, and full 

spacecraft control using liquid propulsion system. 
AcqUIsition Initial determination of attitude and stabilization of vehicle. Also may be used to 

recover from power upsets or emergencies. 
Normal, Used for the vast majority of the miSS/on. Requirements for this mode should drive 
On-StatJon system design. 
Slew Reorienting the vehicle when required. 
Contingency Used In emergencies if regular mode fans or Is disabled. May use less power or 
or Safe sacrifice normal operation to meet power or thermal constraints. 
SpecIal Requirements may be different for special targets or time periods, such as eclipses. 

TABLE 11-3. Typical AHltude Determination and Control Performance Requirements. 

Area 

Accuracy 

Range 

Accumcy 

Range 

Jitter 

Drift 

SettJJng 17me 

Requirements need to be specified for each mode. The following lists the areas of 
perfonmanca frequently specified. 

Definition· Examples/Comments 
DETERMINATION 

How well a vehicle's orientation with 0.25 deg, 3 0, all axes; may be real-time 
respect to an absolute reference Is known or post-processed on the ground 
Range of angular motion over which Any attitude within 30 deg of nadir 
accuracy must be met 

CONTROL 
How well the vehicle attitude can be 0.25 deg, 3 0; Includes determination and 
controlled with respect to a commanded control errors, may be taken with respect 
direction to an Inertial or Earth-fixed reference 
Range of angular motion over which All attitudes, within 50 deg of nadir, within 
control performance must be met 20 deg of Sun 
A specified angle bound or angular rate 0.1 deg over 1 min, 1 degls,1 to 20 Hz; 
limit on short-term, high-frequency motion usually specified to keep spacecraft 

motion from blurring sensor daIa 

A Omit on slow, low-frequency vehicle 1 deglhr, 5 deg max. Used when vehicle 
motion. Usually expressed as angleltlme. may drift off target with Infrequent resets 

(espectally If actual direction Is known) 
Specifies allowed time to recover from 2 deg max motion, decaying to < 0.1 deg 
maneuvers or upsets. In 1 min; may be used to Ifm!t overshoot, 

ringing, or nutation 

• DefInItIons vary with procuring and designing agencies, espectally In details (e.g., 1 or 3 0, amount of 
averaging or mterlng aUowed). " Is always best to define exactly what Is required. 

• Repoint the payload's sensing systems to targets of opportunity 
• Maneuver the attitude control system's sensors to celestial targets for attitude 

determination 
• Track stationary or moving targets 
• Acquire the desired satellite attitude initially or after a failure 
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Diseño de un ADCS

Estudio de los requisitos derivados de/hacia otros subsistemas358 Spacecraft Subsystems 

Mission 

o 0Ib1t? 
o Autonomy? 
o Mlsslon LIfII? 

o Earth-Pointing or Inertial-Pointing? 
o Control During .1 V Bums? 
o Separate Payload Platform? 
o AccuracyISlabDily Needs? 
o Slewing RequlJements? o Onboard Navigation Data Required? 

Thermai 
o Special 

Thermal 
Maneuvers 
Required? 

1 Power 

0 Special r oACSLoad 

3-lOOs __ R8QU_IaII_on-J0 

VB. PassIve 
StabDizallon 

Propulsion 

o On-orbit VB. Ground 
Determination 

o Sensor Selection 
Power 
o Solar Array 

Pointing 
Required? 

o Thruster Size 
o PropeOant Load 

o ActuatIon Devlce 
Selection 

o Computational 
ArchIIscIure 

o MInImum 
Impulse Bit 

° Communications 
o Antenna 

Pointing 
Accuracy 

Structures 
o Centero! 

Mass 
Constraints 

o Inertia 
ConstraInts 

o RexlbDily 
Constraints 

o Thruster 
Location 

o Sensor 
Mounting 

11.1 

FJg.11-2. The Impact of Mission Requirements and Other Subsystems on the ADCS 
Subsystem. Direction of arrows shows requirements flow from one 'subsystem to 
another. 

In most cases, we do not need to rotate the spacecraft quickly. But retargeting time 
may be critical for some applications. In either case, slewing mainly influences the 
choice and size of actuators. For example, the vehicle's maximum slew mte deter-
mines the thrusters' size or the reaction wheel's maximum torque. High-mte maneu-
vers may require other actuation systems, such as a second set of high-thrust reaction 
jets or perhaps control moment gyros. 

For FireSat, we assume that the launch vehicle places us in our final orbit, with no 
need for ADCS control during orbit insertion. The normal pointing requirement is 
0.1 deg, nadir-oriented. Attitude determination must be autonomous, providing Earth-
relative knowledge better than 0.1 deg (to support the pointing requirement) while the 
vehicle is within 30 deg of nadir. In addition to these basic requirements, we will 
consider an optional requirement for occasional of the spacecraft to a region 
of interest. We want to examine how such a requirement would influence the design, 
increasing the complexity and capability of the ADCS. For this option, we will assume 
the requirement to repoint the vehicle once every 30 days. It must repoint, or slew, up 
to 30 deg in under 10 min, and hold the relative nadir orientation for 90 min. 

11.1 Attitude Determination and Control 359 

11.1.2 Selection of Spacecraft Control Type 
Once we have defined the subsystem requirements, we are ready to select a method 

of controlling the spacecraft. Table 11-4 lists several different methods of control, 
along with typical chamcteristics of each. 

TABLE 11-4. Attitude Control Methods and Their Capabilities. As requirements become 
tighter, more complex control systems become necessary. 

Pointing Attitude Typical Ufetlme 
Type Options Maneuverability Accuracy Umlts 

Gravity-gradlent Earth local Very nmlted ±5 deg (2 axes) None 
vertical only 
Earth local Very limited :t5 deg (3 axes) ute of wheel 

and omentum vertical only bearings 
Bias Wheel 
pessJve Magnetic North/south only Very limited :t5 deg (2 axes) None 

Pure Spin InertlaDy fixed High propellant ±D.1 d:\to±1 degln Thrusterpropenant 
StabOlzaUon any direction usage to move stIfI 2 axes rorrtlonal (lfappOes)O 

Repaint with momentum vector to spin rate 
precession 
maneuvers 

Dual-5pin limited only by Momentum vector Same as above for Thruster propeDant 
StabOlzaUon articulation on same as above spin section (If appOes)" 

daspun platform Despun platform Despun dictated by ° Despln bearings 
constrained by Its payload reference 
own geometry and polnllng 

Bias Momentum Best suited for Momentum vector ±O.1 deg to ±1 deg PropeDant 
(1 wheel) local vertical of the bias wheel [lfappUes)* 

pointing pretersto= ute of sensor and normal to orb wheel bearings plane, constraining 
yaw maneuver 

Zero Momentum No constraints No constraints ±D.1 deg to ±5 deg PropeDant 
(thruster only) High rates possible 

Zero Momentum No constraints No constraints ±D.OO1 deg to ±1 deg =0 (3whesls) 
ute of sensor and 
wheel bearings 

Zero Momentum No constraints No constraints ±D.OO1 deg to ±1 deg PropeDant 
CMG High rates possible (If appDes)* 

ute of sensor and 
wheel bearings 

"Thrusters may be used for slewing and momentum dumping at an altitudes. Magnetic torquers may be 
used from LEO to GEO. 

Passive Control Techniques. Gravity-gradient control uses the inertial properties 
of a vehicle to keep it pointed toward the Earth. This relies on the fact that an elongated 
object in a gmvity field tends to align its longitudinal axis through the Earth's center. 
The torques which cause this alignment decrease with the cube of the orbit milius, and 
are symmetric around the nadir vector, thus not influencing the yaw of a spacecraft 
around the nadir vector. This tendency is used on simple spacecraft in near-Earth 
orbits without yaw orientation requirements, often with deployed booms to achieve the 
desired inertias. 
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11.1 

FJg.11-2. The Impact of Mission Requirements and Other Subsystems on the ADCS 
Subsystem. Direction of arrows shows requirements flow from one 'subsystem to 
another. 

In most cases, we do not need to rotate the spacecraft quickly. But retargeting time 
may be critical for some applications. In either case, slewing mainly influences the 
choice and size of actuators. For example, the vehicle's maximum slew mte deter-
mines the thrusters' size or the reaction wheel's maximum torque. High-mte maneu-
vers may require other actuation systems, such as a second set of high-thrust reaction 
jets or perhaps control moment gyros. 

For FireSat, we assume that the launch vehicle places us in our final orbit, with no 
need for ADCS control during orbit insertion. The normal pointing requirement is 
0.1 deg, nadir-oriented. Attitude determination must be autonomous, providing Earth-
relative knowledge better than 0.1 deg (to support the pointing requirement) while the 
vehicle is within 30 deg of nadir. In addition to these basic requirements, we will 
consider an optional requirement for occasional of the spacecraft to a region 
of interest. We want to examine how such a requirement would influence the design, 
increasing the complexity and capability of the ADCS. For this option, we will assume 
the requirement to repoint the vehicle once every 30 days. It must repoint, or slew, up 
to 30 deg in under 10 min, and hold the relative nadir orientation for 90 min. 

11.1 Attitude Determination and Control 359 

11.1.2 Selection of Spacecraft Control Type 
Once we have defined the subsystem requirements, we are ready to select a method 

of controlling the spacecraft. Table 11-4 lists several different methods of control, 
along with typical chamcteristics of each. 

TABLE 11-4. Attitude Control Methods and Their Capabilities. As requirements become 
tighter, more complex control systems become necessary. 

Pointing Attitude Typical Ufetlme 
Type Options Maneuverability Accuracy Umlts 

Gravity-gradlent Earth local Very nmlted ±5 deg (2 axes) None 
vertical only 
Earth local Very limited :t5 deg (3 axes) ute of wheel 

and omentum vertical only bearings 
Bias Wheel 
pessJve Magnetic North/south only Very limited :t5 deg (2 axes) None 

Pure Spin InertlaDy fixed High propellant ±D.1 d:\to±1 degln Thrusterpropenant 
StabOlzaUon any direction usage to move stIfI 2 axes rorrtlonal (lfappOes)O 

Repaint with momentum vector to spin rate 
precession 
maneuvers 

Dual-5pin limited only by Momentum vector Same as above for Thruster propeDant 
StabOlzaUon articulation on same as above spin section (If appOes)" 

daspun platform Despun platform Despun dictated by ° Despln bearings 
constrained by Its payload reference 
own geometry and polnllng 

Bias Momentum Best suited for Momentum vector ±O.1 deg to ±1 deg PropeDant 
(1 wheel) local vertical of the bias wheel [lfappUes)* 

pointing pretersto= ute of sensor and normal to orb wheel bearings plane, constraining 
yaw maneuver 

Zero Momentum No constraints No constraints ±D.1 deg to ±5 deg PropeDant 
(thruster only) High rates possible 

Zero Momentum No constraints No constraints ±D.OO1 deg to ±1 deg =0 (3whesls) 
ute of sensor and 
wheel bearings 

Zero Momentum No constraints No constraints ±D.OO1 deg to ±1 deg PropeDant 
CMG High rates possible (If appDes)* 

ute of sensor and 
wheel bearings 

"Thrusters may be used for slewing and momentum dumping at an altitudes. Magnetic torquers may be 
used from LEO to GEO. 

Passive Control Techniques. Gravity-gradient control uses the inertial properties 
of a vehicle to keep it pointed toward the Earth. This relies on the fact that an elongated 
object in a gmvity field tends to align its longitudinal axis through the Earth's center. 
The torques which cause this alignment decrease with the cube of the orbit milius, and 
are symmetric around the nadir vector, thus not influencing the yaw of a spacecraft 
around the nadir vector. This tendency is used on simple spacecraft in near-Earth 
orbits without yaw orientation requirements, often with deployed booms to achieve the 
desired inertias. 
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TABLE 11-7. Slewing 'Requirements That Affect Control Actuator Selection. Spacecraft 
slew agUity can demand larger actuators for Intermittent use. 

Slewing Effect on Spacecraft Effect on ADCS 
None Spacecraft constrained to • Reaction wheels, if planned, can be 

one attitude-hlghly srnaJler 
improbable • If magnetic torque can dump momentum, 

may not need thrusters 
Nominal rates- Minimal • Thrusters very Dkely 0.05 deg/s (maintain • Reaction wheels adequate by local verUcaI) to themselves only for a few special cases 0.5deg/s 
High rates- • Structural impact on • Control moment gyros very likely or two > O.5deg/s appendages thruster force levels-one for 

• Weight and cost Increase stationkeeplng and one for high-rate 
maneuvers 

Trade studies on pointing requirements must consider accuracy in determining 
attitude and controlling vehicle pointing. We must identify the most stringent require-
ments. Table 11-8 summarizes effects of accuracy requirements on the spacecraft's 
ADCS subsystem approach. Section 5.4 discusseS how to develop pointing budgets. 

FireSat Control Selection. For FireSat, we consider two options for orbit insertion 
control. Frrst, the launch vehicle may directly inject the spacecraft into its mission 
orbit. This common option simplifies the spacecraft design, since no special insertion 
mode is needed. An alternate approach, useful for small spacecraft such as FrreSat, is 
to use a monopropellant system on board the spacecraft to fly itself up from a low park-
ing orbit to its final altitude. For small insertion motors, reaction wheel torque or 
momentum bias stabilization may be sufficient to control the vehicle during this bum. 
For larger motors, AV thruster modulation or dedicated ADCS thrusters become 
attractive. 

Once on-station, the spacecraft must point its sensors at nadir most of the time and 
slightly off-nadir for brief periods. Since the payload needs to be despun and the space-
craft frequently reoriented, spin stabilization is not the best choice. Gravity-gradient 
and passive magnetic control cannot meet the 0.1 deg pointing requirement or the 
30 deg slews. This leaves 3-axis control and momentum-bias stabilization as viable 
options for the on-station control as well. 

Depending on other factors, either approach might work, and we will baseline 
momentum bias control with its simpler hardware requirements. In this case, we will 
use a single pitch wheel for momentum and electromagnets for momentum dumping 
and roll and yaw control. 

For the optional off-nadir pointing requirement, 3-axis control with reaction wheels 
might be more appropriate. Also, 3-axis control often can be exploited to simplify the 
solar array design, by using one of the unconstrained payload axes (yaw, in this case) 
to replace a solar array drive axis. Thus, the reduced array size possible with 2 deg of 
freedom can be achieved with one array axis drive and one spacecraft rotation. 

11.1.3 Quantify the Disturbance Environment 
In this step, we determine the size of the external torques the ADCS must tolerate. 

Only three or four sources of torque matter for the typical Earth-orbiting spacecraft. 
They are gravity-gradient effects, magnetic-field torques on the vehicle, impingement 

11.1 Attitude Determination and Control 365 

TABLE 11-8. Effect of Control Accuracy on Sensor Selection and ADCS Design. Accurate 
pointing requires better, higher cost, sensors, and actuators. 

Required 
Effect on Accuracy 

(3a) Spacecraft Effect on ACCS 

>5deg • Permits major cost savings WIthout attitude determinatIon 
• Permits gravity.gradlent (GG) • No sensors required for GG stablDzation 

stabilization • Boom motor, GG damper, and a bias 
momentum wheel are only required actuators 

Wlfh attitude determinatIon 
• Sun sensors & magnetometer adequate for 

attitude determination at 2 deg 
• Higher accuracies may require star trackers or 

horizon sensors 

1 deg to • GG not feasible • Sun sensors and horizon sensors inay be 
5deg • Spin stabilization feasible H adequate for sensors, especiaDy a spinner 

stiff, Inertlally fixed attitude Is • Accuracy for 3-axIs stabilization can be met with 
acceptable RCS deadband control but reaction wheels will 

• Payload needs may require save propellant for long missions 
despun platform on spinner • Thrusters and damper adequate for spinner 

• 3-axls stabilization wDl work actuators 
• Magnetic torquers (and magnetometer) useful 

0.1 deg to • 3-axls and momentum-bias • Need for accurate attitude reference leads to 
1 deg stabilization feastble star tracker or horizon sensors & possibly gyros 

• Dual-spin stabirlzation also • Reaction wheels typical with thrusters for 
feasible momentum unloading and coarse control 

• Magnetic torquers feasible on light vehicles 
(magnetometer also required) 

<0.1 deg • 3-axIs stabilization Is • Same as above for 0.1 deg to 1 deg but needs 
necessary star sensor and better class of gyros 

• May require articulated & • Control laws and computational needs are more 
vibration-isolated payload complex 
platform with separate sensors • AeXlble body performance very Important 

by solar-radiation, and, for low-altitude orbits, torques. 8.1 
discusses the Earth environment in detail, and Chap. 10 and.SIDger [1964] F,,!-de a 
discussion of disturbances. Tables 11-9A and 11-9B summanze the four major distur-
bances, provide equations to estimate their size for the worst case, and calculate values 
for the FrreSat example. . 

Disturbances can be affected by the spacecraft orientation, mass properties, and 
design symmetry. For the normal FrreSat orientation, the torque is due to th.e 
residual magnetism in the spacecraft. If, however, we use the optional off-nadir 
pointing, the gravity-gradient torque increases over an of become 
as large as the magnetic torque. Note that we use 1 deg ID the graVIty-gradient calc?-
lations, rather than the 0.1 deg pointing accuracy. This is to account for our uncertain 
knowledge of the principal axes. If the principal axes are off by several degrees, 
angle may dominate in the disturbance calculations. We also note a less symmetriC 
solar array arrangement would have increased both the aerodynamtc and solar torques, 
making them closer to the magnetic torque in this example. 
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TABLE 11-7. Slewing 'Requirements That Affect Control Actuator Selection. Spacecraft 
slew agUity can demand larger actuators for Intermittent use. 

Slewing Effect on Spacecraft Effect on ADCS 
None Spacecraft constrained to • Reaction wheels, if planned, can be 

one attitude-hlghly srnaJler 
improbable • If magnetic torque can dump momentum, 

may not need thrusters 
Nominal rates- Minimal • Thrusters very Dkely 0.05 deg/s (maintain • Reaction wheels adequate by local verUcaI) to themselves only for a few special cases 0.5deg/s 
High rates- • Structural impact on • Control moment gyros very likely or two > O.5deg/s appendages thruster force levels-one for 

• Weight and cost Increase stationkeeplng and one for high-rate 
maneuvers 

Trade studies on pointing requirements must consider accuracy in determining 
attitude and controlling vehicle pointing. We must identify the most stringent require-
ments. Table 11-8 summarizes effects of accuracy requirements on the spacecraft's 
ADCS subsystem approach. Section 5.4 discusseS how to develop pointing budgets. 

FireSat Control Selection. For FireSat, we consider two options for orbit insertion 
control. Frrst, the launch vehicle may directly inject the spacecraft into its mission 
orbit. This common option simplifies the spacecraft design, since no special insertion 
mode is needed. An alternate approach, useful for small spacecraft such as FrreSat, is 
to use a monopropellant system on board the spacecraft to fly itself up from a low park-
ing orbit to its final altitude. For small insertion motors, reaction wheel torque or 
momentum bias stabilization may be sufficient to control the vehicle during this bum. 
For larger motors, AV thruster modulation or dedicated ADCS thrusters become 
attractive. 

Once on-station, the spacecraft must point its sensors at nadir most of the time and 
slightly off-nadir for brief periods. Since the payload needs to be despun and the space-
craft frequently reoriented, spin stabilization is not the best choice. Gravity-gradient 
and passive magnetic control cannot meet the 0.1 deg pointing requirement or the 
30 deg slews. This leaves 3-axis control and momentum-bias stabilization as viable 
options for the on-station control as well. 

Depending on other factors, either approach might work, and we will baseline 
momentum bias control with its simpler hardware requirements. In this case, we will 
use a single pitch wheel for momentum and electromagnets for momentum dumping 
and roll and yaw control. 

For the optional off-nadir pointing requirement, 3-axis control with reaction wheels 
might be more appropriate. Also, 3-axis control often can be exploited to simplify the 
solar array design, by using one of the unconstrained payload axes (yaw, in this case) 
to replace a solar array drive axis. Thus, the reduced array size possible with 2 deg of 
freedom can be achieved with one array axis drive and one spacecraft rotation. 

11.1.3 Quantify the Disturbance Environment 
In this step, we determine the size of the external torques the ADCS must tolerate. 

Only three or four sources of torque matter for the typical Earth-orbiting spacecraft. 
They are gravity-gradient effects, magnetic-field torques on the vehicle, impingement 

11.1 Attitude Determination and Control 365 

TABLE 11-8. Effect of Control Accuracy on Sensor Selection and ADCS Design. Accurate 
pointing requires better, higher cost, sensors, and actuators. 

Required 
Effect on Accuracy 

(3a) Spacecraft Effect on ACCS 

>5deg • Permits major cost savings WIthout attitude determinatIon 
• Permits gravity.gradlent (GG) • No sensors required for GG stablDzation 

stabilization • Boom motor, GG damper, and a bias 
momentum wheel are only required actuators 

Wlfh attitude determinatIon 
• Sun sensors & magnetometer adequate for 

attitude determination at 2 deg 
• Higher accuracies may require star trackers or 

horizon sensors 

1 deg to • GG not feasible • Sun sensors and horizon sensors inay be 
5deg • Spin stabilization feasible H adequate for sensors, especiaDy a spinner 

stiff, Inertlally fixed attitude Is • Accuracy for 3-axIs stabilization can be met with 
acceptable RCS deadband control but reaction wheels will 

• Payload needs may require save propellant for long missions 
despun platform on spinner • Thrusters and damper adequate for spinner 

• 3-axls stabilization wDl work actuators 
• Magnetic torquers (and magnetometer) useful 

0.1 deg to • 3-axls and momentum-bias • Need for accurate attitude reference leads to 
1 deg stabilization feastble star tracker or horizon sensors & possibly gyros 

• Dual-spin stabirlzation also • Reaction wheels typical with thrusters for 
feasible momentum unloading and coarse control 

• Magnetic torquers feasible on light vehicles 
(magnetometer also required) 

<0.1 deg • 3-axIs stabilization Is • Same as above for 0.1 deg to 1 deg but needs 
necessary star sensor and better class of gyros 

• May require articulated & • Control laws and computational needs are more 
vibration-isolated payload complex 
platform with separate sensors • AeXlble body performance very Important 

by solar-radiation, and, for low-altitude orbits, torques. 8.1 
discusses the Earth environment in detail, and Chap. 10 and.SIDger [1964] F,,!-de a 
discussion of disturbances. Tables 11-9A and 11-9B summanze the four major distur-
bances, provide equations to estimate their size for the worst case, and calculate values 
for the FrreSat example. . 

Disturbances can be affected by the spacecraft orientation, mass properties, and 
design symmetry. For the normal FrreSat orientation, the torque is due to th.e 
residual magnetism in the spacecraft. If, however, we use the optional off-nadir 
pointing, the gravity-gradient torque increases over an of become 
as large as the magnetic torque. Note that we use 1 deg ID the graVIty-gradient calc?-
lations, rather than the 0.1 deg pointing accuracy. This is to account for our uncertain 
knowledge of the principal axes. If the principal axes are off by several degrees, 
angle may dominate in the disturbance calculations. We also note a less symmetriC 
solar array arrangement would have increased both the aerodynamtc and solar torques, 
making them closer to the magnetic torque in this example. 
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In a zero-momentum system, reaction wheels respond to disturbances on the vehi-
cle. For example, a vehicle-pointing error creates a signal which speeds up the wheel, 
initially at zero. This torque corrects the vehicle and leaves the wheel spinning at low 
speed, until another pointing error speeds the wheel further or slows it down again. If 
the disturbance is cyclic during each orbit, the wheel may not approach saturation 
speed for several orbits. Secular disturbances, however, cause the wheel to drift toward 
saturation. We then must apply an external torque, usually with a thruster or magnetic 
torquer, to force the wheel speed back to zero. This process, called desaturation, 
momentum unloading, or momentum dumping, can be done automatically or by com-
mand from the ground. 

When high torque is required for large vehicles or fast slews, a variation of 3-axis 
control is possible using control moment gyros, or CMGs. These devices work like 
momentum wheels on gimbals. (See Sec. 11.1.4 for a further discussion of CMOs.) 
The control of CMOs is complex, but their available torque for a given weight and 
power can make them attractive. . 

As a final type of zero momentum 3-axis control, simple all-thruster systems are 
used for short durations when high torque is needed, such as orbit insertion or during 
Il V bums from large motors. These thrusters then may be used for different purposes 
such as momentum dumping during other mission modes. 

Momentum bias systems often have just one wheel with its spin axis mounted along 
the pitch axis, normal to the orbit plane. The wheel is run at a nearly constant, high 
speed to provide gyroscopic stiffness to the vehicle, just as in spin stabilization, with 
similar nutation dynamics. Around the pitch axis, however, the spacecraft can control 
attitude by torquing the wheel, slightly increasing or decreasing its speed. Periodically, 
the pitch wheel must be desaturated (brought back to its nominal speed), as in zero-
momentum systems, using thrusters or magnets. 

The dynamics of nadir-oriented momentum-bias vehicles exhibit a phenomenon 
known as roll-yaw coupling. To see this coupling, consider an inertially-fixed angular 
momentum vector at some angle with respect to the orbit plane. If the angle is initially 
a positive roll error, then 1/4 orbit later it appears purely about the yaw axis as a 
negative yaw error. As the vehicle continues around the orbit, the angle goes through 
negative roll and positive yaw before realigning as positive roll. This coupling, which 
is due to the apparent motion of the Earth and, therefore, the Earth-fixed coordinate 
frame as seen from the spacecraft, can be exploited to control roll and yaw over a quar-
ter orbit using only a roll sensor. 

Effects of Requirements on Control Type. With the above knowledge of control 
types, we can proceed to select a type which best meets mission requirements. Tables 
11-5 through 11-7 describe the effects of orbit insertion, payload pointing, and payload 
slew requirements on the selection process. 

A common control approach during orbit insertion is to use the short-term spin 
stability of the spacecraft-orbit-insertion motor combination. Once on station, the 
motor may be jettisoned, the spacecraft despun using jets or a yo-yo device, and a 
different control technique used. 

Payload pointing will influence the ADCS control method, the class of sensors, and 
the number and kind of actuation devices. Occasionally, pointing accuracies are so 
stringent that a separate, articulated platform is necessary. An articulated platform can 
perform scanning operations much easier than the host vehicle, with better accuracy 
and stability. 

11.1 Attitude Determination and Control 

TABLE 11-5. Orbit Transition Maneuvers and Their Effect. Using thrusters to change orbits 
creates special chilllenges for the ADCS. 

Requirement Effect on Spacecraft Effect on ADOS 
'Uirge Impulse to 
complete orbit Insertion 

Solid motor or large 
blpropellant stage. 
Large thrusters or a 
glmbale.d engine or spin 
steblrrzation for attitude 
control during bums 

lne.rtIaI measurement unit for accurate 
reference and velocity me.asurement 
Different actuators, sensors, and control 
laws for bum vs. coasting phases 

(thousands of mls) 

Ne.e.d for navigation or guidance ' 

On-orblt plane 
changes to me.et 
payload ne.eds or 
vehicle operations 
(hundreds of mls) 

More thrusters, but may be 
enough If coasting phase 
uses thrusters 

Separate control law for thrusting 
Actuators sized for thrusting disturbances 
Onboard attitude reference for thrusting 
phase 

Orbit maintenance 
trim maneuvers 

One set of thrusters Thrusting control law 
Onboard attitude reference 

«100 mls) 

TABLE 11-6. Effect of Payload Pointing DIrections on ADCS DesIgn. The payload pointing 
requirements are usually the most Important factors for determining the type of 
actuators and sensors. 

Requirement 
Earth-pointing 
• Nadir (Earth) 
pointing 

• Scanning 
• Off-nadir 
pointing 

Inert/al 
pointing 
·Sun 
• Celestial 
targets 

• Payload 
targets of 
opportunity 

Effect on Spacecraft 
• Gravity-gradle.ntflne 

for low accuracies 
(>1 de.g) only 

• 3-axIs stebDlzation 
acceptable with 
Earth local vertical 
reference 

• Spin stebDization 
fine for me.cllum 
accuracies with few 
attitude maneuvers 

• Gravity gradient 
does not apply 

• 3-axIs control Is 
most versatile for 
frequent 
reorientations 

Effect on ADCS 
If gravify-gradlent 
• Booms, dampers, Sun sensors, magne.tometer or 

horizon sensors for attitude determination 
• Momentum whe.el for yaw control 
lfS-axis 
• Horizon sensor for local vertical reference 

(pitch and rolQ 
• Sun or star sensor for third-axis reference and 

attitude determination 
• Re.actlon whe.els, momentum whe.els, or control 

moment gyros for accurate pointing and propellant 
conservation 

• Reaction control system for coarse control and 
momentum dumping 

• Magnetic torque.rs can also dump momentum 
• lne.rtIaI me.asurement unit for mane.uvers and 

attitude determination 
If spin 
• Payload pointing and attItUde sensor operations 

limited without despun platform 
• Ne.e.ds thrustars to reorient momentum ve.ctor 
• Requires nutation damping 
lf3-aJds 
• Typically, sensors Include Sun sensors, star tracker, 

and inertial meesurament unit 
• Reaction whe.els and thrusters are typical actuators 
• May require articulate.d payload 

(e.g., scan platfprm) 
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Diseño de un ADCS

Con estas ideas se puede al menos tener una idea del tipo de
actuadores y sensores necesarios, en base al tipo de sensor y
requisito.

Para más ideas de diseño inicial, se recomienda el libro ”Space
Mission Analysis and Design”, de Wertz/Everett/Puschell.

Una vez elegidos los sistemas, es necesario probar
(inicialmente en simulación) los algoritmos de estimación,
determinación y control que hemos estudiado a lo largo de la
asignatura, y comprobar que al menos en simulación se
cumplen los requisitos.

T́ıpicamente se analiza el comportamiento de los sistemas
frente a perturbaciones con simulaciones de Monte Carlo
(muchas simulaciones con diferentes perturbaciones “al
azar”).

Una vez se tiene el hardware real, se pueden realizar
simulaciones HIL (Hardware in the Loop).
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