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Conceptos basicos

Introduccidn a la Dinamica de la Actitud ==l e e v il

Introduccion |

m La mayor parte de los vehiculos espaciales tienen instrumentos
o antenas que deben apuntar en una direccién. Por ejemplo:

Telescopios espaciales (Hubble).
Los satélites de comunicaciéon deben orientar sus antenas.
Los paneles solares deben maximizar su exposicién al Sol.
Las cadmaras de fotografia deben apuntar a una localizacién.
Los radiadores deben estar orientados al espacio profundo.
Las toberas propulsivas de un vehiculo espacial deben estar
correctamente alineadas.

m Otros instrumentos o sensores cientificos.
m Ademas existen otro tipo de requisitos:

m Telescopios espaciales (Hubble).

m Seguimiento de objetivos.

m Direcciones prohibidas (p.ej. la direccién del Sol para éptica

sensible).

m La orientacién de un vehiculo espacial (respecto a otro
sistema de referencia de interés, p.ej. inercial o los ejes 6rbita) =
se denomina actitud. 214
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Introduccion |l

m El subsistema encargado de conocer y controlar la actitud, es
el Sistema de Determinacién y Control de Actitud, en inglés
ADCS (Attitude Determination and Control System) cuyas
funciones basicas son:

m Determinar la actitud actual o instantanea, a partir de las
medidas de los sensores y el conocimiento de la actitud previo

(problema de estimacién).
m Emplear los actuadores disponibles para estabilizar la actitud y
corregir posibles desviaciones respecto a una actitud deseada

(problema de control).

m Otras funciones posibles:

m Generar maniobras de actitud, por ejemplo, para pasar de una
actitud inicial a una final deseada (problema de transferencia

de actitud)
m Seguir un objetivo (problema de seguimiento o tracking).

(me
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Conceptos basicos

Introduccidn a la Dinamica de la Actitud ==l e e v il

Representacion y Cinematica de la Actitud

m Bajo la hipdtesis de sélido rigido, la
actitud queda determinada especificando
la orientacidn de los ejes cuerpo respecto
a otros ejes de interés.

m Por ejemplo, los ejes dérbita tal como se
muestra en la figura, cuya definicién
depende de la érbita concreta.

m La relacién entre dos sistemas de
referencia se puede representar de varias
formas, usando matrices, dngulos de
Euler u otros objetos matematicos.

m La cinemdtica de la actitud son un conjunto de relaciones (en
forma de ecuaciones diferenciales) entre la velocidad angular
del vehiculo, &, y su actitud, representada mediante
cualquiera de los métodos que se veran.
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Conceptos basicos

Introduccidn a la Dinamica de la Actitud ==l e e v il

Dinamica de la Actitud

m La dinamica de la actitud relaciona la velocidad angular del
vehiculo con los momentos de las fuerzas que actiian en él, y
se basa en el teorema del momento cinético; las ecuaciones
diferenciales resultantes se denominan Ecuaciones de Euler.

m El movimiento de un sélido en rotacién libre (sin momentos)
es la solucién mas simple de estas ecuaciones (analitica en el
caso axilsimétrico); se trata de una precesién del eje de
rotacion alrededor de un eje fijo.

m Un sélido que se encuentra en rotacidon y se somete a un
momento constante no reacciona de una forma “intuitiva”
sino que sufre perturbaciones en su rotacién inicial,
provocandose movimientos de precesion y nutacion.

m Esta resistencia a momentos perturbadores se denomina
rigidez giroscopica. Es la base de funcionamiento de las
peonzas.
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Conceptos basicos

Introduccidn a la Dinamica de la Actitud sl e v Cemival

Estabilidad de sdlidos en rotacion

m Para el sélido de la figura, h = I, b =1,, K = I son

Z los momentos principales de inercia (dada la forma del
sélido). Ademads /1 > k > |5 por las dimensiones
MINOR aparentes en la figura, luego el eje x es el eje mayor

de inercia, el y el eje intermedio, y el z el eje menor

m Se demuestra que si el sélido rota alrededor del eje
mayor o del eje menor, estas rotaciones son estables
X | MAJOR (realmente son neutralmente estables: cuando la
rotacion es perturbada, la perturbacién no crece).
m Sin embargo si la rotacién es alrededor del eje intermedio,
dicha rotacién es inestable (una perturbacién se amplificaria y
el eje instantdneo de rotacién se alejaria del eje intermedio).
m Estos resultados cambian en presencia de disipacion de

INTERMEleTE
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o

energia (que siempre existe): El eje menor es inestable si o
existe disipacién de energia (Regla del Eje Mayor). =
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Conceptos basicos

Introduccidn a la Dinamica de la Actitud sl e v Cemival

Sputnik vs. Explorer |

m El Sputnik fue lanzado en 1957

m El satélite estaba estabilizado por
rotacion en torno a su eje mayor.

EXPLORER 1

AMERICA'S FIRST EARTH™ SATELLITE

m El Explorer | fue lanzado en
1958, “estabilizado” por

m Los ingenieros de la NASA no eran
conscientes de este hecho, ni de la » _
regla del eje mayor (que no se puede rotacion en torno a su eje
deducir con un modelo de sélido menor. o
rigido).
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Sputnik vs. Explorer |l

mL ilizacidon en torno al eje menor : /-
a estabilizacion en torno al eje menor gy Tejgpay | (el primer satélite de

(rojo) no funciond. comunicacioens) fue lanzado en
m En pocas horas el Explorer 1 empezé a 1962.

girar en torno a su eje mayor (verde) o Foiahs estabilizado por rotacién

con un rn.owmlento b_a.sicante cadtico, en torno a su eje mayor, o

imposibilitando su mision. girando a 200 RPM. L
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Conceptos basicos

Introduccién a la Dinamica de la Actitud s llided v Ceral

Regla del Eje Mayor: Excepciones

m Esta rotacidn causa rigidez
giroscopica, que disminuye
mucho los errores causados por
una alineacién no perfecta entre
la direccidn deseada de
propulsién y la fuerza propulsiva

real.
m [ras el encendido, dicha
m El eje menor es inestable, pero el rotacién se detiene, por ejemplo
tiempo caracteristico de la CON UN Mecanismo yo-yo, O se
inestabilidad es lento (horas). permite que la propia dinamica
m Tipicamente se estabiliza por rotacién la transfiera a una rotacién en
en torno al eje menor en las dltimas torno al eje mayor.
etapas de los vehiculos lanzadores, m Ejemplo: Mars Odissey. o
antes de encender dichas etapas. =
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Conceptos basicos

Introduccidn a la Dinamica de la Actitud sl e v Cemival

Efecto de una rueda en la dinamica rotacional

7 m Una rueda, volante de inercia o rotor situada
en el interior o exterior del vehiculo y que se
encuentre en rotacidn, produce un efecto de

.ﬁ estabilizacién al proporcionar rigidez
giroscopica al conjunto.
Y

m Ademas, con una rueda se puede estabilizar
el eje intermedio, o el menor, incluso en
y | Platform presencia de disipacidon de energia.

m Ademds se pueden provocar rotaciones (maniobras) por
reaccion: si la rueda se acelera en un sentido, en ausencia de
momentos externos el vehiculo ha de girar en sentido contrario
debido a que el momento cinético total no puede cambiar.

m El ejemplo mas extremo de este principio es un CMG
(giréscopo de control de momentos); consiste en una rueda de

. . . ' . 7 . —
alta inercia y gran velocidad fija pero ejes méviles. L
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Ejemplos de Vehiculos Espaciales con volantes de inercia

m Satélites DSP (Defense Support
Program), son parte del sistema
de alerta temprana de USA.
Posee sensores infrarojos.

m Satélite Navstar (GPS).

m 4 volantes de inercia girando a varias
miles de RPM.

m Sistema auxiliar: RCS (hidrazina).

m Estabilizado por rotacién con un
volante de inercia.

)
I
S,
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Conceptos basicos

Introduccidn a la Dinamica de la Actitud sl e v Cemival

Gradiente gravitatorio (G?)

m La forma y distribucién mdasica no esférica de
un vehiculo espacial lo somete al llamado
momento gravitatorio, mientras circula en su
érbita, ya que F = ,um/r2.

m Por tanto existe una “fuerza restauradora”,
que tiende a hacer girar al vehiculo como un
péndulo, en torno a su posicidén de equilibrio.

m El “G?" se puede aprovechar para estabilizacién;
no obstante apenas proporciona estabilidad en
guinada. Por ello a veces se combina con un
volante de inercia.

m La Luna estd “estabilizada” por G2.

-

m El satélite Polar BEAR, estabilizado por gravedad, e
invertid su posicion de equilibrio. 12/14




Conceptos basicos

Introduccién a la Dinamica de la Actitud sl e v Cemival

Sistemas estabilizados en tres ejes

m Los satélites que tienen un sistema ADCS que controla
totalmente su actitud se denominan estabilizados en tres egjes.

m Por ejemplo, el sistema de control de actitud
del telescopio Hubble es uno de los sistemas
mas precisos jamas construidos por el hombre.

m El telescopio principal tiene que ser capaz de
mantener su posicion respecto a un blanco con
una precisién de 0.007 segundos de arco (el
ancho de un cabello humano visto a 1.5 km de
distancia).

m Un golfista con esa precision (y la fuerza necesaria) seria capaz
de realizar un “hoyo en uno” en un campo de golf en Malaga
efectuando la salida desde Moscu, 19 de cada 20 veces!

m El Hubble realiza su control de actitud en tres ejes empleando

ruedas de reaccidn y volantes de inercia. =
13 /14



Conceptos basicos

Introduccién a la Dinamica de la Actitud sl e v Cemival

Satélites agiles

m Los satélites de observacidon de la Tierra tienen
requisitos importantes de control de actitud.

m Los llamados “satélites agiles” estan preparados
para adquirir miultiples imagenes o incluso 3D
(tomadas dos veces desde angulos distintos).

m Por ejemplo la constelacidon Pleiades (2 satélites
del CNES, agencia espacial francesa) tiene

 otoma Supoon st capacidad de obtener imagenes con resolucion

[ < 1 m. en cualquier punto de la Tierral

Instrument

m Para sacar partido a la éptica es necesaria una

b ol o U enorme precisién en el control/determinacién de
{ o-starTrasker o actitud, pero también velocidad en las

" maniobras; esto se consigue con los CMG
(control moment gyros), star trackers y

[~ ]
FOG de alta resolucion. LR
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Matriz de cosenos directores

La actitud de un vehiculo. Formas de representacién A}ngulos de Euler

Angulo y eje de Euler. Cuaterniones. Otros

La actitud de un vehiculo

La actitud de un vehiculo es su orientacién respecto a un
cierto sistema de referencia.

Si el vehiculo es un sélido rigido, es suficiente conocer la
orientacién de un s.d.r. fijo al vehiculo (los ejes cuerpo).
El conjunto de rotaciones entre dos ejes se llama SO(3) o
grupo especial ortogonal de dimensién 3.

En aeronaves, los dangulos de Euler (cabeceo, guifiada y
alabeo) son la representacion clasica. Para vehiculos hay
muchas alternativas, que también pueden ser aplicados a

aeronaves, con diferentes ventajas e inconvenientes.

Estudiaremos varias representaciones diferentes de SO(3):
B Matriz de cosenos directores.

Angulos de Euler.

Angulo y eje de Euler.

Vector de rotacidén.

Cuaterniones.

Pardametros de Rodrigues (vector de Gibbs).

Parametros de Rodrigues modificados.

(me
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Matriz de cosenos directores

La actitud de un vehiculo. Formas de representacién A}ngulos de Euler

Angulo y eje de Euler. Cuaterniones. Otros

Caracteristicas de las representaciones de SO(3)

Cada representacion tiene sus ventajas y desventajas, que

seran comentadas.
Cada representacion de actitud viene definida por n
parametros.
m Si n = 3 se dice de la representaciéon que es minima (ya que 3
son los grados de libertad del problema).
m Si n > 3 existirdn n — 3 ligaduras sobre los parametros. Las
representaciones minimas siempre tienen algun tipo de
singularidades.

Si dos combinaciones de pardmetros representan la misma
actitud se dice que la representacion tiene ambiguedades. El
conjunto de parametros que habria que eliminar para evitar
ambiguedades a veces se llama “shadow set” o conjunto

sombra.

Veremos como pasar de una representacidon a otra y como
componer actitudes (pasar por sistemas de referencia
intermedios) en cada caso. 3

2 (me



Matriz de cosenos directores
La actitud de un vehiculo. Formas de representacién Angulos de Euler
Angulo y eje de Euler. Cuaterniones. Otros

Caracteristicas de las representaciones de SO(3)

m Otro aspecto interesante es la capacidad de generar
“caminos’ suaves de actitud, es decir un conjunto continuo de
giros que nos lleve de una actitud a otra.

m Finalmente, se habla de las interpretaciones pasiva y activa de
las transformaciones entre sistemas de referencia.

m La interpretacién pasiva (conocida también como “alias”)
consiste en considerar que los vectores se transforman a raiz
de que los sistemas de referencia lo hacen, pero en un sentido
opuesto. Por ejemplo si las direcciones x-y giran 45°, el vector
gira 45° en el sentido opuesto.

m La interpretacién activa (conocida com “alibi”) consiste en
considerar que son los propios vectores los que se transforman.

m Nosotros siempre consideraremos la interpretacion pasiva.

(me
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Matriz de cosenos directores

La actitud de un vehiculo. Formas de representacién A}ngulos de Euler
Angulo y eje de Euler. Cuaterniones. Otros

Matriz de cosenos directores (DCM) |

m Dado un sistema de referencia S (determinado por una base
de vectores unitarios (€, €,, €;) y otro S’ (determinado por
una base de vectores unitarios (&, €,/, €,/), la orientacién de
S’ respecto a S estd totalmente determinada por la matriz de

. / P - .
cambio de base Cg , que para un vector genérico vV permite
. G/ /I
cambiar de base: V° = C2 v>. Denotemos:

o/ €11 €12 <3
Cs = | 1 <2 o3
€31 €32 €33

m Obsérvese: & = C2'e2 = C2[100]" = [c11 o1 ca1]”

X

| Luego: 6_';/ . e} = (55,')T55’ = []. 0 O][C11 Co1 C31]T = (C11.

X X

m lgualmente:

21 = gy’ €x, Cc31 — Ez/ €x
a3 = €&y &, 3=€s €&, CP=€s &

S,
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Matriz de cosenos directores

La actitud de un vehiculo. Formas de representacién A}ngulos de Euler
Angulo y eje de Euler. Cuaterniones. Otros

Matriz de cosenos directores (DCM) Il

m Por tanto:
g _[&:& 33 @&
S =|4-a g5 e
e/'eX ez/ ey ezl‘ez

Z/ ) gX /

o~ S'\T
2! " €y ] = (CS )
/

F &

{
IINLIINL]

N
1)

y! z

m Y por tanto, puesto que C2 = (C2')~1, obtenemos que
C2 es ortogonal, es decir: (C2')™! = (C2')". También se
justifica el nombre “matriz de cosenos directores’ .

m Otra propiedad es det(C2) = 1. Esto se debe a que
1 = det(Id) = det((C2)(C2)™ 1) = det((C2)(C2)T) =
(det(CS,))z. Por tanto det(C2) = £1. El signo +

corresponde a los sistemas de referencia que son triedros
“a derechas’, que son los utilizados en la practica.
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Matriz de cosenos directores
La actitud de un vehiculo. Formas de representacién Angulos de Euler

Angulo y eje de Euler. Cuaterniones. Otros

Matriz de cosenos directores (DCM) ll|

m Es una representacién de la actitud con 9 pardmetros. Estos
pardmetros son dependientes entre si, es decir, las entradas de
la matriz C no pueden ser cualesquiera (la matriz ha de ser
ortogonal y con determinante +1). En particular debe haber 6
ligaduras que determinan que la matriz sea ortogonal.

m Supongamos que la actitud de S, respecto a S; viene dada
por Cgc'f y que la actitud de S3 respecto a S, viene dada por

ng. La actitud de S3 respecto a S7 viene dada por

Cgf = C5523 Cgf. Por tanto la “composicidn” de actitudes viene
dada por un simple producto matricial.
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Matriz de cosenos directores

La actitud de un vehiculo. Formas de representacién Angulos de Euler

Angulo y eje de Euler. Cuaterniones. Otros

Angulos de Euler |

En general una actitud se puede describir mediante tres
rotaciones, en ejes no consecutivos.
Por ejemplo, la rotaciéon clasica de aeronaves:
Y 0 (p
n— S— S — BFS
n /

>
Z yS XS

Existen otras posibilidades, mas aplicadas a vehiculos
espaciales:

s 25 ByBgrs s 8 Y BFS

X yS ZS/ Z XS ZSI

Existen hasta 12 posibles secuencias de dngulos de Euler para
representar la actitud.

El nimero de pardmetros de cada secuencia es siempre 3.

Se puede obtener la DCM a partir de los angulos de Euler
mediante multiplicacion de matricies de rotacién elementales.

Por ejemplo: CE(v,0,¢) = C&(p)C3 (0)C; (v).

(me
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Matriz de cosenos directores

La actitud de un vehiculo. Formas de representacién Angulos de Euler
Angulo y eje de Euler. Cuaterniones. Otros

Angulos de Euler Il

m En la figura, los angulos de Euler
clasicamente usados en aeronaves,
respecto a ejes Orbita.

m Primero, un giro alrededor del eje 3
(amarillo). Se denomina “guifiada”
(yaw).

m En segundo lugar, un giro alrededor del
eje 2 resultante (violeta). Se denomina
“cabeceo” (pitch).

m En tercer lugar, un giro alrededor del eje
1 resultante (rojo). Se denomina
“balance” (roll).

m Esta secuencia se denomina (3,2,1). Las
otras secuencias en la anterior diapositiva

son la (1,2,3) y la (3,1,3).

m La secuencia elegida depende de los
angulos de interés.

m Otras secuencias posibles:
(1,2,1), (1,3,1), (1,3,2),
(2,1,2), (2,1,3), (2,3,1),
(2,3,2), (3,1,2), (3,2,3). .

=,
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Matriz de cosenos directores
La actitud de un vehiculo. Formas de representacién Angulos de Euler

Angulo y eje de Euler. Cuaterniones. Otros

Angulos de Euler Il

m Como ya vimos, para el caso (¢, 0, p):

cOcy cOs —s6
C,? = —cpsy + spsbcy cpcy + spsOsy spch
spsy + cpsOcy —spcy + cpsfsyy  cpch

m Obsérvese que (180° + 1, 180° — 6,180° + ) es la misma
actitud que (1, 0, ©). Por ello se suelen limitar los
angulos, tipicamente 6 € [—90°,90°].

nss-% 5 “.BFS
Zn yS XS/
m Para obtener los dngulos de la DCM:
0 = — arcsen c33.
Con cos ) = ¢11/ cos b, sen1p = ¢/ cos ), obtener 1.
Con sen ¢ = ¢p3/ cos @, cosp = c33/ cos b, obtener .

m Para otros angulos de Euler, se obtienen relaciones
similares.

fme
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Matriz de cosenos directores

La actitud de un vehiculo. Formas de representacién Angulos de Euler

Angulo y eje de Euler. Cuaterniones. Otros

Angulos de Euler IV

Su mayor ventaja es su significado fisico.

No obstante, hay que tener cuidado a la hora de componer
dos actitudes.

Supongamos que la actitud de S> respecto a S; viene dada
por (11,01, 1) y que la actitud de S3 respecto a S, viene
dada por (12, 02, o). Denotemos como ()3, 03, v3) la actitud
de S3 respecto a S1. En general: 13 7& Y1 + Yo, 03 75 01 + 05,
p3 7 1+ 2.

Para obtener (13, 03, 3) hay que calcular los angulos de Euler
a partir de C2* = CZ* (2, 02, ¢2) C22 (Y1, 61, 1),

Por tanto es complicado operar con angulos de Euler.
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Matriz de cosenos directores
La actitud de un vehiculo. Formas de representacién Angulos de Euler
Angulo y eje de Euler. Cuaterniones. Otros

Angulo y eje de Euler |

m Teorema de Euler: “el movimiento mds general posible de un
sélido con un punto fijo es una rotacién alrededor de un tnico
eje”

m Nota: De momento consideramos la actitud en un instante de
tiempo concreto, es decir, no estudiamos cuando hay una
rotacion que cambia con el tiempo.

m Denominemos a un vector unitario en la direccién de dicho eje

(Eje de Euler) como €5,/ y a la magnitud de la rotacién
(Angulo de Euler) como 6.

m Por tanto ||€s,s/|| = 1y si escribimos é’g;s, = [ex & €], se
tiene que e2 + e}% +e2 =1.

m Dado un vector vV = [vy v, v,] definimos el operador v*

comao.
0 —Vz vy
\7>< = Vz 0 — Vx [
—vy Vy 0 ‘__!Ek
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Matriz de cosenos directores
La actitud de un vehiculo. Formas de representacién Angulos de Euler
Angulo y eje de Euler. Cuaterniones. Otros

Angulo y eje de Euler |l

m El operador v* sirve para escribir facilmente el producto
vectorial v X w, para cualquier vector w, en un sistema de
referencia dado S: (V x w)° = (V)" w*.

m Por tanto la actitud con el angulo y eje de Euler queda
representada con los parametros (55;5,, 0). i Como se puede
pasar de estos parametros a la DCM vy viceversa?

m Se tiene que

/ / / / X
C2 = cosfld + (1 — cos 0)5’;5/5,(5’5/5,)T —senf (e_’g/s,) .

Esta es la llamada férmula de Euler-Rodrigues. La

demostraremos mas adglante ,
m Por otro lado, dada C2', y calculando por un lado Tr(C2') y

por otro (C2')T — CZ', se obtiene:
Tr(CZ') — 1
2

(ef;s,) s 2se1n 0 ((Cg,)T B CSS/) 13/28

cosf) =




Matriz de cosenos directores
La actitud de un vehiculo. Formas de representacién Angulos de Euler
Angulo y eje de Euler. Cuaterniones. Otros

Angulo y eje de Euler |l

m Otra relacién entre el dngulo y el eje de Euler y la matriz de

cosenos directores viene dada por las propiedades algebraicas
de la DCM.

m En particular al ser la DCM ortogonal se puede demostrar que
siempre tiene el autovalor 1. Si C es la DCM, entonces el
autovector asociado al autovalor 1 es el eje de Euler € ya que

Ce=c¢e€.
m Por otro lado los otros dos autovalores de la DCM seran e’e,
—if
e 'Y,

m Esta es otra forma de obtener el angulo y eje de Euler,

simplemente calculando los autovalores y autovectores de la
DCM.

(me
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Matriz de cosenos directores

La actitud de un vehiculo. Formas de representacién A:\ngulos de Euler
Angulo y eje de Euler. Cuaterniones. Otros

Angulo y eje de Euler |V

m Por tanto se representa la actitud con cuatro pardmetros: tres
componentes de un vector unitario y un angulo. Estos
parametros tienen un claro significado fisico.

m Obsérvese que la actitud dada por (eS/S,,H) y por

(— e?;s, 360° — ) es exactamente la misma. Para evitar ésta

ambigiiedad, se restringe 6 al intervalo [0, 180°).

m La actitud inversa (la de S respecto a S’) vendrad dada por
(— eS,/S,H). Nota: Obsérvese que eg,/s = eg;s,

O Flnalmente si la actitud de S, respecto a S; viene dada por

e> ,01) y que la actitud de S3 respecto a 5> viene dada
Sl/Sé

por (e5 /s, ,02), si denotamos como (eS /s, ,03) la actitud de
S3 respecto a 51, viene dada por:

cos 03 = — cos 61 cos 0> + sen 01 sen 92(6’51 /Sy 552/53)
>3 - ! ( 01 cos 028 /. + cos 0 sen 028 /. + sen 67 sen Oo(&. X & )) o
651/53 = <o 93 sen U1 COos 2651/52 COs U7 sen 2652/53 seén U1 sen Uo 51/52 52/53 ._
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Vector de rotacion

m Una representacion de actitud minima se puede obtener
combinando el eje y el angulo de Euler en un dnico vector

—

6 = fe.

m Esta representacién es util porque fisicamente representaria la
velocidad angular que habria que mantener constante durante
un segundo para pasar de la actitud identidad a la actitud
actual.

m Por otro lado para giros “grandes” la representaciéon no es
muy adecuada; por ejemplo un giro de 0° y uno de 360°
fisicamente son iguales pero para el primero =0 y para el
segundo no estd bien definido.

m Por tanto es una representacidon que se reserva para analisis
tedricos o para angulos pequenos.
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La actitud de un vehiculo. Formas de representacién A}ngulos de Euler
Angulo y eje de Euler. Cuaterniones. Otros

Cuaterniones

m Los cuaterniones son una creacién de Hamilton (siglo XIX),
que los consideraba su mayor invento; pensé serian como el
“lenguaje universal” de la fisica. Pero fueron sustituidos
pronto por los vectores (Gibbs) y las matrices (Cayley).

m Recordemos que un nimero complejo z es como un “vector
2-D", que se puede escribir como z = x + iy. Los numeros
complejos de médulo 1 se pueden usar para representar una
rotacién 2-D, ya que si |z| = 1, se puede escribir z = ¢'?, y en
tal caso representa una rotacién 2-D de angulo 6.

m Los cuaterniones son una extensidon de los nimeros complejos
a "4 dimensiones’. Escribimos un cuaterniéon g como:

q = qo + iq1 + jg2 + kgs.

m En ocasiones gg se denomina la “parte escalar’ de g y se
define § = [q1 g2 g3]" como la “parte vectorial” de g.
Algunos autores (y STK) escriben g4 (al final del vector) en o
vez de qq.
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Algebra de cuaterniones |

m Para poder entender los cuaterniones es importante conocer
su algebra, es decir, como se opera con cuaterniones.

m Suma: la suma es componente a componente, es decir, dado
q=qo+iq+jg+kayq = qy+iqy +jg; + kg3, se tiene
que " =q+q = qp + iq]{ + jq, + kq3 viene dado por las
férmulas:

Go =G0+ Gy 91 = q1+0q;, 45 = q2+ g5, G3 = G3 + G-

m Producto: el producto es componente a componente,
conociendo las siguientes reglas de multiplicacion:
ixi=—1,ixj=k ixk=—j, jxi=—k, jxj=—1,
Jxk=1i kxi=j, kxj=—I, kxk=—-1.

m Se tiene la férmula de Hamilton: i xj x k = —1.

m Obsérvese que en general g x g’ # g’ % g: La multiplicacién no
es conmutativa! i

1828



La actitud de un vehiculo. Formas de representacién

Algebra de cuaterniones |l

Matriz de cosenos directores

A:\ngulos de Euler
Angulo y eje de Euler. Cuaterniones. Otros

m Forma matricial del producto: Es posible escribir el producto

2

m Forma “vectorial” del producto: qg == qé% —

/7.
do

//
d1

!/
ad>

!/
qds

B /
do

/

d1

/

d>

a3

q" = q' x g en forma matricial.

/
/
do
/
qs3
/

q'=q0q +qqd+3d xq
m Conjugado: Como para los nimeros complejos, dado

qg = qo + Iq1 + jg» + kg3 se define el conjugado de g como

q" = qo — Iq1 — jq2 — kgs.
m Mddulo: Se define el médulo de g = qg + ig1 + jgo + kg3 como

g|° = g*q* = qg + g7+ g5 + q§. Propiedad: |g* g
m Division: Se define la divisién usando el conjugado:

/ /T
—q> —dq3
/ /
—q3; Q4
/ /
d —q1
/ /
di do _

q/q=4d/q9%q*/q" = (qd' xq*)/|q|

do
d1
g2
q3

T =

q

q1

/|_ /|

lallq

)
I
S,
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Representacion de la actitud mediante cuaterniones |

Dada la actitud representada mediante el eje y angulo de
Euler, ey 0, se “codifica” dicha actitud en forma de
cuaterniones mediante:

go = cosf/2, g =senf/2¢€.

Obsérvese que si un cuaternién g representa una actitud,
entonces |q| = 1.

R 0 —q3 q2
Recordemos el operador g*: x = [ a0 —a ]
—q2 q1 0

Para pasar de la DCM C a cuaterniones, se utilizan las

v/ 1+Tr(C) y o 1 (CT— C)

férmulas: gp = 5 q° = 7
Para pasar de cuaterniones a DCM se utiliza la férmula de
Euler-Rodrigues para cuaterniones:

C= (95 —q"q)1d+24q" —2qoq".
También se puede girar un vector v sin calcular la matriz

C usando la formula: [ 9, ] = q* [ (l] x g L]

4 4
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Representacion de la actitud mediante cuaterniones ||

m Férmula de Euler-Rodrigues en forma matricial:

@+ 9 — a5 — a3 22(q1c§2 + 6120q3) ; 2(9193 — q0G2)
C(q) = 2(g9192 — 9093) 9 — 91 + 95 — a3 22(q2c§3 + qgcn) ,
2(q193 + q092) 2(g293 — qo0q1) a — 91 — 9> + a3

m Los cuaterniones son una representacion de la actitud que
requiere 4 parametros, con la relacién |g| = 1.

m Existe un problema de ambiguedad: g y —q representan la
misma actitud, ya que si g corresponde a (€, #), entonces
—q corresponde a (—¢&, 360 — 0).

m Tienen la desventaja de ser una representacion
matematica sin sentido fisico.

m Para pasar de la DCM a cuaterniones y viceversa no es

necesario usar formulas trigonométricas.

m Si gs/s representa la actitud de S’ respecto a Sy gsrg/
representa la actitud de S” respecto a S’, entonces gs s,
la actitud de S” respecto a S, se calcula como
ds's = Qs's * Gsrs (al revés que la DCM).
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Calculo de cuaterniones dados los angulos de Euler

m Obsérvese que:
m A los angulos de Euler (2, 0,0) les corresponde el cuaternién

gy = cosy/2 4+ ksen)/2.
m A los dngulos de Euler (0, 60,0) les corresponde el cuaternién

qo = cosf/2 + jsen/2.
m A los dngulos de Euler (0,0, ) les corresponde el cuaternién
d, = cos /2 + isen /2.
m Por tanto, a los dngulos de Euler (v, 8, ©) les correspondera el
cuaternion q = gy * g * G-
m Realizando el producto, se obtiene:

g = (cosvy/2cosf/2cosp/2+ senty/2senf/2senp/2)
+i(costp/2cos@/2sen /2 —sent)/2senf /2 cos p/2)
+j (cosp/2senf/2cos /2 4+ sentp/2cosf/2sen p/2)
+k (sent/2cos@/2cosp/2 —cosip/2senf/2senp/2). &

=,
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Cuaterniones: camino mas corto e interpolacion

m Dados dos cuaterniones qg y g1 que representan dos actitudes
diferentes, jse puede construir un “cuaternién de
interpolacién” continuo q(s) de forma que g(0) = qo vy
q(1) = q1?

m La forma de hacerlo es encontrar el cuaternién g, que
representa la actitud entre go y g1: g» = % *x q1 = qpq1. Este
cuaternién estard representado por un angulo 6 y eje de Euler

cosf/2

sen 9/25’] '

m La solucién del problema es formar el cuaterniéon q(s) como el
producto de qg y otro cuaternién con eje € y angulo sf, de
forma que cuando s = 0 es el cuaternién unidad (y por tanto
el producto es qg) y cuando s = 1 es @, de forma que el
producto es g:

€ de forma que gy = [

(me

q(s) = qo * [ Scezs&gsee//zz))g ]
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Parametros de Rodrigues |

m La representacién mediante pardmetros de Rodrigues (PR,
también llamada vector de Gibbs) se consigue a partir del
cuaternién, definiendo g = q%, obviamente sélo valido si
go > 0 (0 < 180°). Para recuperar el cuaternién a partir del
vector de Gibbs:

"éfH2 ___‘ éin _ 1 __‘78
a5 a5
Luego qo = Iﬂ*Hf por tanto:
+1 1
q = — | =
Vi+]gl? L8

NI

m En términos del eje y dangulo de Euler, g = €tan

S,
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Parametros de Rodrigues |

m La relacidn con la matriz de actitud es:
=X 22X =X

C:Id+2g1g & (1d—g")(1d+g*)"! = (1d+g*) "1 (1d—g>)

+ (1812
m Por otro lado, como gy = ~ 1+2Tr(c) y g° = 4—}70 (CT — C),
tendremos:
X 1 Ch - C
gxzq_:_z(CT_C):
qo 4q; 1+ Tr(C)

m La composicion de actitudes sigue una regla simple.Si gs/s
representa la actitud de S’ respecto a S y gsrg/ representa la
actitud de S" respecto a S’, entonces gsr g, la actitud de S”
respecto a S, se calcula como:

— — —

gsrs' + gs's — 8srst X gs's

1 —gsis- &8ss o
25 / 28
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Parametros de Rodrigues modificados

m La representacién mediante parametros de Rodrigues
modificados (PRM) es muy reciente (1962) pero también muy
popular. Similarmente a los PR se consigue a partir del
cuaternidn, definiendo p = 1fqo. Para recuperar el cuaternién
a partir del vector de Gibbs:

(12
1P~ =

=2
Luego qo = =217 Y por tanto:

+HF?
_ 1 [ 1—1pll° ]
1+ |12 2p

q

HID

m En términos del eje y angulo de Euler, p = étan

S,
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Parametros de Rodrigues modificados Il

m La relacidon con la matriz de actitud es:

€ -1 B A IBPE _ gy a5t
(1 +p11%)
m Comogy —q representan la misma actitud, también lo hacen
p = 1fq0 y p = 1_q i Cudl es la relacién entre ambos?
ol = {2 =
1+q  [7]?

—

m lLuegopy W representan la misma actitud. Por tanto

limitando ||p]| < 1 evitamos la falta de ambigliedad.

m La composicién de actitudes sigue una regla no tan simple
como para los PR. ps/s representa la actitud de S’ respecto a
Sy psrsr representa la actitud de S” respecto a S’, entonces
psrs, la actitud de S” respecto a S, se calcula como:

S (1 = llPsslI*)Bsrs' + (1 = |Bsrrst|I”)Bsrs — 2Psmsr X Psts o

Ps’’s = - > > -
1+ ||Ps:sl?llps s |I* — 2Ps:s - Psirs: ——
27 /28
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Cuaternidn de error

m Para linealizar ecuaciones de actitud con cuaterniones en
torno a un valor g, la formulacién cldsica “aditiva” g = g+ oq
no funciona, porque aunque g y 0q tengan médulo unidad, la
suma no tiene por qué tenerlo.

m Se utiliza una formulacién “multiplicativa” donde g = g x dq,
y donde 0q es el llamado cuaternién de error que debe estar

“cerca” del cuaternién unidad g =[1000]".

m 0q tiene 4 componentes pero realmente sélo 3 grados de
libertad; estos se codifican en un vector a “pequeno”
(equivalente a 2g):

= e | 7]

m Obsérvese que dq(a) tiene médulo unidad. Si es necesario
linealizar la anterior expresion se obtiene:

v

5q(3) ~ [ 5} , ]
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Determinacion de la actitud

m La determinacién (estatica) de actitud require del uso de
sensores de actitud y algoritmos apropiados a los sensores
disponibles.

m Los sensores de determinacién de actitud, en general son
sensores que determinan un vector v en los ejes cuerpo, es
decir, V2 (en realidad lo determinan en los “ejes sensor”, pero
la transformacién a ejes cuerpo es conocida). Ademas dicho
vector se supone conocido en los ejes de referencia (inerciales
u 6rbita), es decir, vN es conocido. Es necesario tener dos o
mas medidas simultaneas para poder resolver el problema sélo
con este tipo de sensores.

m M3as adelante veremos sensores que miden la velocidad
angular &8 para la estimacién dindmica de la actitud.

2 /34



Determinacién de la actitud: algoritmos
TRIAD y el problema de Wahba

Estimacion a partir de observaciones

En primer lugar consideramos el caso de que tenemos n (2 o
mas) sensores que determinan un vector v;, i=1,...,n, en
los ejes cuerpo, es decir, v , que es conocido en Ios ejes de
referencia (inerciales u orblta), es decir, v,-N es conocido.
Puesto que sélo importan las direcciones de los vectores, los

consideramos unitarios.

Por tanto tenemos n ecuaciones de la forma v CB _’N y
tenemos que “despejar’ la matriz Cﬁ.

Para simplificar notacién escribamos V_V, \7,5, \7, —

A= CB Por tanto tenemos n ecuaciones _), A\7, y es

necesario calcular A.

m En general estos vectores pueden contener errores.

m En el caso de tener 2 vectores, se puede usar un método

sencillo llamado método TRIAD. También veremos métodos
mas generales que sirve para n > 2.



Determinacién de la actitud: algoritmos
TRIAD y el problema de Wahba

Método TRIAD

m Partimos de las dos ecuaciones \/\71 — A\71 y \/\72 — A\72

m Definamos los siguientes vectores: n = Vi, rn = xVe oy
|V1><V2|
P = X2 Gimilarmente: § = Wy, § = 2axWe
| V1 X1 | Wy x Wh|
S3 = % Esta claro que se cumplird, por construccién:
1 XS2

$1 = An, = An,y s3 = An.

m Construimos ahora las matrices M,er = [1 12 13] ¥y
Mops = [51 > 53]. Se cumple Myps = AM,er. Ademas las
columnas de la matriz M, son, por construccién,
ortornormales, luego M,.r es invertible y ademds ortogonal.

Por tanto: A= My, M T

ref -
m Obsérvese que el método no es simétrico, sino que da mas

“peso’ a la medida nimero 1. Por tanto habra que usar como
primera medida la mdas “fiable”. En la practica no se obtendr3
la matriz exacta por los errores en los sensores.



Determinacién de la actitud: algoritmos
TRIAD y el problema de Wahba

Problema de Wahba

m Ahora tenemos n medidas cumpliendo W; = AV,. Planteamos
el problema como un problema de minimos cuadrados.

m Formulamos la funcién L(A) = %27:1 a,-\\/\7,- — A\7,-|2, donde
a; son los pesos que se le da a cada medida (cumpliendo
Y. ;ai =1)y planteamos el objetivo matematico de
encontrar A (ortogonal) tal que L(A) sea minimo. En la
literatura esto se conoce como el " Problema de Wahba”.

m Puesto que, operando:
(Wi — AVi[2 = (W; = AV))T(W; — AV)) =2 = 2W/T AV,

tenemos que:

L(A)=1-) aWAV,=1-g(A),
i=1
donde g(A) = 327, a;W.T AV;. Minimizar L(A) equivale a <

maximizar g(A). -
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Método g de Davenport

m Escribiendo A en funcién de q con la ecuacidén de
Euler-Rodrigues A = (g2 — §" @)1+ 23G" — 2qog™ se llega a

g(A) = Za,WT(qo q qV+2Za, W, Gq" Vi— 2Za,Wquq Vi
=1

M Desarrollemos cada término para intentar llegar a una forma
bilineal g(q) = q" Kg:
m Empezando por el segundo término:

2231 TEqTV =2 s WiV G — 247 BG — GT(B+BT) 4
=1

donde B =", a;W; VT
m El primer término se puede escribir:

—

Za,WT %—4' §)Vi = (%G q)ZaW Vi = qooqo—3’ (o1)g
=1 i=1

— —

donde 0 =57 | a; W."V; = Tr(B).
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Método g de Davenport
m Finalmente, el dltimo término se puede escribir:

n n
—2> " aW qug* Vi =2 aW] VG =2q0Z" G = qoZ" G+G" Zqo
i=1 i=1
donde Z" =" aiW." VX, luego 2= — >0 a; VW,
m Se tiene que (3%b)* = b3T — 3b7, lo que se demuestra
usando la identidad de (& x b) x C. Observemos que

2= 2N (V) = a VTS a VT = BT—B
=1 =1 =1

7/34



Determinacién de la actitud: algoritmos
TRIAD y el problema de Wahba

Método g de Davenport
m Luego se ha llegado a:

g(q) =q"Kq

donde la matriz K se escribe completamente a partir de
B = 27:1 a; W, \/,-T, de la siguiente manera:

o = Tr(B),
S = B+B',
7 = B"-B

siendo K una matriz 4 x 4 igual a:

o ZT
K_[Z S—O'Id]

fme
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Determinacién de la actitud: algoritmos
TRIAD y el problema de Wahba

Método g de Davenport

Por tanto el problema se reduce a encontrar g (cuaternién
valido de actitud, es decir, de norma 1) tal que g(q) = q" Kq
sea maximo.

Problema de maximizacién con restricciones (g7 q = 1).
Usamos multiplicadores de Lagrange, escribiendo:

H=q " Kg—Xq" q—1)

Tomando derivada respecto a g e igualando a cero:
— =29 K-2\q" =0 — Kqg=\q,

Por tanto A\ debe ser un autovalor de K y g el autovector
asociado (de médulo 1). j Cudl? Sustituyendo en g(q):

g(q)=q ' Kg=q"A\g =
Por tanto, el cuaternion solucidn del problema serd el o

autovector (de médulo 1) asociado al mayor autovalor! /
9/34
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Método QUEST

m Si bien el método q de Davenport reduce el problema a uno
de autovalores y autovectores, este problema algebraico puede
ser problematico en un computador a bordo de un satélite.

m En 1978 se desarroll6é el método QUEST (QUaternion
ESTimator) que evita este calculo.

m El problema de encontrar Kg = Ag se puede escribir:

o zT qo — qo
zZ S —old q q

m Es decir, dos ecuaciones:
oqo+Z"d=Nq, GoZ+SG—0G=\§
m Recordando el vector de Gibbs g = q%, la 2% ecuacidon queda:

Z+[S—(c+NI]g=0

m Luego @ = [(c + \)I — S| ! Z (pero no conocemos A, el -

maximo autovalor) 10/34



Determinacién de la actitud: algoritmos
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Método QUEST

m Una primera forma de resolver el problema es suponer A =~ 1
(si las medidas son exactas este es el valor que se obtiene). En
tal caso: g = [(1+0)[—S] ' 7

m Si esto no es una buena aproximacion, se puede encontrar una
expresion explicita para el autovalor maximo, resolviendo la
ecuacidn caracteristica de la matriz K. Se obtiene:

M —(a+b)N —cA+(ab+co—d)=0

m Donde los coeficientes son:

a = o—Tr[adj(S)],

b = o-27"2Z

c = det[S]+Z2'57

d = 7'5%z F



Determinacién de la actitud: algoritmos
TRIAD y el problema de Wahba

Determinacion geométrica de la actitud

m En algunos casos sélo interesa determinar la orientacién
(inercial) de una direccién del vehiculo (por ejemplo, donde se
ubica un instrumento o una antena, o el eje de giro).

m En tal caso seria suficiente tener dos sensores que nos
permitan estimar el angulo entre la direccion de interés y
astros de referencia (por ejemplo, el sol o la Tierra).
Graficamente, se puede representar considerando la “esfera
celeste” en torno al vehiculo, encontrando el lugar geométrico
de las posibles orientaciones de la direccion.

celestial sphere

locus of possible attitude

(me
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Determinacién de la actitud: algoritmos
TRIAD y el problema de Wahba

Determinacion geométrica de la actitud

m Con dos cuerpos, existird una ambiguedad que usualmente
puede ser resuelta si se conocia aproximadamente la actitud
anterior.

p&Sible solutions

(me
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Determinacién de la actitud: algoritmos
TRIAD y el problema de Wahba

Determinacion geométrica de la actitud

m Si bien el problema se puede resolver geométricamente, es
sencillo plantear su resolucién analitica usando la
trigonometria esférica (distancias ortodrémicas).

m Sea ARy, 01 vy AR», 02 las ascensiones rectas y declinaciones
de los dos cuerpos de referencia, y 8 y n los angulos formados
con cada uno de ellos. Si AR y ¢ es la ascensidn recta y
declinacidon hacia la que apunta la direccién de medida, se
tiene que:

cosf = sendsendi + cosdcosdy cos(AR — ARy)
cosn = sendsendy + cosd cosdp cos(AR — ARy)

m Se trata de dos ecuaciones con dos incégnitas. Resolviendo 9
y AR se resuelve el problema.



Determinacién de la actitud: algoritmos
TRIAD y el problema de Wahba

Determinacion geométrica de la actitud

m En la practica existiran errores en ambas medidas, por lo que
existira una region de posibles direcciones:

)

CITor On C1Tor 0N M

ossible axis orientation

m Cuanto "menos ortogonal” sea la interseccién entre las dos
circunferencias esféricas, mayor es la regién de incertidumbre.
Esto depende de |a situacion geométrica y no tanto de la
precisién de los sensores.

m Por tanto, es importante elegir cuidadosamente las direcciones
de referencia, de acuerdo a la geometria.

(me
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Determinacidn de la actitud: Sensores

Sensores

m Existen tres tipos fundamentales de sensores, de acuerdo al
fendmeno fisico en el que se basan:

m Opticos: detectan la direccion relativa de un cuerpo planetario
o estelar.

m Mecanicos: miden la velocidad angular del vehiculo respecto a
un sistema de referencia inercial. Se usa en estimacién
dindmica.

m Magnéticos: sélo se pueden usar en la proximidad (LEO) de
planetas con un campo magnético de intensidad suficiente
(p.gj. la Tierra).

m Aunque no es técnicamente sencillo, esta demostrado que es
posible usar el sistema GPS para altitudes desde LEO hasta
GEO. Su uso se basa en usar varias antenas receptoras,
deduciéndose la actitud de |la diferencia en la senal recibida en
ambas.

m Tipicamente se mezclan varios tipos de sensores mediante un

Filtro de Kalman o similar.
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Sensores

Determinacidn de la actitud: Sensores

m Precisidon de algunos sensores:

Table 9.3 Potential accuracies of reference sensors

Reference object Potential accuracy
Stars 1 arc second
Sun 1 arc minute
Earth (horizon) 6 arc minutes
RF beacon 1 arc minute
Magnetometer 30 arc minutes
Narstar Global Positioning System (GPS) 6 arc minutes
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Determinacidn de la actitud: Sensores

Sensores Opticos

m Un sensor dptico trata de deducir la direccién (respecto al
sistema de ejes en el que se encuentra montado, es decir, ejes
cuerpo) de un cuerpo planetario o estelar de referencia.

m [ipicamente estos cuerpos serdn el Sol, la Tierra o una
estrella.

m Si bien en general determinan una direcciéon (es decir dos
angulos), en algunos casos de sensores mas sencillo se
encuentra un dnico angulo.

m Un sélido rigido tiene tres grados de libertad en su actitud, y
puesto que tipicamente se obtendran bastantes medidas, el
problema de |la estimacion estarad sobre-determinado. Para
resolverlo se emplean métodos estadisticos y/o filtros de
estimacion (p.ej. el Filtro de Kalman, si también se usan
giréscopos). o



Determinacidn de la actitud: Sensores

Sensores de radiacidn solar

m Sensores de radiacidn solar:
determinan la direccién en la que
se encuentra el Sol.

m Consisten en una “cdmara oscura”,
fija al vehiculo, y provista de una
pequena ranura de entrada con una
reticula de detectores fotoeléctricos
al fondo de la cdmara.

m Segln los detectores de la reticula
que se activen, se puede calcular el
angulo de incidencia.
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Determinacidn de la actitud: Sensores

Sensores de radiacidn solar

Narrow
aperature for
sunlight to enter

m Un sensor es capaz de determinar un angulo relativo, para
calcular los dos angulos de una direccidén es necesario usar una

configuracién con dos sensores perpendiculares.

m La precision maxima es igual al didametro angular del sol (0.5
grados en LEO). -
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Determinacidn de la actitud: Sensores

Sensores digitales de aspecto solar

=7 f/ m Sensores digitales de aspecto solar
/ i/ / d (DSADs): son similares a los sensores de
/ A radiacidn solar, pero mejoran su precision.
A — | m Usan una celda de sensores fotoeléctricos
R S S e . ; , : .
Ny M mas sensibles, capaces de determinar
s L/ ademas del angulo, la intensidad de la

" i

radiacidon incidente.

m Una vez conocida la direccidén y angulo de maxima intensidad,
se puede calcular la direccidon en la que se encuentra el
centroide del Sol, con gran precisién.

m Se obtiene una precisién de segundos de arco.

fme
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Determinacidn de la actitud: Sensores

Sensores de horizonte terrestre

SPACECRAFT

m Sensores de horizonte terrestre:

determinan la direccidén en la que se
encuentra la Tierra.

INSTANTANEOUS
OPTICAL - AXIS

POSITION HORIZOM SEMSOR HEAD

Ik HORIZOM OF EARTH

m Se basan en que la Tierra refleja la
radiacion solar en el espectro infrarrojo.

SCAMN PATTERM

m Su precision esta limitada en parte por la
) imprecision de la linea de horizonte.

m Existen dos tipos de sensores de horizonte terrestre:

m Estaticos: detectan el “dibujo” del horizonte terrestre.

m De barrido: en continua rotacién, encuentran cuando empieza
y cuando acaba el horizonte.

(me
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Determinacidn de la actitud: Sensores

Sensores de horizonte terrestre

= Spacecraft
Instantaneous el
field of view R A
_F—F;_:"/-_)-:’:"/ .“/
infrared f o /
sensing P - A
element 4 Direction
of scan
7
/

IR Haorizon

m Sensor de tipo barrido.

m Sensor de tipo estatico.

m Complejo en érbitas
excéntricas.

m Se calcula el ancho del horizonte en base
a cuando aparece y desaparece la senal.

m Su precision va de 0.1 grados .y : :
P 5 m Precisidn variable (minutos de arco o

(LEO) a 0.01 grados (GEO). menos) L]
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Determinacidn de la actitud: Sensores

Sensores de estrellas

Sensores de estrellas: determinan la direccién
en base a las estrellas. Los mas precisos.

Los star trackers o rastreadores encuentran
una estrella concreta, que siguen.

Las star cameras buscan grupos de estrellas,
cuyas posiciones son comparadas con mapas
estelares para determinar la actitud.

Puesto que la intensidad de radiacién
emitida por una estrella suele ser baja,
requieren dispositivos muy sensibles o bien
amplificadores.

No son utiles en vehiculos estabilizados por
rotacion, puesto que a velocidades o

angulares grandes dejan de ser efectivos.m/‘;‘



Determinacidn de la actitud: Sensores

Sensores magnéticos (magnetémetros)

m Satélite Drsted, medidas precisas

Low Power

ang Ho) del campo magnético terrestre.
erformance

in a Small y " L, .

Package m “Boom” (mastil) de 8 metros para

minimizar las interferencias del
propio satélite en el magnetémetro.

& Scalar Overhauser Magnetometer (OVH)

m Un magnetémetro mide el vector
campo magnético en el sistema de S e
referencia ejes cuerpos.

m deployable boom

m Se compara con el campo
magnético tedrico en los ejes fijos
de la Tierra, para hallar la actitud.

m No muy precisos por la P/
irregularidad del campo magnético | //tnt(’”
terrestre. : :




Recordatorio de estadistica

. ., . Errores en los métodos de determinacion
Errores en determinacidon de actitud

Variables aleatorias continuas unidimensionales

m Sea una variable aleatoria X € R continua.

m Recordemos que la funcién de distribucion F(x) es la
probabilidad de que X < x, que se escribe como
F(x) = P(X < x).

m La funcién de distribucién se calcula mediante la funcién de
densidad f(x): F(x) = ffoo f(y)dy.

m Se define el operador esperanza matematica actuando sobre la
funcién g(x) como E[g(X)] = |~ g(y)f(y)dy. Se trata de
un operador lineal, de forma que
E[Cvlg_l(X) + Oézgz(X)] = alE[gl(X)] + &QE[gQ(X)]. Los dos
casos importantes son:

m Media: m(X) = E[X] = [~ yf(y)dy.
m Varianza: V(X) = E[(X — m(X))?] = E[X?] — (E[X])>.
m Desviacidn tipica o, la raiz cuadrada de la varianza,

o = /V(X). L
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Recordatorio de estadistica

. ., . Errores en los métodos de determinacion
Errores en determinacidon de actitud

Distribucién normal o gaussiana |

m Es la distribucidn mas usada en estadistica. Se escribe
X ~ N(m, c?) y su funcién de densidad es

x) = ~2-Bxp (— 550 ).

o

m Intervalos de confianza: si X ~ N(m, c?):
m Intervalo 1-0: P(X € [m — o, m+ o]) = 68,3 %.
m Intervalo 2-0: P(X € [m — 20, m+ 20]) = 95,45 %.
m Intervalo 3-0: P(X € [m — 30, m+ 30]) = 99,74 %.

oo 01 02 03 04
1

fmeo
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Recordatorio de estadistica

. ., . Errores en los métodos de determinacion
Errores en determinacidon de actitud

Distribucién normal o gaussiana ||

El teorema central del limite dice que la suma de variables
aleatorias (con cualquier tipo de distribucién) tiende en media
a la normal. Puesto que los errores a gran escala provienen de
la suma y acumulacidon de muchos errores a pequena escala,
esto justifica el uso de la normal como modelo para errores.

Una propiedad importante de la normal es que la suma de
normales es de nuevo normal, es decir, si X ~ N(mx,ag) e

Y ~ N(my,af,) y son independientes, entoncessi Z =X + Y
se tiene que Z ~ N(my + my, 0% + 07).

Por tanto o, = \/0)2( + 07, es decir, la desviacién tipica de la

suma de errores es la raiz cuadrada de la suma de los
cuadrados de las desviaciones tipicas de los errores.

Esta regla, conocida como Root-Sum-of-Squares (RSS) es
muy importante.

fme
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Recordatorio de estadistica

. ., . Errores en los métodos de determinacion
Errores en determinacidon de actitud

Variables aleatorias continuas multidimensionales

m Sea una variable aleatoria X € R” continua multidimensional.

m Cada componente de X sigue una distribuciéon unidimensional.

m Como en el caso unidimensional, se define una funcién de
distribucién conjunta, que se calcula mediante la funcién de

densidad f(X).

m lgualmente E[g(X)] = [n. g(¥)f(¥)dy. Los dos casos
Importantes son:

m Media: fi(X) = E[X] Jrn YE(¥)dy.

m Covarianza: Cov(X) = E[(X — m(X))(X — m(X))T] = . Es
una matriz simétrica y definida positiva. Los valores de la
diagonal representan la varianza de cada componente de X, y
los otros valores la correlacién entre dos componentes de X.
Se tiene ¥ = E[(XXT] — m(X)m(X)T

m Por ejemplo, para n = 3 y escribiendo X = [X, Y, Z]:

o E[(X = mx)(Y —my)]  E[(X = mx)(Z — mz)]
= E[X—=m)(Y —my)] o) E[(Y — my)(Z — m)] mn
E[(X = mx)(Z = mz)]  E[(Y — my)(Z — m;)] o’ -
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Recordatorio de estadistica

. ., . Errores en los métodos de determinacion
Errores en determinacidon de actitud

Distribucion normal multivariante |

m Se escribe X ~ N,(m, ) y su funcién de densidad es
f(X) = Det(Z)1(27r)”/2 Exp (—3(X — m)T=71(x — m)).

m Los intervalos de confianza son ahora regiones de R”,
definidos por P(X € Q) = Pq.

m La forma de estas regiones de confianza es de elipsoides,
descritos por la ecuacién (X — m) "L ~1(X — m) = d?, donde d
depende de Pq. Cuanto mayores sean los valores de los
autovalores de X, mayor serd el elipsoide. Las direcciones de
los ejes del elipsoide vendran dados por los autovectores de 2.

Variable 3

4 h Variable 1

fme
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Recordatorio de estadistica

. ., . Errores en los métodos de determinacion
Errores en determinacidon de actitud

Distribucion normal multivariante ||

m Tomando un ejemplo aerondutico clasico en navegacién aérea,
si por ejemplo describimos el error en posicidon de un avién en

ejes cuerpo, 6r° = [0x Oy 5Z]T, como una normal

multivariante con n = 3, de media cero (centrada en el avién)
y con matriz de covarianzas:

m Entonces podemos asimilar el movimiento del avién al
movimiento del elipsoide, que representa una regién de
incertidumbre donde se puede encontrar el avion con gran
probabilidad.

m Se verifica que si X ~ N,(ry, Y ~ Np(my,,X,) y son
7 Y

2,) e
independientes, entonces si £/ = X + Y resulta
Z ~ Np(riy + i, S+ X,).
m lgualmente AX + b donde A y b son no-aleatorios verifica que

AX + b ~ N,(Afiy + b, AL AT).



Recordatorio de estadistica

. ., . Errores en los métodos de determinacion
Errores en determinacidon de actitud

Matrices de covarianza de los métodos q y TRIAD

m Para el método TRIAD, la matriz Cﬁ obtenida contendra
errores. La forma de modelar estos errores es usando un vector
"de angulos pequenos’. Denotando Cﬁ a la matriz estimada,

realmente CE = C,{,’, donde se tiene que:

5X 5 52

Xb ysl 252

m Se tiene entonces CB = Cg Cﬁ, por analogia con las
definiciones anteriores definimos

0CH = Ch—CF = CECE — Cf = (CE —1a)Cf.

= Suponiendo que los errores ¢ = [0¢x 69, 5] son
pequenos, se vio que CE —1d — 55X.

m Por tanto, la relacién entre la “matriz de error” 5C,€ y 5(5 es
5CE = (Id — 6¢* —1d)CE = —6¢*CB.Y se tiene
CE = (Id — 6¢*)CE. L]
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Recordatorio de estadistica

. ., . Errores en los métodos de determinacion
Errores en determinacidon de actitud

Matrices de covarianza de los métodos q y TRIAD

m Para el método TRIAD, modelamos el error desconocido ¢
como una normal multivariante con media cero y covarianza
Pye. Se demuestra la siguiente relacion:

P¢¢ = O'%Id—F =

2 2 T 2 T T T
TACEAE (03 = ehvawy + oW wo)(waw;” + wow))

donde o3 representa el error (desviacion tipica) de la primera
medida y o> el error de la segunda medida. Se observa la
mayor influencia del error de la primera variable.

m En el caso del algoritmo Q, puesto que se calcula un error, el
error vendra dado por un cuaternién de error 0qg, de forma que
g = g % 0q, tal como se definié en el tema 3:

= a5

(me
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Recordatorio de estadistica

. ., . Errores en los métodos de determinacion
Errores en determinacidon de actitud

Matrices de covarianza de los métodos q y TRIAD

m Por tanto es ahora 3 quien representa el error de actitud (a
través del cuaternién de error) y por tanto a seria una normal

multivariante de media 0 y covarianza P,.
m En el algoritmo q cada medida tendra su error representado

por su varianza 01_2_ El error final dependera de los pesos
elegidos en el algoritmo y en general, se demuestra que

n
yvRyYvil
Id — > a;W;W,

1
Pa:_
4 i=1

1
[ 207 [1a — i,
i=1

—1
n
[Id — Z a; W,' WiT]

i=1

m Una eleccidon de a; seria hacerla proporcional al inverso de la
varianza 0,-2. Como los a; tienen que sumar 1, se podria elegir
1

llegando a =
—1
1 n .
P, = - Id— > aW;W,
40 2 [ ;1 ]
J

. . n = = T . . w
m Nota: Si {Id — > i aWWw. } no es invertible el problema LN
34 /34

no tiene solucién unica por el algoritmo q.
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DCM

Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler
Cuaterniones

Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud

m Para el caso de |la posicidn, las ecuaciones cinematicas
relacionan el vector posicidon con el vector velocidad, mientras
que las ecuaciones dindmicas relacionan el vector velocidad
con el vector fuerza.

m Para el caso de la actitud, las ecuaciones diferenciales
cinemdticas (EDC) relacionan la representacién de la actitud
(DCM, angulos de Euler, cuaterniones) con la velocidad
angular @&. Tipicamente estas ecuaciones son no-lineales.

m En el sistema de navegacién inercial, los giréscopos nos daran
w, y habra que utilizar las EDC, es decir, integrar las
ecuaciones, para calcular la actitud.

m Por tanto es importante conocer las diferentes EDC para las
diferentes representaciones, para ver cual es la mas ventajosa
desde un punto de vista computacional.

(me
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DCM
Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler
Cuaterniones

DCM para angulos pequenos |

m Supongamos que tenemos dos sistemas de referencia Ay B,
relacionados de la siguiente forma:

do do do
A5S-S5 3B
XA ysl 252

donde suponemos que df; son angulos pequenos, de forma
que podemos aproximar cosdfl; ~ 1 y sen df; ~ db;.

m Si escribimos las matrices de rotacion teniendo en cuenta la
aproximacién anterior, obtenemos:

1 0 0 . 1 0 —db, 1 dos 0
0 1 doy |, C2 = 0o 1 0 ,Co =] —doz 1 0 |.
L d 2 0

0 —do; 1 0o 1

m Si escribimos C§ = C8 C22C;' y despreciamos todos los
productos dobles de angulos, es decir, df;df; ~ 0,

obtenemos:
1 dos  —db, 0 —df;  do, . °
cs=| —db; 1 do, —1d— | dbs 0 —do; | =1d — d6*, LN
do —d# 1 —d# deo 0
2 1 2 1 3 / 7



Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud

DCM

Angulos de Euler
Cuaterniones

DCM para angulos pequenos Il

m En |a anterior transparencia, se ha definido

df = [d6; db, db3]7 y la matriz

do* =

que es la matriz antisimétrica que se emplea para efectuar el

producto vectorial.

m Obsérvese que bajo estas hipdtesis (angulos pequefios) no
importa el orden de las rotaciones y los angulos se suman.
Pero no se pueden usar angulos de Euler en los que se repitan
ejes, ya que quedaria sin definir una de las rotaciones y otras

dos se sumarian.

0
dos

| —db,

—d0os
0
do

do-
—db;
0

(me
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DCM
Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler
Cuaterniones

EDC para la DCM |

m Supongamos que quiero calcular la actitud de B respecto a A,
mediante la DCM C%(t), sabiendo que B gira con respecto a
A con una velocidad angular cﬁg/A.

= Por definicion: 48 = Sa(trd)-Ci()
4 )

m Suponiendo A fijo, entonces podemos imaginar que es B
quien se mueve en el tiempo, y por tanto podriamos escribir
B = B(t) y por tanto CB(t) = c5.

m Usando este razonamiento,

CE(t+dt) = Cp ) = pliF ™ . Por tanto:

A— B(t) — B(t + dt)

m En el tiempo dt, el sistema de referencia B habra girado
respecto a si mismo un angulo muy pequeno en cada eje; por
lo que hemos visto en la anterior transparencia, por tanto,

5\ X 5
CIBB((:)+dt) = 1d — (d98> ~donde d#® es como antes. =
5 /22




DCM
Angulos de Euler
Cuaterniones

Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud

EDC para la DCM Il

CR(t+dt)—CR(t) _

m Siguiendo el razonamiento:%CB = =
B(t+dt —
C.B((t) )CE(t)_CE(t) o (Id—(d@B) )CB(t) CB(t) (d@B) CB()
dt - dt
. (a68)" .y
m La matriz ~—"— se escribiria
Sn\ X - do dfr - -
(@) [ o & %[ e
dt | Y dOH 2 -
_db  do _
L T dt dt 0 | w2 W1 0 |

donde Qg/A — [w1 w2 ws]” ya que d@B representaba el dngulo
girado por B en un dt, y por definicién de velocidad angular.
Se tiene entonces:

% 0 —Ww3 w2
=B
(wB/A) = w3 0 —wi |,
i — W w1 0 |
X
B ‘B ~B B
m Por tanto: dtC = C ——(wB/A) Cy.

jme
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DCM
Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler
Cuaterniones

EDC para la DCM I

m Otra variacidon: trasponiendo ambos miembros de
CE (J}g/A>XCE llegamos a CA = Cé\ (Qg/A)X

m En general, la EDC es una ecuacién diferencial matricial, que
habra que resolver componente a componente: nueve
ecuaciones diferenciales acopladas.

m El principal problema de resolver numéricamente esta ecuacidn
es garantizar que la matriz resultante de integrar sea

ortogonal. Obsérvese que en teoria la ecuacién diferencial
respeta la ortogonalidad: | = (C$)(C%)", derivando:

GG cf%(cE)T



DCM

Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler

Cuaterniones

EDC para la DCM I

Sin embargo los errores numéricos en la integracién pueden
desviar a la DCM resultante de la ortogonalidad.

Existen algoritmos para encontrar la matriz ortogonal “mas
proxima” a una matriz dada.

Por ejemplo, dada M, encontrar una matriz préxima que sea
ortogonal:

Q _ M(MTM)—1/2
El problema con la férmula anterior es que requiere calcular

una raiz cuadrada matricial, lo que no siempre es sencillo.
El método iterativo Qo = M,

Qkt1 = 2M(Qk_1M + MTQ) ™t

converge a la misma matriz cuando k — oo, si M es proximo
a una matriz ortogonal (y por tanto invertible).
Obviamente si M es muy préxima a una matriz ortogonal el °

método iterativo convergera muy rapido. .



DCM
Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler
Cuaterniones

Demostracion de la ecuacion de Euler-Rodrigues |

m Supongamos que se parte de la actitud identidad y se impone
un giro con velocidad angular constante @, donde 0 = 0¢
siendo € un vector unitario, durante una unidad de tiempo. La
actitud resultante deberia ser la descrita por el eje y angulo de
Euler (€, 0).

m La actitud final sera la solucién en t = 1 de la ecuacidn
diferencial ¢ = —6*C con condicién inicial C(0) = Id.
Recordemos que la solucidn de esta ecuacién diferencial
matricial es la " matriz exponencial’:

. 6)>< t)n 0 tn@n(e—’X)n
. X L n
C(t) = C(O)Bxp(~6"t) = C(0) Z RPNl
O Esta serie es sumable, pero hay que calcular las potencias de
. Obsérvese que a x (b x C) = b(* ¢)—(a- b)é, expresado
matr|C|aImente axbxc — b3’ e — 3Tbé = (b3 — 3T bld)e.
Luego (€%)? = ée’ — &Téld = ée’ — 1d.

(me
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DCM

Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler

Demostracion de la ecuacion de Euler-Rodrigues I

m Observemos:

m Por tanto:

(€)°
(—»X)2k—|—1

(e><)2k

Cuaterniones

= Id

_ (—»><)1

= &’ —1d

_ —>><(—»—»T . Id) &%
= (&) = *e_’T + Id

fme
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DCM
Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler
Cuaterniones

Demostracion de la ecuacion de Euler-Rodrigues Il

m Sustituyendo t = 1 y separando n =0, n impar y n par de la
serie, obtenemos:

o0 §2k+1(ax\2k+1 o0 92k (&< 2k
cy=ta- S TN, SOl

— (2k +1)! — (2k)!
m Sustituyendo los valores antes hallados:
C(1)=1d — &~ i(—l)k i + (Id — e&") i(—1)’<92k(5x)2k
— (2k +1)! — (2k)!

m Reconociendo las series del seno y del coseno:
C(1)=1Id — & senf + (Id — é&7)(cos — 1)
m Operando, llegamos al resultado final:

C(1) =Idcos® — & senf + €&’ (1 — cos )

fme
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DCM

Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler

Cuaterniones

EDC para los angulos de Euler |

Partimos de la definicién de los dngulos de Euler en el caso de
aeronaves:

PN AN L Ny

Zn yS XS/

La velocidad angular tiene la propiedad de que
Wp/p = Wp/s' + Wsr /s + Ws/p.

Si mecanizamos esta ecuacién en b:

—pb L
Wpin = Whgr T C‘)5//5 + wS/n

Por otro lado esta claro que: |
Gps =9 007, 82,5 =[0600]", ag/n =[004]".
Luego: wb/ = wb/s, - Cb,ws,/s + Ck ws/ y puesto que

CS = CS,C , podemos escribir:

~b b b ~S' ~S
Wpyn = Wprgr T CS’wS’/S +Cg €3 Wz,

mC

S,
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DCM
Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler

Cuaterniones

EDC para los angulos de Euler |

m Desarrollando esta ecuacidn:

O 1 0 0 0
cﬁg/n = O | +10 cp sp v
| 0 0 —sp cp | [ O]
1 0 0 | [cd 0 —s6 1] 0 ]
+1 0 co sp 0 1 O 0
| 0 —sp cp | | s8 O c0 || ¥
e [ 0 ] [ b9
= 0 |+ | cpb |+ | spctdy
0 | —spf | cpchy |
1 0 —s6 | _g{?—
= 0 co spch 6
| 0 —sp cpch _gb_

(me
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DCM

Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler
Cuaterniones

EDC para los angulos de Euler Il

m Obsérvese que lo que realmente se quiere es una expresion
para las derivadas de los angulos en funcién de

c‘u’f)’/n = [w1 wo w3]”, y por tanto hay que invertir la matriz:
K 100 —s8 ] [ w ] [ cO sOsp  sOcy i
0 | =1 0 cp spch w2 | = 0 cpcld —spch
_@b_ | 0 —sp  cpcl | | w3 | ¢ | 0 sy cp ||

m Obsérvese que se trata de 3 ecuaciones diferenciales no
lineales, con multitud de funciones trigonométricas.

m Posee una singularidad para § = +90°. En realidad los
angulos de Euler no estan bien definidos para esta
situacién. Esta singularidad es el motivo por el que no se
suelen usar en sistemas de navegacidn inercial (aeronaves
o vehiculos).

m Lo mismo sucede para cualquier otro conjunto de angulos
de Euler; siempre existe una singularidad.

W2
w3
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DCM
Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler
Cuaterniones

EDC para el eje y angulo de Euler

m La representacion en forma de eje y angulo de Euler, (5g/n,9),

tiene las siguientes EDC:
m Para el dngulo de Euler: 0 = (5g/n)Tc3§/n

m Para el eje de Euler:

- 1 X 1
b _ L (b b (=b \T\| ~b
b/n T 5 [(eb/n) T tan /2 (Id eb/n(eb/n) )] Wh/n

m Son cuatro ecuaciones diferenciales, no lineales.
m Poseen una singularidad para 8 = 0.

m Si la direccidon de @ es constante e igual al eje € inicial,
entonces la actitud se reduce a é(t) = é(0) y 0 = ||dJ]].

m En la practica no se utilizan directamente; las usamos para
hallar las EDC para los cuaterniones. <
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DCM
Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler
Cuaterniones

EDC para cuaterniones |

m Recordemos la definicidon de cuaterniones en funcidn de dngulo
y eje de Euler:
go = cos@/2, g = sen 9/25’5/,7.
m Derivando en la ecuacién de qg y sustituyendo la EDC de 6,
obtenemos:
o = —3 sen 0/20 = —1 1 sen 9/2(eb/ )wa/n = —5q
m Derivando en la ecuacion de g:

- 1 : .
q= c050/2ef/n9 + sen 9/2ef3’/n

m Sustituyendo las EDC de dngulo y eje de Euler:

L1
q — §C059/2§g/n(é£/n) w[[;/n

1 X 1 b (b b
+2 sen /2 [(eb/n) + tan 02 (Id— eb/n(eb/n) )] Wp/p

@
1

[qx T qOId} ("_jlt;/n 16 / 22
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DCM

Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler

Cuaterniones

EDC para cuaterniones |l

m Podemos escribir esta ecuacidon en forma matricial:

qo I —qd1 —q2 —Aq3 - .
Wx
diag | _1] 9@ -9 @ 3
dt | o 21 g g —q d
Wy

| 43 | - —qQ2 di do | - -

donde cD’g/n = [wx wy wo] T

Son cuatro ecuaciones diferenciales, bilineales, sin
singularidades.

Obsérvese la ausencia de singularidades y de funciones
trigonométricas; se trata simplemente de una ecuacion
diferencial bilineal.

Estas propiedades de las EDC son la razén mas importante por
la cual su uso es generalizado para representar la actitud de
vehiculos espaciales. Se realizan todos los cdlculos mediante
cuaterniones y si es necesario visualizarlos, se transforman a LT
los angulos de Euler mas cémodos para la aplicacién. 17/22



DCM

Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler
Cuaterniones

EDC para cuaterniones lll

m Recordando la definicién matricial del producto de
cuaterniones, si definimos un “cuaternién” g, cuya parte
escalar es cero y cuya parte vectorial es igual a los
componentes de la velocidad angular, es decir:

du =

podemos expresar la anterior ecuacién como

1

(']: Eq*qgj

m Si se acumulan errores por imprecisiones numéricas se puede
normalizar el cuaternién para que su médulo se mantenga en

la unidad. m
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DCM
Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler
Cuaterniones

Otras EDC

m Parametros de Rodrigues:

L 1 x| ==T] -
£=> 1A+ g +257|

m Pardmetros de Rodrigues modificados:

Id + 2

14 AP [

m Vector de rotacion:

- 1 1 0
— G4 OxE+ (11—
/ CL)_|_29><w+«9< 2tanf/2

P~ +ﬁxﬁ><] =
1+ A1°

)«9&(9&@)

(me

19 /22



DCM
Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler

Cuaterniones

Pasando de una actitud a otra

m Dados dos cuaterniones qg y g1 que representan dos actitudes
diferentes, jse puede construir una velocidad angular &(t) de
forma que g(t=0)=qoy q(t=T) =q17

m Como antes, la forma de hacerlo es encontrar el cuaternién g»
que representa la actitud entre go y g1: g2 = % * g1 = qyq1.
Este cuaternidn estard representado por un angulo 61 y eje de

cos 1 /2

sen 91/2§] '

m La velocidad angular &(t) solucién tiene la direccién de €'y
representa el “giro mds corto”. Llamemos a su médulo w(t).
Se tendrd 0(t) = [; w(7)dT y la actitud sera:

cos(0(t)/2)
9(t) = o * [ sen(B(t)/2)& ]

Euler € de forma que g» = [

m Cualquier w(t) tal que fOTw(T)dT = 61 es solucién. k-

20 /22



DCM
Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler

Cuaterniones

Linealizando la EDC para cuaterniones |

m Supongamos que tenemos una velocidad angular de referencia
W, que genera un cuaternién de referencia g, de acuerdo a la
EDC que acabamos de ver. Supongamos ahora que
W= w,+ 0w, donde 0w es “pequeno”’. jCual serd el
cuaternién resultante?

m Usamos el cuaternién de error de forma que g = g x dq,
determinemos dg. Tomando derivada, se tiene:

. _ 1
q=q*0q+q*0q=7q%*q
m Usando g = %E]*qwr:
1_ _ 1_
§q*qwr*5q+q*5q = 5q*5q*qw
m Multiplicamos por el inverso de g a la izquierda y despejamos
dq, obteniendo:

) —15 * ! * 0 "
q—2 q* qu 2C7wr q 21/22



DCM
Ecuaciones Diferenciales Cinematicas de la Actitud Angulos de Euler
Cuaterniones

Linealizando la EDC para cuaterniones |

m Expresando w = W, 4+ 0w y recordando la expresién linealizada
de un cuaternién pequeno dqg en funcién del parametro a:

:1“[5}2]%2[5}2]*[5)}%?&3]_;[3,]*[5}2]

i~

/ / —
m Recordemos: [ 9o ] * [ 90 ] = [ do0 4 1 _,]. Por
q q dgoq +qpd+q Xq
tanto:
df[ 1 1] 1 —31/2(3, + 6@) + @& a/2
dt | 3/2 | 2| &+ 08+ 3/2 x (&) + 63) — &y — &, X 3/2
m Operando y teniendo en cuenta que ||a]|||6|| =~ 0 al ser

ambos términos pequenos:

dl 1] 1 0
dt | 3/2 | 2| 6@+ 3% T,

m Es decir: 3~ 0+ 3 X &,. LR
22 /22



Maniobras 6ptimas de actitud basicas en torno a un eje de simetria

En estas notas se pretende responder al siguiente problema: dada una actitud inicial A (dada por el cuaternién gy) una
actitud final B (dada por el cuaternién g1 ), se pretende rotar el vehiculo desde la actitud A hasta la B, de forma que al
principio y al final de la maniobra el vehiculo se encuentre en reposo (velocidad angular nula).

En primer lugar, usando los conceptos aprendidos de “interpolacién” de actitudes, podemos obtener el giro mds corto
para llegar de A a B. Para ello, calculamos el cuaternién de rotacion entre A y B: gr = ¢ * ¢1, y de dicho cuaternién
obtenemos el eje y angulo de Euler, €'y 6. Por tanto para pasar de A a B hay que girar un dangulo 0 en torno al eje €.
Por tanto la velocidad angular la definimos como & = w(t)é€, ya que el eje es fijo durante la maniobra. La parte final del
problema se reduce a encontrar w(t). Sea 6 el dngulo girado en torno al eje, supongamos que el tiempo de maniobra es 7',
que se puede ejercer un par M en el eje encontrado y que la inercia en dicho eje es I. Para simplificar consideremos que
se trata de un eje de simetria. Por tanto, la dindmica del problema es

Iw=M

0 =w,

y las condiciones establecidas en el enunciado son:

0(0)=0, O(T)=60r, w(0)=0, w()=0
Este problema se resolvera para dos casos basicos, extremos entre si:

1. Realizar la maniobra en el tiempo minimo. Por tanto 7" es una incdgnita, lo denotamos por 7T,,;,. El dato necesario
es el par maximo aplicable (M, 4, ), que debe ser positivo, y el par minimo aplicable (M, ), que debe ser negativo.

2. Realizar la maniobra con minima energia, es decir minimizar fo M?(7)dr. En este caso T es dato, y suponemos
que el par no esta limitado para simplificar el problema.

1. Maniobra de tiempo minimo con pares maximo/minimo simétricos

Partimos inicialmente de la base de que M,,,;,, = —M 4. Intuitivamente, la maniobra requerird aplicar durante la mitad
del tiempo el par mdximo, y durante el resto del tiempo el par minimo.

Por tanto el valor del par y de la velocidad angular es:

_ Mpaz, 0<t<T)/2
M) = { ~Mypae, T/2<t<T
Mmaa:
7 t, 0<t<T/2
w<t> - Mmam MWGZD
7 T/2 - i (t—T/2), T/2<t<T
Integrando la velocidad angular para hallar el dngulo:
Mmaz t2
6(t) 7 0<t<T/2
t =
Mmam T/2 2 Mmaz Mmar t—T/2 2
(7/2) + T/2(t—T/2) — ( /2) T/2<t<T

I 2 I I 2 ’

Finalmente, en ¢t = T, el dngulo sera:

Mmaz T2 Mmax T2 Mmax T2
0 = — + - - e
I 8 I 4 I 8
_ Mmaz T2
N I 4
Despejando el tiempo:
410p
Trin =
Mm(l(l)

Esta maniobra se puede ver en la figura 1. De hecho es posible calcular el tiempo graficamente: la integral de la velocidad
angular, es decir, el drea bajo la curva, debe ser el angulo total girado. Por tanto usando el 4rea de un tridngulo es posible
deducir rapidamente la férmula anterior.

2. Maniobra de minima energia




Mmax
0 | -
-Mmax
0 T2 T
T MT’VL a t
2T |
3
0 |
0 Tt/2 T
GF :
[en]
0 |
0 T2 T
t

Figura 1: Maniobra de tiempo minimo con pares maximo y minimo simétricos entre si.

Si no hay restricciones, se puede deducir del cdlculo de variaciones que el par que minimiza la energia total consumida
es lineal, de forma que la velocidad angular es cuadrética: w(t) = A + Bt + Ct2. De las restricciones w(0) = w(T) = 0
obtenemos:

A=0,B=-CT

Por tanto la velocidad angular es w(t) = Ct(t — T'). Finalmente, integrando la ecuacién diferencial de 6 obtenemos:

T8 T3 T3
0 :/ dT_C/ If— = (—):—C
= 32 6

de donde C' = 61(35 , obteniendo finalmente:

60r
T3
Podemos calcular igualmente el par y dngulo girado en el tiempo:

610F
T3

w(t) = —LHT — 1)

M(t) = (T — 2t), O(t) = —t*(3T — 2t)

Esta maniobra se puede ver en la figura 2.

Nota: Maniobra de tiempo minimo con pares desiguales

Intuitivamente, la maniobra requerird aplicar durante una fraccién o de 1" el par mdximo, y durante el resto del tiempo
(una fraccién (1 — «) de T') el par minimo. Para calcular «, es necesario aplicar el hecho de que la velocidad angular debe
ser cero al final de la maniobra.

Tras un tiempo o aplicando el par maximo, se tendria w(aT') = %aT. Si ahora aplicamos el par minimo durante

un tiempo (1 — )T, encontramos que:

Mm,in Mmar Mm,in T
w(T) =w(aT) + T(l —a)T = i ol + i (1-a)T = T (aMpaz + (1 — @) Mypin)
como esta cantidad debe ser cero, 7" o I no juegan ningtin papel y encontramos, despejando a:
o= _Mmin
Mmaz - Mmzn
Como M4, €s positivo y M., es negativo « estd bien definida. Obsérvese que si M, = — M4, Obtenemos o = 1/2

como era de esperar.
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Figura 2: Maniobra de energia minima en tiempo 7.
Por tanto el valor del par y de la velocidad angular es:
Mpaz, 0<t<al
M(t) N { Min, oT <t<T
M’VTLGI
0 7 t, 0<t<al
w(t) = .
@QT—F @(t—oﬂ’), aT <t<T
Integrando la velocidad angular para hallar el angulo:
Mmaw t2
=, 0<t<aTl
"0 = Mo (2aT)2 Mz (¢ — o) 4 Momin t=oTf  rei<r
I 2 ;e i 2 =
Finalmente, en t = 7T, el dngulo sera:
M, (aT)? M, Mppin (T — aT)?
0 — max max T T _ T man
F 7 5 + 7 (T —aT) + i 5
My T?0(2 — ) N Mopin T?(1 — )?
T 2 I 2
T2
= 35 (Mimaza(2 — @) + Mypin (1 — a)?)
T2 _Mmin 2Mmaz - Mmzn Mma:r ?
£ —_— Mmax Mmzn
21 ( Mmaa: - Mmzn( Mmaa: - Mmzn ) * (Mmaw - Mmzn) >
T2 -M ,an'
= e = (2Mmam — Minin — Mmaw)

ﬁ (Mmaa: - Mmzn)2
T2 _Mmamein
21 (Mmar - Mmzn)



Donde se ha sustituido el valor hallado de «.

Despejando el tiempo:

219F(Mmaz - Mmzn)

Tmin =
_Mmaa: Mmin
Para el caso M,,,;,, = —M,,,4, corroboramos el resultado anterior obteniendo:
410
Tmin =
Mm,{lfl,‘

Esta maniobra se puede ver en la figura 3. Las férmulas obtenidas se pueden también conseguir de forma grafica como en
el caso de pares maximo y minimo simétricos.

Mmax
0 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
Mmin
0 aT T
t
aT Mpaq
21
0
0 oT T
t
6F
0
0 T

Figura 3: Maniobra de tiempo minimo con pares maximo y minimo asimétricos entre si.
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Estimacion dinamica de la actitud

m La estimacién dindmica de actitud (tipicamente Ilamada
simplemente estimacién de actitud) require del uso de
modelos cinematicos, girdscopos y filtro de Kalman, asi como
sensores de direccién complementarios.

m Los giréscopos miden la velocidad angular 8 con respecto al

sistema de referencia inercial. Se recupera la actitud usando
esta medida para integrar las ecuaciones diferenciales
cinematicas, pero los errores se acumulan generando una
cierta deriva: es necesario complementar con otro tipo de
Sensores.

m Para entender como se acumula el error es necesario
modelarlo como un proceso estocastico (aleatorio) y utilizar
las ecuaciones de propagacién.



Girdscopos

Sensores electromecanicos: giréscopos

m Girdscopos: Tipicamente en configuracién
“strap-down" (fijos a los ejes cuerpo), los
giréscopos miden la velocidad angular en un
eje.

m [res girdscopos en ejes perpendiculares
podran calcular todas las componentes de la
velocidad angular.

m El principal problema de los giréscopos es que, aunque son
capaces de realizar medidas de gran precision (desde 1 grado
por hora hasta 10 segundos de arco por hora), no
proporcionan una medida angular, sino de velocidad angular.

m Dicha medida debe ser integrada en el tiempo (usando las
ecuaciones diferenciales cinematicas) para obtener la actitud. -

3/23



Girdscopos

Sensores mecanicos: girdscopos

m Inevitablemente pequenos errores se acumularan y provocaran
un error de deriva en la medida.

m Por ese motivo, los sensores giroscopicos siempre se usan en
combinacidon con otros sensores.

m No obstante son muy deseables por su elevado ancho de
banda (bajo en el resto de los sensores).

m Girdscopos no mecanicos: en la actualidad se usan giréscopos
dpticos (basados en principios de interferometria: RLG/FOG)
y piezoélectricos (basados en sistemas electromecanicos
MEMS, de bajo coste/precision).

rolling _
Device \\ - 20

26 /300 / 16
Modulator
22 >
A 300 —) @y PR -
Light ) o 32 “ Sense Coil 34
Source N Splitter #1 N Splitter #2 o\ )—/
14 14 0 45 18
24
a 33 28—)% Modulator
* \300
Light s
Detector .




Modelo de error como proceso estocastico

Procesos estocasticos.

m Un proceso estocdstico o variable estocdstica no es sino una
variable aleatoria X(t) que cambia con el tiempo. Los errores
de navegacion seran este tipo de variables.

m Por tanto la media y la covarianza también varian con el
tiempo: m(t), X(t).

m Para un proceso, se define la autocorrelacién como
R(t,7) = E[X(t)X(7)T]. La autocorrelacién permite conocer
hasta que punto la historia pasada de X influye en su valor
actual.

m Proceso gaussiano: Un proceso gaussiano verifica
X(t) ~ N,(m(t), Z(t)), es decir, se distribuye como una
normal multivariante cuya media y covarianza varian con el
tiempo.



Modelo de error como proceso estocastico

Ruido blanco.

m Ruido blanco: Se define como ruido blanco un proceso /(t)
que verifica:

s E[7(t)] =0.
m E[(t)7(t)"] = o?1d.
m R(t,7) = E[#(t)U(7)"] = §(t — 7)0°1d, donde J(x) vale 1 si
x =0y 0 en cualquier otro caso.
m La dltima condicidn quiere decir que el valor del ruido blanco
en un instante es independiente de su valor en cualquier
Instante anterior.

m Ruido blanco gaussiano: Es un proceso que cumple las
condiciones anteriores, y ademas es gaussiano.

m Un buen modelo para las fuentes de error de sensores es
d€(t) = b+ D/, donde 7 es ruido blanco gaussiano. El valor

—

de b serd la media del error (sesgo, llamado bias en inglés).

(me

6/23



Modelo de error como proceso estocastico

Propagacién del error. Caso continuo.

m Consideremos una ecuacidn diferencial del tipo
X = AX+ Db,

donde b es ruido blanco gaussiano de covarianza ¢°1Id, vy la
condicién inicial es también gaussiana, es decir,

xo ~ N,(mo(t), Po(t)). Entonces se tiene que X es un proceso
gaussiano, X ~ N,(m(t), P(t)), con media y covarianza
evolucionando de la siguiente forma:

m = Am.

P = AP+ PA" +0°DDT,
m(0) = o,
P(0) = Fo

(me
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Modelo de error como proceso estocastico

Propagacién del error. Caso discreto.

m Consideremos una ecuacién discreta del tipo
Xk+1 = AXi + Dby,

donde by es ruido blanco gaussiano de covarianza ¢°1Id, vy la
condicién inicial es también gaussiana, es decir,

Xo ~ Np(mp(t), Po(t)). Entonces se tiene que Xj es un
proceso gaussiano, Xx ~ N,(my(t), Pk(t)), con media y
covarianza evolucionando de la siguiente forma:

Myy1 = Amy,
AP AT +5%DD',

Pi+1
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Estimacién dindmica: Filtro de Kalman

Ejemplo 1-D: propagacion del error de un giréscopo

m Cuando uno tiene medidas de girdscopos, es necesario integrar
las ecuaciones diferenciales cinematicas.

m Para entender el filtro de Kalman a nivel conceptual, vamos a
ejemplificarlo en el caso mas sencillo: un tnico grado de
libertad de giro. Por tanto hay un sélo angulo 6, cuya
ecuacion diferencial cinematica es

0 =w

m Un girdéscopo proporcionard una medida de w que denotamos
por . En realidad no serd exactamente w, sino que estara
contaminado por un cierto ruido (que modelamos como ruido
blanco) v:

w=w+v

m Si intentamos estimar 6 (denotamos a la estimacion 0)

directamente de @, tendremos:

0=w

(me
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Estimacién dindmica: Filtro de Kalman

Ejemplo 1-D: propagacion del error de un giréscopo
m El error de estimacién 66 = 6 — 8 verifica:
=w—0G=uv

m Suponiendo v ruido blanco (unidimensional) de varianza Q y
06(0) =~ N(0, Py), encontramos (usando la teoria de procesos
expuesta en las primeras transparencias) que el error es un
proceso estocdstico gaussiano, 66 ~ N(m, P), donde:

Mm=0—m=36p =0,

P=02—P=Py+Qt

m Por tanto, aunque la media del error permanece fija en cero,
la varianza del error crece linealmente con el tiempo y
eventualmente se dispara, siendo por tanto este estimador
inatil a medio plazo.

(me
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Estimacién dindmica: Filtro de Kalman

Medida externa

m Supongamos que se tiene una medida externa adicional del
angulo. Suponemos que cada ciertos instantes discretos t = t;
se realiza una medida del dngulo A(ty), que llamamos @7
con algln otro dispositivo (que también tendrd un cierto error
asociado, de forma que 6, = é;("ed + €, donde € es ruido
blanco, de varianza R.

m Como el tiempo entre medidas puede ser grande, no es buena
idea decir O(t) = é[("ed para t € [tk, tkr1).

m Otra idea es resetear el estimador de las anteriores
transparencias cuando se llega a t = ti, es decir, combinar las
medidas de la siguiente forma:

=0, 6(t) =07 tet tis),

m Por tanto cada nueva medida externa se reinicia la condicién
inicial de la ecuacién diferencial y se vuelve a integrar.

m Es facil ver que el error obtenido de esta forma seria o
60 ~ N(m,P), con m=0y P = Q, para t € [tx, txt1), con =
P(t,) = R luegco P=R + Q(t — t.). 11/23



Estimacién dindmica: Filtro de Kalman

Filtro de Kalman

m Con la anterior forma que el error seria maximo justo antes de
una medida, obteniendo P = R + Q(txr1 — tx) en dicho
Instante.

m El problema es que se ha despreciado la estimacién que daba
la ecuacién diferencial, cuando entre tx y tx11 no ha dado
tiempo a que se el error crezca demasiado. La idea del filtro
de Kalman es combinar la estimacion de la ecuacién
diferencial justo antes de la medida externa, con la medida
externa, de forma que la covarianza del error sea minima.

m A la estimacién justo antes de la medida se le llama
estimacion a priori HA;.

m La estimacidon después de la medida (estimacién a posteriori),
se denota HA,;F y se calcula como:

M - Amed  p—

0 =0, + KO —0,)
donde K es la ganancia de Kalman y el paréntesis es la =
diferencia entre la estimacidn que se tenia y la medida externa. */*



Estimacién dindmica: Filtro de Kalman

Filtro de Kalman

m K se calcula para minimizar la covarianza del error a
posteriori.

m La covarianza a priori sera P .
m A posteriori, calculando la covarianza de la ecuacién de «9::
Pl =(1-K)*P, + K°R

m Derivando con respecto a K e igualando a cero:

_ . — _ P
0=-2(1 K)Pk + 2KR, luego K = PR
m Por tanto la covarianza a posterior sera, sustituyendo K:
PR
Pl = P_k
x TR

m Se ve facilmente que Pl‘f es menor que Ry menor que P,
(recordar que ambas son positivas): por tanto se ha
conseguido mejorar tanto la estimacién anterior como la que

se tenia de la medida! Ll
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Estimacién dindmica: Filtro de Kalman

Filtro de Kalman

m Resumiendo el algoritmo:
m Para t € [ty, tir1), se integra usando la medida de los
girdscopos, partiendo de la dltima estimacién a posteriori:

=0, 0(t) :9:,
m También se propaga la covarianza del error:
P — Q) P(tk) — P/j_a

m Al llegar a t = tx11, se obtiene de estas ecuaciones
41 = O(tki1) y P, 1,y se obtiene una medida externa

@Zf‘l’ Aplicamos el filtro de Kalman:

d A
9k+1 — k+1 + K(Wfl R 9k+1)v

P g PR
donde K = —*_ vy también obtenemos P, , = —*+
PrtR kt P tR
m Repetimos y volvemos a integrar las ecuaciones diferenciales L]

hasta la nueva medida en t = t;.». 14 /23



Estimacién dindmica: Filtro de Kalman

Filtro de Kalman: casos extremos

m Si la medida del girdéscopo es muy mala, es decir,  es muy
grande, entonces P, — o0, y se puede ver que Plj — R,
K — 1, y por tanto 6;" = 0 (es decir se coge la medida del
sensor externo despreciando el resultado de integrar la
ecuacién diferencial).

m Si la medida del sensor externo es muy mala, es decir, R es
muy grande, entonces se puede ver que Pl“(F — P, K—=0,Yy
por tanto 0 = 0, (es decir se coge la estimacién resultado
de integrar la ecuacién diferencial despreciando la medida del
sensor externo ).

m Si resulta que P, = R, es decir, la estimacion a priori tiene el
mismo error que es sensor externo, entonces se puede ver que

Py =R/2, K —1/2, y por tanto 6, = 9’”;9; (es decir se

toma la media entre la estimacion resultado de integrar la

ecuacién diferencial y la medida del sensor externo ). Ll
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Estimacién dindmica: Filtro de Kalman

Filtro de Kalman: otras consideraciones

m Se ha simplificado considerablemente el Filtro de Kalman al
considerar un caso 1-D que es lineal. El caso N-D es similar
pero mas complejo ya que implica diversos productos e
inversiones matriciales. No obstante conceptualmente es lo
mismo: se integra la ecuacidn diferencial con los girdéscopos y
al obtener una medida externa se aplica el algoritmo de
Kalman para ponderar entre la estimacién a priori y la medida.

m Para aplicar el filtro de Kalman es suficiente una medida, pero
cuantas mas se tenga, mejor sera el resultado.

m Si el sistema es no lineal hay que empezar por linealizarlo; el
filtro resultante se denomina Filtro Extendido de Kalman.
Para estimacidon de actitud esto es necesario ya que las
ecuaciones diferenciales cinematicas son siempre no-lineales.

m Para aeronaves y misiles se usa filtrado de Kalman para
integrar las medidas de la IMU (giréscopos y acelerémetros)

con medidas externas (GPS, antenas, magnetémetros).
16 / 23



Estimacién dindmica: Filtro de Kalman

Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

m Vamos a desarrollar ahora el algoritmo del Filtro de Kalman
en 3D para el siguiente caso:

Se tienen girdscopos en los 3 ejes, de forma que se tiene una
estimacion de la veIOC|dad angular wB/N, que contendra error,

de forma que wg/,\, B/N + v/, donde U es ruido blanco de

covarianza (. Estas medidas se suponen continuas.
Cada cierto tlempo se obtienen medldas de n direcciones en
ejes cuerpo v°, de forma que vZ = CEvN y VB = vB + €; para
i=1,...,n. e, es ruido blanco de covarlanza R;.

m Se podrian realizar estimaciones con los giréscopos o con las
medidas por separado. Con las medidas ya lo hemos visto
(algoritmo Q) pero sélo se podria hacer si hubiera dos o mas

medidas tomadas a la vez.

m Con los giréscopos, la estimacidn seria g = %q* qs-

(me
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Estimacién dindmica: Filtro de Kalman

Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

®m Si uno usa c“y = %q* gz, icual es el error de estimacion
sabiendo que & estd corrompida con ruido blanco de
covarianza Q7

m No podemos aplicar la teoria general porque la ecuacidn es
no-lineal!

m Recordamos los conceptos de cuaternion linealizado y
ecuacién cinematica linealizada: g = § x dq, con

1 2 - N\ N\
6q(a) = S|, daxU+axw=—-w a+r.
Va+laPLa
m Por tanto con el cuaternién de error podemos estimar cuanto
error se estd cometiendo, estudiando su covarianza P, la cual
evolucionard de acuerdo con la teoria que hemos planteado
antes:

P=-G"P+P5*+Q, P(0)= P



Estimacién dindmica: Filtro de Kalman

Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

m Esta covarianza crece sin limite, lo cudl sélo podemos
remediarlo tomando medidas. Si en un cierto instante
tomamos n medidas, jcémo actualizamos el cuaternion
estimado §?

m Una posibilidad seria descartar totalmente lo obtenido con los
giréscopos, de forma que se resetea la estimacién a un nuevo
valor (sélo posible si se tienen dos o mas medidas), usando el
algoritmo Q. En tal caso la nueva covarianza seria la
estudiada con el algoritmo Q.

m Una mejor idea seria aprovechar la estimacion que ya
teniamos y combinarlas de acuerdo al filtro de Kalman. Para

ello hay que linealizar el proceso de medida.

m Supongamos que tenemos n medidas \7,-B en ejes cuerpo de

direcciones conocidas en ejes inerciales _’,-N. .



Estimacién dindmica: Filtro de Kalman

Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

Partiendo del cuaternién estimado § puedo obtener la matriz

AR

Cy.

Llamamos z; a Ia dlscrepanC|a entre lo medido y lo esperado,
es decir, z; = v C N Si la estimacién y la medida fueran

perfectas entonces z; = O.
La medida no es perfecta, estd contaminada con ruido:
V,m = V7 — €.

La estimacidn no es perfecta sino que CB = CE = CBB C,f,;.

Por tanto, se tendra z; = v CB *B — €.

Recordando que en funcion del cuaternlén de error,

Cg =1 — 3%, obtenemos Z; = —3%VP — & = (VP)*3— €.
Por tanto tendremos n medidas del error de la forma

Z; = H;a — €;, donde H; ~ (@iB)X. (NOTA: se tomaran sélo
dos filas para evitar problemas de invertibilidad). La
covarianza de esta medida serd R;.

(me
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Estimacién dindmica: Filtro de Kalman

Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

Llamemos al instante antes de la medida con el superindice —
y el posterior con +. De la integraciéon teniamos por un lado
G~ con error a~ cuya media es E[a"| = 0y covarianza P~.
Con las medidas, supuestas independientes, formamos

Z= Z I , R = g
Zn Hn Rn

Usando las medidas, escribimos 3" = 3~ + K(Z — H3™), pero
puesto que en media 8 = 0, simplemente tendremos:

3t = KZ, donde K es la ganancia de Kalman.

La ganancia de Kalman (éptima) se calcula como

K=P HT(HP~H" + R)™!. La covarianza se actualiza
también como P = P~ — KHP™.

Con 3% corregimos §:67 = §~ x6qg = §~ * [ ; ] m

Este procedimiento se itera, integrando con los giréscopos y
actualizando cada vez que hay medidas.

aH:
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Estimacién dindmica: Filtro de Kalman

Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

m Resumen. Datos iniciales: gg, Py, @, R;. Siempre se tienen

medidas de &. Ocasionalmente se tienen medidas Z;.
Comenzar integrando las ecuaciones hasta que haya una
medida, de forma que se estiman g y P:

. 1
a = J9*az q(0) = qo,

P = —3"P+P3*+Q, PO =P

Cuando en el instante t, llegan una o mas medidas,
llamar §= = §(tx) y P~ = P(tx). Calcular Z, H, R.
Calcular K= P~HT(HP~H" + R)~!. Calcular

at = KZ. Actualizar €]+:€7_*5q:€7_*[ i ] Pt = P~ — KHP—.

a

Continuar integrando las ecuaciones a partir de las
estimaciones actualizadas hasta que haya mas medidas:

; 1 +
q = Ja*az q(tx) = q ',

P = —GX*P+PS*+Q, P(t)=PpP"

Cuando haya nuevas medidas, iterar a partir de 2.

(me
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Estimacién dindmica: Filtro de Kalman

Filtro Extendido Multiplicativo de Kalman (MEKF)

m Consideraciones adicionales:

m Conviene renormalizar los cuaterniones estimados §(t) si el
modulo se alejara de la unidad.

m lgualmente, la matriz de covarianzas P(t) debe ser simétrica
en todo momento. Se puede "simetrizar’ forzando
P=1/2(P+ PT), o se puede simplemente calcular sélo la
"mitad” de la matriz e imponer que la otra mitad es la
traspuesta.

m La ganancia de Kalman es éptima, pero esta calculada para el
problema linealizado. Si la estimacién no esta suficientemente
cerca de la realidad, el filtro puede diverger.

m Se pueden (y se deben) incluir los sesgos (bias) de los
giréscopos en el estimador.

m En la practica es dificil conocer bien las matrices Q y R.

m Existen muchos otros algoritmos de filtrado, con sus ventajas
e inconvenientes. EI MEKF tiene la ventaja de ser sencillo en
su uso y flexible a cualquier nimero de medidas, pero no es
necesariamente el mas preciso.



1. Notas Filtro de Kalman para Sistemas continuos-discretos

Se considera un sistema continuo-discreto como aquel cuya evolucién es continua en el tiempo (representada por ecua-
ciones diferenciales ordinarias) pero del cual se obtienen medidas cada cierto intervalo temporal (por lo cual el proceso de
medida se representa en tiempo discreto). Estos sistemas son tipicos en ingenieria (y mds concretamente en navegacion),
donde muchos procesos (trayectorias) estan representados por ecuaciones diferenciales continuas, pero se tienen sistemas
de medida con ancho de banda limitado.

1.1. Caso lineal

El modelo general para el caso lineal es:
&= F(t)z + B(t)u + G(t)w, (1)

donde z es el estado, u la variable de entrada al sistema (supuesta conocida para el problema de estimacion, que para el
caso de la navegacidn inercial va a representar las medidas de los giréscopos), y w es una perturbacién, modelada como
ruido blanco, es decir: E[w(t)] = 0, E[w(t)w? (1)] = Q(¢)§(t — 7), donde E[-] representa la esperanza matemética y &
es la delta de Dirac. En principio, estado, entrada y perturbacion podrian ser de diferente dimensién. En la ecuacién, F,
B y G son matrices de la dimension adecuada.

El modelo de medida es
yr = Hiap + vk, 2

donde el subindice k se refiere al instante de tiempo discreto ¢, en el cual se realiza la medida (es decir, para t € [tx, txt1]
no se realiza medida alguna). La variable y;, representa el valor de la medida en el instante k, z;, = x(t), Hy es una
matriz de dimensién adecuada, y vy, es ruido blanco discreto, es decir, E[vx] =0, E [vkva] = Ry0;.

Ademds se tiene que el ruido de medida es independiente del ruido del sistema, es decir, Eviw(t)] = 0 para todo k y
todo ¢.

1.2. Caso no lineal

El modelo no lineal se escribiria, en general, como:
&= f(z,u,t) + G(t)w(t), 3)

donde z es el estado, u representa la entrada al sistema y w es una perturbacién, modelada como ruido blanco, es decir:
Elw(t)] =0, Elw(t)w? (1)] = Q(t)d(t — 7), donde E|[-] representa la esperanza matemdtica y ¢ es la delta de Dirac. En
principio, estado, entrada y perturbacion podrian ser de diferente dimension. En la ecuacién, f es una funcién y G es una
matriz, de la dimension adecuada.

El modelo de medida es
Y = h(l.katk) + Uk, (4)

donde el subindice k se refiere al instante de tiempo discreto ¢, en el cual se realiza la medida (es decir, parat € [tg, txt1]
no se realiza medida alguna). La variable y;, representa el valor de la medida en el instante k, x;, = x(ty), h es una funcién
no lineal de la dimensi6n adecuada, y vy, es ruido blanco discreto, es decir, E[v;] =0, E [vkva} = Ry0k;.

2. Estimacion del estado del sistema

En esta Seccién explicaremos como usar el modelo del sistema, el conocimiento de u(¢) y las medidas yy, para obtener
una estimacién de z(t) que denotaremos como Z(t). Obtener esta estimacién es dificil debido a la presencia de los ruidos
en sistema y en medidas.

Se presupone que el modelo es conocido, es decir, las matrices y funciones en los modelos anteriores son conocidos.
Si no fuera asi, todo lo que no estuviera incluido se podria suponer englobado en el ruido blanco que entra al sistema
(aumentando su covarianza).

También es necesario conocer una estimacién de la condicién inicial de x, x(0), que denotaremos %, tal vez a partir
de una medida en £y (por ello se supondrd que desde el tiempo inicial a la primera medida transcurre cierto tiempo). Se
debe tener que E[Zo] = x(0), y se conocerd una estimacion de lo “buena” que es dicha estimacion, en el sentido de que
conoceremos la covarianza del error Py = E[(2(0) — 0)(2(0) — £0)*] (puede ser 0).Se supondra #( independiente de
los ruidos que entran al sistema.

Matemdticamente, definamos la covarianza del error de estimacién como P(t) = E[(z(t) — #(¢))(z(t) — 2(¢))T]. El
objetivo serd hallar Z(t) tal que P(t) sea lo menor posible, es decir, buscar la mejor estimacién posible desde el punto de
vista de la covarianza del error. Obsérvese que la covarianza es una matriz, simétrica y definida semipositiva.



2.1. Caso lineal

En primer lugar consideremos el modelo lineal continuo-discreto.

2.1.1. Estimacion sin medidas

Supongamos en primer lugar que NO tenemos medidas. Sin embargo si tenemos acceso a u(t). En tal caso se puede
realizar una estimacién de la siguiente forma:
= En primer lugar se estima £(0) = 2. Por tanto inicialmente P(0) = Fp.

= Por otro lado se estima (t) usando el observador:

i(t) = F(t)Z + B(t)u. (5)

= Para estudiar el valor de la covarianza, definamos dz = x — , el error de estimacién. Por tanto P(t) = E[§zdxT].
Se tiene: )
0x(t) =z — z(t) = F(t)dz + G(t)w(t). (6)

De la teorfa de procesos gaussianos, se obtiene una ecuacién para P(t):
P(t) = F(t)P(t) + PO F ()T + G)Q(t)GT (t). (7)

Se puede demostrar que la ecuacién (7) implica que P(t) siempre crece. Lo que implica que la estimacién se
degrada cada vez mads y por tanto este procedimiento no es muy bueno.

2.1.2. Estimacion solo con medidas

Si el nimero de medidas (dimension del vector y) de la ecuacion
Yk = Hyxp + vy, 3

es mayor que el nimero de estados (dimension del vector x) entonces es posible que se pueda obtener una estimacion de xy,
(por ejemplo mediante minimos cuadrados); en caso contrario, de al menos parte de x. Incluso aunque se pudiera obtener
dicha estimacién, no sabriamos que sucederia con x en los instantes de tiempo entre medidas y habria que interpolar. Por
tanto, especialmente si las medidas son lentas, este procedimiento no es demasiado bueno.

2.1.3. Filtro de Kalman para sistemas lineales continuos-discretos (KF)
La idea del filtro de Kalman es, conocido u(t) y una estimacién Z(0) de =(0), intentar reconstruir z(¢) con ayuda de las
medidas y; y del conocimiento del modelo.

Entre medidas, se utiliza el procedimiento descrito en la Seccién 2.1.1; cuando llega una medida, se utiliza la nueva
informacidn para actualizar la informacién, ponderando el error de medida con el error que tenia la estimacidn antes de la
medida.

Puesto que las medidas son “instantdneas”, para diferenciar en el instante k antes y después de medir, llamaremos a £, la
estimacidn antes de la medida (también llamada “a priori”) y a ;fcz la estimacion después de la medida (también llamada
“a posteriori”’). De forma similar con otras variables.

El algoritmo del filtro de Kalman serd como sigue:

= Inicializacién: En primer lugar se estima 2:(0) = &¢. Por tanto inicialmente P(0) = Pj.
= Fase de propagacién: Mientras no haya medidas, se estima (¢) usando el observador:

z(t) = F(t)Z + B(t)u. )
= Como antes, la covarianza del error P(t) evoluciona siguiendo la ecuacién

P(t) = F(t)P(t) + P)F(t)" + Gt)Q()GT (t). (10)



= Fase de medida: Supongamos que estamos en el instante de tiempo ¢; en el cual obtenemos una medida y; de

acuerdo al modelo de medida del sistema. Partimos de la estimacion anterior justo antes de la medida, Z,, = &(t, ),

y de la covarianza del error justo antes de la medida, P, = P(t,;). Usando la medida, se actualiza la estimacion
de la siguiente forma:

& =&, + Ki(yx — Hey, ), (11)

donde K, es la ganancia de Kalman (cuya definicién se da mas abajo).
= Jgualmente se actualiza la covarianza del error como
Pl = (I - K Hy)P, , (12)
donde I es la identidad de orden adecuado.

= Ganancia de Kalman: La ganancia de Kalman se calcula como
Ky = Py HT (P HE + Ri) ™' (13)
y es la que pondera la “calidad” de la estimacion antes de la medida con la “calidad” de la medida.

= Estos pasos (excepto la inicializacidn) se iteran. Mientras no haya medida, se propaga la estimacién y la covarianza
del error. Cuando haya una medida, se calcula la ganancia de Kalman y se actualiza la estimacién y la covarianza
del error.

Este algoritmo garantiza (supuestas todas las hipétesis de partida verdaderas) que la covarianza del error P(t) es la menor
posible, por lo que la estimacién Z(t) es Gptima.

2.1.4. Demostracion de la expresion de la ganancia de Kalman

Pasemos ahora a demostrar las ecuaciones (13) y (12) a partir de (11). Para ello, usemos la definicién de covarianza:
Pr = El(xr -3 (v —21)7]
= Bl(wx — &y — Ki(ye — Hydy))(wx — 3 — Ki(ye — Hriy))"]
= El(ar — &y )(en — &;)"] = B[(Ki(ye — Hrdy))(zn — )]
—Bl(xx — &3 ) (Ki(yx — Hydy))"] + Bl(Ki(yx — Hody ) (Ki(yx — Hidy )]
= Py —2E[(Ki(yx — Hrdy))(ze — &) "] + El(Kx(yx — Hidy, ) (Ki(yr — Hediy,))'). (14)
Aqui se ha usado la definicién de covarianza tanto de P,:' como de P, . Sustituyendo ahora la medida yp = Hyxg + vg:
P,:' = P, — E[(KpHp(zp — ) + Kpvg) (zp — 531:)T]
—El(zg — & ) (K Hi (2, — &) + Kpop)"]
+EB((KpHy,(wy — 23, ) + Kpop) (KpHy, (g — 23, ) + Kog) 7]
= P, - KyH.P, — P H' K + Ki H P, HE KL + Ky Ry KL
= P, — KyH,P, — Py H{ K + Ky (Ho P, HY + Ry) K}, (15)
donde se ha usado la independencia del ruido blanco con la covarianza del error de estimacion, y la definicién de la
covarianza del ruido blanco.
Una buena medida de la magnitud de la covarianza a posteriori es la traza de P]j
Para minimizar la traza de covarianza a posteriori, es necesario derivarla respecto a la matrix Kj. Se recuerdan los
siguientes resultados: a%Tr[AB] = B,a%Tr[BAT} = BT, a%Tr[ABAT] = (B + BT)AT.
Por tanto:

OTr[ P,
% = —2HyP, +2HP, H{ K[ + 2R, K}, (16)
k

E igualando a cero la derivada, obtenemos la ganancia de Kalman:
Kl = (HyP,H + Ry) 'H,P, — Kjl = P, H! (Hy P, Hif + Ri)™* (17
Sustituyendo parcialmente el valor hallado en (15), sélo la K, que premultiplica el paréntesis, encontramos:

Pr = P, - K H.P; — P, H K}l + P, H K}
= (I-KyHy)P;, (18)

que es la expresion buscada (se puede sustituir el valor de K, pero no resulta especialmente esclarecedora).



2.2. Caso no lineal

Para el caso no lineal se pueden repetir las estrategias en las que no hay medidas o en las que sélo hay medidas sin fase
de propagacion. No obstante, serd mds complejo al ser las funciones no lineales, y para el caso sin medidas, no se podra
conocer con exactitud P(t) ya que dejaré de verificarse la ecuacién (7).

Directamente pasamos a explicar como se usa el filtro de Kalman para el caso no lineal. Esta version de filtro de Kalman
se denomina “Filtro Extendido de Kalman”.

2.2.1. Filtro Extendido de Kalman para sistemas no lineales (EKF)

El filtro extendido de Kalman se basa en la linealizacién de las ecuaciones del error. El procedimiento se basa en la
siguiente idea.

Aproximemos el estado del sistema x(t), como antes, con un valor Z(¢) obtienido de la integracién de las ecuaciones del
sistema ignorando el ruido, es decir:

T = f(&,u,t). (19)
Por analogia con el caso lineal, sabemos que el error de esta aproximacién crece, pero inicialmente serd pequefio. Llame-

mos al error de la aproximacién como dx(t) = z(t) — .

Si conociéramos el error dx(t), entonces podriamos escribir z:(t) = & + dx(t). jConoceriamos perfectamente el estado!
(Pero cémo calcular dx(t)? No es posible, por tanto habra que estimarlo. Para ello se usari el filtro de Kalman. Lo que
hace el EKF, pues, es estimar el error de la aproximacién sin ruido, mediante un filtro de Kalman aplicado a las ecuaciones
linealizadas del error!

Obsérvese que si quieremos calcular la dindmica del error, se tiene:

. 0 t
5 =i — & = flz,u,t) — (& u,t) + Gt)w(t) ~ % 5z + G(t)w(t), (20)
una aproximacién vdlida siempre que el error sea pequefio.
Igualmente, en una medida:
N . Oh(x,t
Yk = h(l’k,tk)‘i’ﬂk = h(zk+5xk,tk)+vk %h(xk,tk)+ # 5$k+’0k, 21
=T

5 . Se tendria el siguiente
x

Definamos entonces F'(i(t),t) = W L O0yk = Yk — h(@n, ), Hi(d1) = Oh(w,ty)
r=x

T=xy
modelo lineal para el error:
Dinamica:
di = F(Z(t),t)0x + G(t)w(t). (22)
Medida:
Syr = Hy(Zr)dx) + vg. (23)

A este modelo se le puede aplicar el filtro de Kalman. Como se verd, se supondrd que , en media, es una estimacion
correcta del estado, mientras que dx, en media, es cero, pero contiene la covarianza que se quiere minimizar (ya que la
covarianza de Z no se puede calcular ni minimizar al ser el problema no lineal). El algoritmo del filtro de Kalman aplicado
a dx trataria de calcular 62, de la siguiente forma:

= Inicializacién: Consideramos que inicialmente & = %y y que d& = 0. Por otro lado, como antes, inicialmente
P(0) = Py.

= Fase de propagaciéon: Mientras no haya medidas, por un lado se propaga la estimacion :
i = (&, u,t). (24)
mientras que por otro lado se “estima el error de estimacién” d(t) usando el observador de antes:
6i(t) = F(&(t),t)02. (25)

Como 0£(0) = 0, la ecuacién de arriba resulta en que 62 = 0 para todo instante! Hasta que no haya una medida,
no cambiard el valor de Jz. Por tanto la ecuacion (25) realmente no hay que resolverla y se puede reemplazar por
02 = 0 (hasta que haya una medida).



= Como antes, la covarianza del error P(t) si que evoluciona, siguiendo la ecuacién
P(t) = F(&(t),t)P(t) + P(t)F(&(t), )" + GH)QH)GT (t). (26)

= Fase de medida: Supongamos que estamos en el instante de tiempo ¢ en el cual obtenemos una “medida” dy; =
yr — h(Z} , tx). Como antes, se actualiza la estimacion 62 de la siguiente forma:

0af = 8dy, + Kn(ay,) Oy — Hi(37)037), 27
y teniendo en cuenta que el valor de 02, es cero, y sustituyendo la férmula de dy,, llegamos a:

52 = Ki(yw — h(2y k), (28)

donde K (2}, ) es la ganancia de Kalman (cuya definicién se da mds abajo, se debe calcular previamente).

= Jgualmente se actualiza la covarianza del error como antes:

Pl = (I — Ky(&), ) Hi(2),)) Py - (29)

= Ganancia de Kalman: La ganancia de Kalman se calcula como antes:

Ky(iy) = Py H(ip)T (Hi(ay) Py H(ip)™ + Re) (30)

= Actualizacién de j: Otra diferencia importante del EKF es que ahora que se ha encontrado un valor 6:13;, este
valor se traspasa a £; . Por tanto se hace: 2,7 = 2, + 02, , y 6%} se vuelve a fijar a cero.

= Estos pasos (excepto la inicializacién) se iteran. Mientras no haya medida, se propaga la estimacidn, la estimacién
del error de estimacidn, y la covarianza del error. Cuando haya una medida, se calcula la ganancia de Kalman y se
actualiza la estimacion del error de estimacién y su covarianza; dicha actualizacion se “traspasa’” a la estimacion.

Obsérvese que, por tanto, 42 no juega ningtn papel (aparte de entender la formulacion del filtro). Se puede por tanto
eliminar y el algoritmo EKF quedaria como sigue:
= Inicializacién: Fijamos & = 2oy P(0) = P,.

= Fase de propagacion: Propagamos )
T = f(,u,t). 3D

y la covarianza del error P(t):

P(t) = F(&(t),t)P(t) + PO)F(2(t),t)T + GH)Q()GT (). (32)

= Fase de medida: Primero calculamos la ganancia de Kalman:

o - - N . -1
Ky(8;) = Py Hi(8;)" (He(27 )Py Hi(87)" + Ri) (33)
Actualizamos
& = + Ky — b ), (34)
y la covarianza del error
P = (I = Ki(#y ) Hi(3;) Py (35)

= [teramos el procedimiento propagacién/medida.

OBSERVACION: No existe garantia matematica de que la estimacién del EKF converja al valor real ni es ya 6ptimo. Pero
es casi “lo mejor que se puede hacer” para el caso no lineal. Si la estimacidn inicial es buena y el ruido que le entra al
sistema no es excesivo, se comporta bien.

Ejemplo (a desarrollar en clase): vehiculo en un plano con dos acelerdmetros y un giréscopo.



2.3. Filtro Extendido de Kalman Multiplicativo para las ecuaciones cinematicas de la actitud
expresadas en cuaterniones (MEKF)

En el caso de la estimacién de la actitud, cuando dicha actitud estd expresada mediante cuaterniones ¢, es necesario
modificar el EKF.

En primer lugar, las ecuaciones diferenciales del sistema son:

qa —q3 q2 q1 w1
I S I VO T wa
—— . 36
1 2|1 @2 @ q4 g3 w3 (36)
-1 —q2 —q3 Q4 0

En estas ecuaciones, el vector de velocidades angulares & representa a las velocidades angulares reales; realmente, se
tendra conocimiento de las velocidades angulares medidas mediante giréscopos, cuya relacion con la velocidad angular
real representaremos como el modelo mas simple posible con ruido y sesgo:

G =&Y+ b+, (37)

donde 7, representa ruido blanco y b representa el sesgo, modelado por la ecuacién diferencial b = 1, donde 7, es
también ruido blanco y representa la deriva del sesgo. Obsérvese que también habra que estimar el sesgo! Esta estimacion

se definird como b, y a partir de esta estimacion se tendra que i = wW9Y"° 4 b. Para esta estimacion necesitariamos conocer

una estimacion de b en cero, by. Obsérvese también que b = 0. También seria necesario conocer el valor inicial de la
covarianza de dicha estimacion, Pyg.

Por otro lado, el modelo de medida se basa en que en cada instante de medida &, se conocerdan m vectores (unitarios) en
el sistema de referencia inercial, 17{ et =1,...,m,y serealizardn medidas de dichos vectores en el sistema de referencia
ejes cuerpo Ufk (también supuestos unitarios) que estaran corrompidas con ruido blanco, es decir, el modelo de medida
serd: .

05 = CP (vl + &k, i=1,...,m (38)

donde f_;yk es ruido blanco asociado a la medida i en el instante k, y CP(qy,) es la matriz de actitud del vehiculo, que
representa la orientacion de los ejes cuerpo respecto a los ejes inerciales, dependiendo de los cuaterniones en el instante
k. Si g4 1, es la parte escalar del cuaternion y G = [g1,£92,593, k}T la parte vectorial se tiene que:

CPar) = (aiy — |@|*) 15 — 2q45G; + 2dGr (39)

donde I3 es la identidad de orden 3 y el operador §* viene dado por la matriz

0 —g @
= @ 0 —q |- (40)
—q2 ¢ 0

Para aplicar el filtro de Kalman extendido, se utilizara la representacion de error de cuaterniones explicada previamente.
Por tanto, siguiendo la notacién establecida anteriormente:

q=q®dq, (41)

donde ¢ es la estimacion del cuaternion, dq el cuaternién de error, y ® la multiplicacion de cuaterniones. Para calcular §
se usard la ecuacidn diferencial cinemdtica empleando las medidas de los giréscopos. Por tanto:

da =43 G2 G w1
s L g3 4 —41 G W
o R 42
¢ 2|1 —¢2 G ds  q3 w3 (42)
g1 —G2 —43 Qa 0

Siguiendo el desarrollo tal como se hizo al deducir la dindmica del cuaternién de error, se llega a una ecuacién para dq:

! & &
Sg==1(6 — 0q | . 43
i3 (oo [ 5] [5]on) ®
Si representamos este cuaternioén de error con los pardmetros @ tal como se hizo al deducir la dindmica del cuaternién de
error, se tiene:

a

B 1 a B
9¢(@) = ———= [ } ~ - 44

Vislar L2 17



La dindmica de a@ se puede aproximar, siguiendo los mismos pasos que al deducir la dindmica del cuaternion de error,
como:

0 6213 7(,:)2 ay
a= —(:)3 0 (2)1 a2 + l7w, (45)
(1}2 —(:)1 0 as

Por otro lado, en las medidas se tendra:
5, = CROQ)CF (@)vly + &k, i=1,...,m (46)

donde B’ es el sistema de referencia al cual se refiere i, que no serd exactamente B debido a errores; dichos errores estdn
codificados en dq. Utilizando la representacién de dq mediante @, podemos linealizar C'5, (g ) obteniendo:

CRGa) = (0d3 ) — I0ar])Is — 201,100 + 20qxdq
1
= ——  [(4—||a@||>) 5 — 4@ + 2aat
4+ Hd»k”Q [( ||Clk,|| ) 3 A + aka’k}
~ Iy—ar 47)

Sustituyendo esta expresion en la ecuacién de medida se llega a:

VN —
(Is — @) CF (Gr)vf g + &k
’ ’ —
= vfk - a;vfk +&ik

= 05+ (TB)%a + &, i=1,...,m (48)

-B
Vi k

%

=B’ B (5 oI
donde 77 = CP (Gk)v; 4

Para el filtro de Kalman extendido, el "vector de estado"sera:

a
r=| 2|,
b
y la matriz de covarianzas:
P, P.
P= |: P. P :| ’
Usando la notacion del filtro de Kalman extendido llamemos:
0 w3 —Wy
—w3 0 w1
Wy  —wi 0
F = 0 0 0 , (49)
0 0 0
0 0 0
y ’ i
(@) O (CP(@)vi ) O
=B’ \x B’ (4 I \x
Hk(qu) — (UZ,k) O — (CI (Qk)UQ,k) O , (50)
@) 0 (CP (@)og ) O

donde O es una matriz de ceros (3x).

Ya estamos en condiciones de escribir el algoritmo del filtro de Kalman:

= Inicializacién: Fijamos ¢ = §o, b= 50 y P(0) = P, en funcién de los valores iniciales estimados de la actitud, el
sesgo de los girscopos y la covarianza del error de estimacion de actitud y de sesgo de girdscopos (la estimacién
de actitud y su error, por ejemplo, pueden ser obtenidos del algoritmo Q).

= Fase de propagacion: Propagamos

da =43 G2 ¢ w1
s 1| g3 da —41 G Wa
= - i > N > N , 51
¢ 2|1 ¢ ¢ qs  q3 w3 D
g1 —G2 —43 Qa 0

donde & = @Y + b, y la covarianza del error P(t):

P(t) = F(Q)P(t) + P()F(&)T + Q, (52)

i, O
=[5 %]

7

donde @ es:



» Fase de medida: Para cada medida ¢ tendremos 17'1.7 . (lamedida) y 17{, i (el valor real). Calculamos para cada medida

—B’

vy, = cF (Gx)v] - Obtenemos ahora

@) o

—B’ \x O
H(Gr) = (U“.)

@5 ,)* O

Se calcula entonces la ganancia de Kalman:

Ki(3y) = Py Hy(5)™ (Hy )Py HeGo)™ + Ry

donde R;, sera:

—

Cov(&1,k)

-

e | e

Cov(gm)k)

(53)

(54)

(55)

es decir una matriz conteniendo las covarianzas de los ruidos de medida. Formamos la matriz de los errores de

medida:

Dividimos K, en dos trozos:

Encontramos a:

actualizamos b:
y la covarianza del error

Finalmente, actualizamos §y:

~B ~B'
Uik — ”1,1;
~B =B
Uy — Vo r
Sy = 2.k 2.k
—B B’
U,k — Um,k

m,

Kk:[KZ].

1 a
A+7 — A —
9y *5(](a)®qk = 1t P [ 9 ] ®5qk~

= [teramos el procedimiento propagacion/medida.

(56)

(57)

(58)

(59)

Este procedimiento suele funcionar bastante bien, permite tener en cuenta las covarianzas de la estimacion inicial, girds-
copos y medidas y permite variar el nimero de medidas en cada momento k de observacién (simplemente variando la

dimension de las matrices).
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Ecuaciones de la dindmica rotacional L ;
Definiciones previas

Ecuaciones de Euler

Dinamica de la actitud de un vehiculo

m La dindmica de la actitud de un vehiculo esta descrita por las
ecuaciones de la dinamica rotacional, que describen la relacion

entre las causas (momentos ejercidos en el vehiculo) y los
efectos (velocidad angular).

m Partimos de la hipétesis bdsica de que el vehiculo es un sélido
rigido (si tuviera partes moviles, o efectos de flexibilidad,

habria que ampliar el modelo), y estudiamos su rotacién
respecto a un sistema de referencia inercial.

N

Newtonian
Reference
Frame



Ecuaciones de la dindmica rotacional

Definiciones previas
Ecuaciones de Euler

Momento cinético y par |

N

Newtonian
Reference
Frame

m Para cada punto dm, se tendrd que Rdm = dF. Tomando
momento respecto al centro de masas B, tendremos que

0 X Rdm = 0 X dF = dMg, e integrando en todo el volumen
V/, obtenemos el momento total de las fuerzas respecto a B:

fv p X Rdm = Mp.
m Estas derivadas estdan tomadas respecto al sistema de
referencia inercial.



Ecuaciones de la dindmica rotacional

Definiciones previas
Ecuaciones de Euler

Momento cinético y par |l

Newtonian
Reference
Frame

m Se define el momento cinético angular absoluto respecto a B,
[5 como: Mg = fvp % Rdm.

m Observemos que (g = fvp « Rdm + J\, 7 % Rdm.

m Puesto que R = RC + p, se tiene:
M5 :fvﬁx ﬁdm+fv,3>< R.dm + Mg

m El primer término es cero. El segundo cumple
fv,é’x ﬁcqm = (& [, pdm) x R.=0.

m Por tanto FB = /\23 4/59
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Ecuaciones de la dindmica rotacional C )
Definiciones previas

Ecuaciones de Euler

Momento cinético y tensor de inercia |

N

Newtonian
Reference
Frame

m El momento FB cumple
FB—prdem—prxRdm+fv,0><,0dm fvp><pdm

m Recordemos la ecuacién de Coriolis
(dtp) (C‘ftp)B + Wpg/n X p, donde N es el sdr inercial y B
ejes cuerpo. Se tiene entonces (%ﬁ),\l = Wp/N X p.

m Por tanto:

s = [y 0 x(Ggyn x p)dm = (— [, 0™ " dm) &g /n
m Definimos el tensor de inercia

T=—[,75<dm= [, [(oTF)1d — piT] dm

5/ 59



Ecuaciones de la dindmica rotacional C )
Definiciones previas

Ecuaciones de Euler

Momento cinético y tensor de inercia Il

Newtonian
Reference
Frame

m Luego g=1- Wp/n- La expresion explicita del tensor de

Inercia es
- [y (ps+p5)dm  — [\, p1p2dm
I=| —[ypp2dm [, (p7+ p5)dm
- —Jypipzdm  — [, pap3dm
m Siempre se pueden encontrar unos ejes cuerpo principales en
los que esta matriz es diagonal. En dichos
[, 0 0
I=|0 kL O
0 0 ik

m El mayor de los /; se denomina eje mayor, el menor eje menor,

v el restante eje intermedio.

— [\, p1p3dm
"_lfvmp2ﬁkﬂjn7

fv(ﬂ% + p3)dm |

ejes

@
1

6 /59



Ecuaciones de la dindmica rotacional C )
Definiciones previas

Ecuaciones de Euler

Momento cinético y tensor de inercia |l

m Si el vehiculo se compone de m partes, de cada una de las
cuales se conoce su masa, centro de masas y tensor de inercia,
se puede encontrar el tensor de inercia del conjunto con la
siguiente férmula:

1= Z [ (‘rckH Id — rckr_’;) —‘,—Ik}

k=1

m En la férmula, M es la masa de la parte k, Z, el tensor de
inercia de la parte k considerada por separado, y rqx el vector
que une el centro de masas de la parte k con el centro de
masas del conjunto.

m En la prictica al estar formado un vehiculo espacial por
muchos elementos estructurales es una férmula muy utilizada
para calcular el tensor de inercia del conjunto.



Ecuaciones de la dindmica rotacional

Definiciones previas
Ecuaciones de Euler

Energia cinética

N

Newtonian
Reference
Frame

m La energia cinética se definird como T = %f\/ﬁ sdm.

m Usando la relacion anteriormente encontrada de que
(%5)y = DB/N x [, obtenemos 7;: > [y P (@g/n x p)dm =
5@g/n - [y (P p)dm = 33/ - Te = 3305/n - L - /N

m Observemos que en ejes principales, si Wg/y = [w1 w2 ws] ",

i wlll |

se tiene: FB = | wob

| w3l

L

wilh +wsh + wik
2 8/

o1 (
O

m Por tanto en estos ejes: [ =



Ecuaciones de la dindmica rotacional L ;
Definiciones previas

Ecuaciones de Euler

Ecuaciones de Euler

m Partimos de [ = M. Puesto que esta derivada estd tomada en
el sistema de referencia inercial, pasando a ejes cuerpo:

di\ _ (dp ~ Sy
(EF)N - (WF)B +@gn x T = M.
m Sustituyendo el tensor de inercia:
(%L e/n) g+ Tan < (T-dp/n) =M

m Puesto que bajo la hipétesis de sélido rigido (%Z), =0, se

B

—

tiene: I'(';_J,B/N _|_("_jg//\/ICDB/N = M.

m Desarrollando para el caso de ejes principales y escribiendo
M= [My My M3]"

hwi + (B — h)wws = M
Ihwo + (/1 — l3)w1w3 = Mo
lzws + (/2 — /1)w2w1 = Mjs

(me
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Resolucién analitica y geométrica.
Movimiento libre Estabilidad. Regla del eje mayor
Efecto de un volante en la dindmica rotacional

Movimiento libre

En primer lugar estudiaremos el movimiento libre, es decir,
M = 0. En estas circunstancias se conserva el momento
cinético total del sistema.

Si bien en la realidad no se da este caso, ya que siempre
existen momentos perturbadores, éstos son pequenos.

Veremos algunas soluciones analiticas pero lo mas interesante
sera estudiar la estabilidad del sistema; encontraremos la regla
del eje mayor.

Consideraremos dos casos: axilsimétrico (dos ejes de inercia
iguales) y asimétrico (los tres ejes de inercia distintos).

El caso totalmente simétrico (l = I = I3) desacopla
totalmente las ecuaciones y es trivialmente resoluble (las
velocidades angulares resultantes son independientes y
constantes).



Resolucién analitica y geométrica.
Movimiento libre Estabilidad. Regla del eje mayor
Efecto de un volante en la dindmica rotacional

Caso axilsimétrico. Resolucidon analitica.

m Consideremos el casoenelque h =hb =1, 5 #1I.
m Las ecuaciones se reducen a:

lwis + (5 — Nwaws = 0
[wo + (/ — /3)(,01(,03 = 0
hws = 0

m En primer lugar obtenemos w3 = Cte = n (tasa de rotacién

del VE alrededor de su eje de simetria). Definamos A = %n,

la llamada “tasa de rotacidn relativa”. Las dos primeras
ecuaciones quedan:

w1 —Awy = 0
wr +Awy; = 0
Son las ecuaciones de un oscilador armdnico, obteniendo:
w1 = wi1(0)cos At + wo(0)sen At
wp = w2(0)cos At —wi(0)sen At 11/59
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Resolucién analitica y geométrica.
Movimiento libre Estabilidad. Regla del eje mayor
Efecto de un volante en la dindmica rotacional

Caso axilsimétrico. Resolucidon analitica.

m Es ficil ver que w? + w3 = Cte = wi,, la llamada velocidad

angular transversal. Por tanto ||w]|| = \/w%2 + n? = Cte y su

tercera componente (en ejes b) también es cte. Por lo que el
(W en ejes cuerpo describe un cono en torno al eje de simetria
del cuerpo, de dngulo v = arctan (#2).

m Por otro lado, puesto que [ = Cfe en el sdr inercial al
conservarse el momento cinético, podemos elegir el eje 3 del
sistema de referencia inercial apuntado en la direccién de [
(I—7 en la figura). Ademas su médulo I' ha de ser constante.

m Ademas observemos que en ejes cuerpo, [ = [lw1 Two l3n]T, y

por tanto [.eb = = lzn = cos I, es decir el angulo entre r y el
eje z cuerpo es constante; este dngulo, 6, es el llamado el
angulo de nutacién. Adema3s:

V1—cos2f /T2—12n2  lwp | o
— — == tan’y I

cos 0 I3n /3 n &k L

m Se puede verificar que el angulo entre r v w es 0 — .

tan 0 =



Resolucién analitica y geométrica.
Movimiento libre Estabilidad. Regla del eje mayor
Efecto de un volante en la dindmica rotacional

Caso axilsimétrico. Resolucidon analitica.

m Por tanto la situacién ha de ser la de la figura (donde H= F)

/ Line of Nodes

m Esto justifica la introduccidon de los siguientes dngulos de
Euler para describir el movimiento del cuerpo [secuencia
(3,1,3)], donde ya sabemos que § = Cte.

n ¢n>5 vy s ¢/> BFS

\
I4

(me
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Resolucién analitica y geométrica.
Movimiento libre Estabilidad. Regla del eje mayor
Efecto de un volante en la dindmica rotacional

Caso axilsimétrico. Resolucidon analitica.

m Para la secuencia

PN AN ¢/>BFS

las ecuaciones diferenciales cinematicas son, aplicando
0 = Cte:
wp = q'bsenesenw + écosw = qlbsenﬁsemﬂ
wr = d¢senfcost) —Osent) = ¢ sen B cos
w3 = 1+ dcosh
= Aplicando w% -+ w% = w%z obtenemos: w1y = qﬁsen 6. Luego

O = ;g—;% — (Cte, la llamada tasa de precesién. Finalmente
Y =n—¢cosd =n— 12 —n— b1 —pl=h — )\ = Cte.

tanf I /
. . ) w12 13n _ I3(77b‘|‘¢ COS 9)
O S|m|Iarmepte b= 5 = o= T Tcesg - de donde
95 _ By o
(I—13)cos@" LA

14 / 59



Resolucién analitica y geométrica.

Movimiento libre Estabilidad. Regla del eje mayor
Efecto de un volante en la dindmica rotacional

Caso axilsimétrico. Interpretacion geométrica.

n25 %5 ¥ BFs
n S s/

m Mirando la secuencia y teniendo en cuenta las deducciones
que hemos hecho antes, nos podemos imaginar el movimiento
como el de dos conos que rotan (con velocidades angulares gb
y w) deslizando uno sobre otro; el punto de contacto es donde i

se mueve la velocidad angular &. 15/ 59



Caso

Resolucién analitica y geométrica.

Movimiento libre Estabilidad. Regla del eje mayor

Efecto de un volante en la dindmica rotacional

axilsimétrico. Interpretacion geométrica.

Ho A
A

N\
Body cone™
\\\\

N
\\
N

(a) Prograde precession

\ A<C

b) Retrograde precession

(
m Recordemos tan~y = tan 9'73 y ¢ = (,_/j)ﬁosg. Dos casos:

m Cuerpo prolato (eje de simetria alargado, I3 < I): es el caso
(a). Como v < @ los conos rotan por fuera y como los signos
de gb y w son iguales el giro de ambos conos es en la misma
direccién (movimiento directo).

m Cuerpo oblato (eje de simetria aplastado, /3 > /): es el caso
(b). Como v > 6 un cono rota dentro de otro y como los
signos de ¢ y 1 son distintos el giro de ambos conos es en la
direccién opuesto (movimiento retrégrado).

(me
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Resolucién analitica y geométrica.
Movimiento libre Estabilidad. Regla del eje mayor
Efecto de un volante en la dindmica rotacional

Movimiento libre de un solido asimétrico

m En el caso asimétrico, existira un eje mayor, un eje menor, y
un eje intermedio; las ecuaciones no se pueden resolver
analiticamente en términos de funciones convencionales.

lLwy + (/3 — /2)002003 = 0
Ihwo + (/1 — /3)&)1(,03 = 0
l3ws + (/2 — /1)w2w1 = 0

m Algunos autores resuelven las ecuaciones usando las
“funciones elipticas” de Jacobi. No obstante no es facil
interpretar fisicamente estas funciones y no tomaremos esta
via, sino una via mas geométrica.

[ Observemos que debido a la conservacion del momento
cinético, T es constante (en ejes inerciales). Eso implica que
IT|| =T es constante en cualesquiera ejes que se escriba [. En
particular en eJes cuerpo, [ = [hwt bws Buws]T, luego
[2 = IPw? + Ifws + I3w3 = Cte. 75
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Resolucién analitica y geométrica.
Movimiento libre Estabilidad. Regla del eje mayor
Efecto de un volante en la dindmica rotacional

Movimiento libre de un solido asimétrico

m Similarmente al no existir momentos externos la energia
cinética T debe conservarse. Eso implica
2T = /1w% + IQ(U% + /3&)% = Cte’

m Por tanto, las componentes de la velocidad angular wy(t),
wa(t), wi(t), sean las que sean, deben verificar:

2 2 2
e B
[2 [2 [2 T
R R
2 2 2
W1 Wy W3 — 1

21 tar T ar
I I I
m Estas son las ecuaciones de dos elipsoides: el elipsoide del
momento cinético y el elipsoide de |la energia cinética. Por
tanto el vector velocidad angular debe siempre encontrarse en
la interseccidon entre estos dos elipsoides; estas son las

llamadas “curvas polodia™.

fme
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Efecto de un volante en la dindmica rotacional

Curvas polodia

m En general la interseccidn resultara en dos curvas cerradas,
disjuntas.

A

T

P ——%i
\ ;

Trajectory of
possible m(t)

Energy Ellipsoid

Momentum

m Hay tres casos en los que la interseccion se reduce a tres
puntos: cuando los elipsoides son tangentes en alguno de los
ejes. Estos casos corresponden a extremos de la energia o

(excepto el caso intermedio que es un “punto de silla”). 19/:



Resolucién analitica y geométrica.
Estabilidad. Regla del eje mayor

Efecto de un volante en la dindmica rotacional

Curvas polodia: casos especiales

Movimiento libre

)
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Energy
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H;
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Z Energy

Ellipsoid
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Movimiento libre Estabilidad. Regla del eje mayor
Efecto de un volante en la dindmica rotacional

Movimiento libre de un solido asimétrico

m Supongamos que I3 < I, < ;. Definamos [* = % Restando

las ecuaciones de los elipsoides y multiplicando por 2,
obtenemos:

hw? (I — 1%) + hws (b — I*) + hws (I3 — 1*) = 0

m Observemos que si /* < I3 todos los términos son positivos (y
por tanto no pueden sumar cero). Igualmente si I* > |; todos
los términos son negativos. Luego I* € [/3, l1]. Para I fijo, eso
implica que la energia tiene que estar en un cierto rango. Los
casos extremos son /* = |; (energia minima, implica
wy = w3 = 0y por tanto un giro en el eje 1, el mayor) e
I* = I3 (energia maxima, implica w; = wp = 0 y por tanto un
giro en el eje 3, el menor)

m El caso /" = |, tiene mas soluciones aparte de rotaciones
puras en torno al eje 2 (w3 = w3 = 0); dichas soluciones se
llaman separatrices.

(me
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Movimiento libre Estabilidad. Regla del eje mayor
Efecto de un volante en la dindmica rotacional

Curvas polodia para ' fijo

m Si [ estd fijo y variamos la energia, obtenemos las posibles
curvas polodia sobre la superficie del elipsoide del momento,
incluyendo las separatrices.

Maximum g2

Energy T = —
gy A

Sepratrix

fme
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Movimiento libre Estabilidad. Regla del eje mayor
Efecto de un volante en la dindmica rotacional

Estabilidad del movimiento libre alrededor de un egje
principal

m Hemos visto que las soluciones mas sencillas son rotaciones
puras en torno a un eje principal. En este apartado, partamos
de la solucién de equlibrio w3 = n = Cte y que w1 = @y = 0.
Estudiemos la estabilidad de esta rotacién en funcién de si el

eje 3 es mayor, menor o intermedio.
m Para ello perturbamos las ecuaciones, definiendo wqi = dw1,
Wy = 0wp Y w3 = n+ dws. Sustituyendo en las ecs de Euler:

/15&}1 + (/3 — /2)5(,02(” + 5W3) = 0
lowy + (/1 — /3)5601(/7 -+ 5&)3) = 0
lows + (I2 — 11)5&)25(,(}1 = 0

m Despreciando términos de segundo orden obtenemos:
/15(,;)1 + I‘I(/3 — /2)5(,02 = 0
Idws + n(/1 — /3)5&)1 0 LR

Lows = 0 23 /59
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Estabilidad del movimiento libre en un eje principal

La ecuacidn en dws es (marginalmente) estable, es decir,
estable pero no asintéticamente estable (las perturbaciones no

crecen pero tampoco se disipan).
La ecuacidon de dwq y 0wy se puede simplificar en una unica
ecuacion:

n*(ls — b)(k — 1)
h b

La estabilidad de esta ecuacion depende del signo de

(h — h)(ls — I1). Si el signo es positivo las soluciones son

oscilatorias (ni crecen ni disminuyen: marginalmente estable).

Si el signo es negativo las soluciones son exponenciales (una

de las soluciones crece en el tiempo: inestable)

(50.)1:0

0w +

m Si I3 eje mayor, (I3 — h)(l3 — I1) = + x + > 0: estable.
m Si /3 eje menor, (I3 — h)(ls — L) =— x — > 0: estable.
m Si /5 eje intermedio, (I3 — h)(l5 — I;) = + x — < 0: inestable. &
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Estabilidad del movimiento libre con disipacién de energia

m El calculo anterior es correcto, pero sélo si el modelo
empleado (Ecuaciones de Euler para el sélido rigido) es un
modelo totalmente exacto.

m La realidad no es tan simple, y siempre existe alguna fuente de
disipacién de energia (efectos de flexibilidad, rozamientos de
partes mdviles, movimiento de combustible en el depdsito,
etc...). Ello modificard el resultado anterior, ya que el sistema
siempre tenderd a permanecer en un minimo de energia.

m Partiendo de principios fisicos, encontremos el minimo de
energia para un momento cinético determinado, es decir,
resolvamos el problema

min hw? + /zwg + hw?

sujeto a [fw? + l3ws + 1Fws =T

(me
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Movimiento libre Estabilidad. Regla del eje mayor
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Estabilidad del movimiento libre con disipacién de energia
m Usando multiplicadores de Lagrange:
L(wi,wo, w3, A) = hwi + bws + hwi + AIfwi + l3ws + 1Fws —T?)

m Setiene 0 = & =2/w;(1+ A;), i=1,2,3
m Por tanto hay tres soluciones:

i — _ 1 _ I _r
B wr—=w3=0, A\ = ,1,w1—,1.T—2,1.
e __1 _r r_r
mwi=w3=0, A\ = ,2,w2—,2.T—2,2.
o _ 1 _r r_r
B wi=wr=0, A\ = I3,w3—,3.T—2,3.

m Claramente el minimo viene dada por la primera solucién (la
segunda es punto de silla y la tercera maximo). Por tanto la
Unica rotacidn matematicamente estable y que a la vez es un
minimo de la energia son las rotaciones en torno al eje mayor.

m En base a este argumento se enuncia la regla del eje mayor:
“En presencia de disipacion de energia, las tnicas rotaciones

estables son aquellas en torno al eje mayor”. —
26 / 59
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Estabilidad del movimiento libre con disipacién de energia

m El efecto geométrico de la regla del eje mayor es que las
curvas polodia pasan de ser cerradas a ser una unica curva
espiral que conduce al minimo de la energia:

w3

m

Separatrices
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Ejemplo de modelo con disipacion de energia

m Modelo de un satélite con un depdsito perfectamente esférico
de combustible viscoso, lleno, tal que el combustible (de
inercia J y coeficiente de fricciéon A) tiene su propia velocidad

angular & = [01 02 03] relativa al satélite.

m Sacado de C.D. Rahn, P.M. Barba, “Reorientation Maneuver
for Spinning Spacecraft”, AIAA Journal of Guidance,
Dynamics and Control, Vol. 14, 1991.

(h — w1+ (B — h)waws = Aoy
(b — Nwa +(h — B)wiwz = Ao
(h —Nw3 +(h — h)ww; = Ao3
. . Aoy
01 + w1 + wro3 — w3079 = —T
. . Ao
02 + wp + w301 — w103 = —T
Aos

03 + w3 + w109 — woo1 = -

m Por la disipacién, cualquier rotaciéon termina en torno al gje
mayor; sin embargo, no es posible saber a priori el sentido de
la rotacién ya que la ecuacidn tiene dindmica cadtica.

(me
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Ejemplo de modelo con disipacion de energia

m El hecho de que la ecuacidon tenga dindmica cadtica quiere
decir que el sentido de la rotacion depende enormemente de la
condicidn inicial, hasta el punto de que un cambio de
condicion inicial, por minusculo que sea, produce una
variacién en el sentido de la rotacién.

m Eso implica que, a todos los efectos
practicos, es imposible predecir cual va
a ser el sentido final de la rotacidn.

m Un dibujo en el que se marque con el
mismo color los puntos que producen
el mismo sentido de rotacidn es de
enorme complejidad (debido a esta
propiedad cadtica). Este tipo de
figuras se conocen en matematicas
como fractales.
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Regla del eje mayor. Consideraciones.

La inestabilidad que surge en el eje menor tiene una escala de
tiempo muy inferior a la inestabilidad en el eje intermedio;
dicha escala dependera de la velocidad con la que la energia
se disipa.

Si el movimiento deseado es una rotacién en torno al eje
mayor se puede amplificar este efecto anadiendo disipacidn:
disipadores de nutacién ( “péndulos” con friccién afiadidos al
sistema).

Si puntualmente es necesaria una rotacién en torno al eje
menor, no hay ningun problema mientras se requiera por un
corto periodo de tiempo. Luego se puede volver a una rotacion
en torno al eje mayor simplemente dejando pasar el tiempo.

La presencia de partes méviles (p.ej. volantes de inercia)
cambia estos resultados tedricos.

(me
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Ecuaciones rotacionales con rueda/volante de
inercia/CMG.

m Veamos para empezar como se modifican las ecuaciones del
movimiento por tener k ruedas o CMGs.

m Para cada rueda/CMG i, supuesta axisimétrica, definimos /g
como su inercia en la direccion del eje de giro €; y su
velocidad de giro relativa al vehiculo como wg;.

m Observemos que la inercia del conjunto no cambia en ningun
momento, por la simetria de la rueda/CMG.

m Por tanto el momento cinético del conjunto sera:
= — k —
[ = IWB/N + Z;:o € lriwR;

m Expresando como antes la derivada [ = M en los ejes cuerpo
obtenemos las ecuaciones correspondientes.

Ry
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Ecuaciones rotacionales con una rueda en cada egje

m Si hay una rueda en cada eje el momento cinético del

B wr1lr1
conjunto sera: [ = I&B/N + | wpralrs
- wr3lr3 |
m Obtenemos las siguientes ecuaciones de Euler:
hwtr + (5 — h)waws + Iriwgrt + Irzwrswr — lppwrows = My
by + (lh — B)wiws + Irowry + IRiwriwWs — IR3wWrswW1 = Mo
Bws + (b — h)wowt + Irswrs + Irowrowi — IR1wriws, = Mjs

m A estas ecuaciones habria que anadir ecuaciones que gobiernan
el giro de las ruedas; por ejemplo si Jg; es el par interno que
controla el giro de la rueda, estas ecuaciones serian:

Ir1(w1 +wgr1) = &

Ir2(w2 +wWR2) = .
. . I1

Irs(ws +wr3) = U =

32/59
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Ecuaciones rotacionales con volante de inercia en el eje 3.

m Supongamos que el vehiculo posee un volante de inercia en el
eje 3, con inercia Ir, y que gira a una velocidad wg relativa al
resto del vehiculo. También podria tratarse de un sistema de
rotacion doble, es decir, parte del vehiculo (rotor) gira con
respecto al resto del vehiculo (plataforma) con una velocidad
angular relativa.

m El momento cinético del sistema seria
[ = [/1w1 bhwos ws + IRwR]T.

m Las ecuaciones de Euler quedan ahora:

hwi + (B — h)waws + lrwrws = 0
Ihwo + (/1 — /3)601(,03 — lpwpwi; = 0
hws + lrwr + (b — h)wows = 0

m Ademas hay que anadir Ig(ws + wgr) = J, donde J es el par

del motor que controla el giro relativo del volante. L}
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Ecuaciones rotacionales con plataforma/volante de inercia.

m Podemos usar el motor, por ejemplo, para mantener wg
constante. En tal caso las ecuaciones se reducen a:

liwi + (/3 — /2)(,02(4)3 + lpwrwy, = 0
I>wo + (/1 — /3)&)10.)3 — lpwrwy = 0
lzws + (/2 — Il)(Ule = 0

m Ahora aparecen términos nuevos que modifican el andlisis de
estabilidad. Por ejemplo el eje intermedio se podria hacer
estable!! Repitiendo el analisis de estabilidad de antes:

(n( — k) + Irwgr) (n(ls — I) + Irwr)
hb

m Si por ejemplo, el eje 1 es el menor vy el eje 2 es el mayor, la
condicidon necesaria para la estabilidad es
n(ls — h) + Irwrg > 0, es decir, wg > 1 I3n

m Se puede realizar un andlisis de energia y encontrar
condiciones para que la estabilidad se verifique incluso en LR
presencia de disipacién de energia! 34/59
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Disipacién de energia con plataforma/volante de inercia.

m Como antes, minimizamos la energia cinética fijando el
momento cinético (ya que no hay pares externos).

m En este caso:

2T = /1(,0% + /2(,0% + /3&)% -+ /Rw%,

I'2 — /12(,0% —+ /2200% —+ (/3&)3 —+ IRwR)2

m El dltimo término de la energia lo podemos ignorar ya que es
una constante, y por tanto no cambiara el resultado de la
minimizacién. El problema se plantea:

min hw? + hws + w3

sujeto a [fw? + I3ws + (hws + lrwr)? = I

(me
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Movimiento libre

Disipacién de energia con plataforma/volante de inercia.

m Usando multiplicadores de Lagrange:

L(w1, wa, w3, A) = hw? 4 bws 4+ Bws + A(lFw? + Zws + (Bws + lgwg)? — T?)

m Setiene 0= F& = 2fiwi(1+Al), i=12y
0= 88—L = 2/3((,03 + )\(/3(,03 + IRwR))

w3
m Hay varias soluciones como antes, nos quedamos con:

P

hn+ lrwr

m Para resolver el problema usamos el siguiente teorema: Sea
L(x,y,z) = F(x,y,z) + AG(x,y, z) el Lagrangiano del
sistema de forma que F es la funcién a minimizar y
G(x,y,z) =0 es la restriccién. Entonces, se forman las

w1 =wr =0, w3=n,

matrices:
- o 96 969G ]
0 oG oG ox 82)/ Oz
X dy e 2L 2L 2L
G 2L 2L Ox 9x2 Oxdy  Ox9z
H3 = | 3x 2 oxoy | Ha= 1| 56 221 821 821 ;
G 2L 2L Oy Ox0dy 9y2 dydz
Oy  Oxdy dy? a6 821 921 821
| Oz Ox0z Oy0z 5z2

(me

36 /59



Resolucién analitica y geométrica.
Movimiento libre Estabilidad. Regla del eje mayor
Efecto de un volante en la dindmica rotacional

Disipacién de energia con plataforma/volante de inercia.

m Si x*, \* es el punto critico (que hace las primeras derivadas
de L cero) donde se quiere investigar si hay un minimo o un
maximo entonces, si se cumple:

g_f(X*a.y*vZ*) # 0
Det(Hs(x*,y*,z*,A*)) < 0
Det(Ha(x*,y*,z*,A*)) <0

entonces se tiene un minimo en el punto critico.

m Para verificar las condiciones, tenemos que llamar x = ws,
y = wi, Z = wy. Entonces tenemos:

0 2I3(I3n + IrWR) 0
Hs = 213(Ikn + lhwg) 213(1 + Al3) 0 ,
0 0 21 (1 4+ Ah)
i 0 213(l3n + l,wg) 0 0
H . 2I3(I3n + IrwR) 2/3(1 + >\I3) 0 0
4T 0 0 2l (1 4+ \h) 0
0 0 0 2h (1 4 Ab)

(me
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Disipacién de energia con plataforma/volante de inercia.

m Obtenemos las condiciones de minimo:
g—f(x*,y*, z*) = 2l3(l3n + l,wgr) # 0 (puesto que si las otras
dos velocidades angulares son cero, se tiene
lin + l,wg = £ #0).
Det(Hs(x*, y*,z*,A\*)) = =8/3(kn + Lwg)*h(1+ Xh) <0
Det(Ha(x*, y*, z*, \*)) = Det(H3)2hL(1 + A\h) < 0
m Por tanto llegamos a dos condiciones:

1+X7 > O,
1+XbL > 0.
m Usando el valor de A\ antes hallado llegamos a
/
1-— 5
hn+ lrwr
/
1-—2 > o
Ihn + lrwr

m Hay que tener cuidado con el signo de kn + Irwr ya que al
despejar wp puede cambiar el signo de la desigualdad.

(me
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Disipacién de energia con plataforma/volante de inercia.

m Si en vez de despejar wg metemos “el uno” en la fraccién,
estas condiciones se reducen a:

(/3 — /1)n -+ /RwR

0
lhn + lrwp ’
(/3 — /2)!7 + /RwR
0,
hn+ lrwr

m Por lo que claramente habra dos casos:

Si bn + Irwgr > 0, es decir wg > — '3” , entonces las

h—1 b—I
condiciones son wp > U R3)”, WR > %

Si bn + Irwr < 0, es decir wr < —';“—” entonces las

= . I _I I _I
condiciones son wg < % P < ( Rs)

m Se observa que son condiciones similares, pero mas
restrictivas, que las obtenidas sin disipacion de energia!

(me
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Ejemplo |
m Sea un satélite del que se sabe:
10 0 0
T = 0 30 0 ke - m2, n=60r.p.m., Ir =2 kg - m°.
0 0 20

m Si estudiamos a qué velocidad debe girar la rueda para que el

eje 3 (intermedio) sea estable.
m Con andlisis usando el modelo de sélido rigido, la condicién es
(n(h — ) — Irwgr) (n(l3 — ) + Irwgr) < 0. Dos casos:
Primer paréntesis negativo, segundo positivo. Las condiciones
son wr > "(12,—;13) =300 r.p.m. y wg > "(13;11) = —300 r.p.m..
Como la primera condicidn es mds restrictiva, llegamos a la
conclusion de que wgr > 300 r.p.m..
Segundo paréntesis negativo, primero positivo. Las condiciones
son wr < ”(12,—;/3) =300 r.p.m. y wr < (13_11) = —300 r.p.m..
Como la segunda condicién es mas restrlctlva Ilegamos ala

conclusion de que wr < —300 r.p.m..

m En conclusién, con el modelo de sélido rigido el eje 3 es o
estable si wp > 300 r.p.m. o si wg < —300 r.p.m., pero
nestable st o € 1—300 2001 + oM.
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Ejemplo Il
m Con andlisis usando el modelo de disipacidn de energia, hay
también dos casos:

Si bn + Irwr > 0, es decir wr > —I;‘—R” = —600 r.p.m.,
entonces las condiciones son wr > W = —300 r.p.m.,

WR > W — 300 r.p.m.. Como la tercera condiciéon es mas
restrictiva, llegamos a la conclusién de que wrg > 300 r.p.m..
Si bn+ Irwr < 0, es decir wg < —I;’—R” = —600 r.p.m.,
entonces las condiciones son wr < % = —300 r.p.m.,
Wwr < W = 300 r.p.m.. Como la primera condicién es mas
restrictiva, llegamos a la conclusién de que wgr < —600 r.p.m..
m En conclusién, en presencia de disipacion de energia, el eje 3
es estable si wg > 300 r.p.m. o si wg < —600 r.p.m., pero
inestable si wg € [—600,300] r.p.m..
m Obsérvese que en la zona wgr € [—600, —300] r.p.m. los dos
modelos difieren; al ser mas realista el modelo con disipacidn
de energia, sabemos que en dicha zona falla el andlisis con

modelo de sdélido ricido!



Momento externo constante

.. Gradiente gravitatorio. Posicidn estable
Movimiento forzado g

Movimiento forzado

m En |a realidad siempre existiran momentos perturbadores.
Normalmente son de magnitud pequena pero pueden ser
persistentes (como por ejemplo el gradiente gravitatorio que
actlia a lo largo de toda la dérbita). También pueden ser mas
Intensos, como por ejemplo en el caso de toberas propulsivas
no perfectamente alineadas durante maniobras.

m En esta seccion analizaremos dos casos:
m Momento perturbador constante actuando sobre un sélido en
rotacion (efecto giroscépico).
m Efecto en la estabilidad del gradiente gravitatorio.
m Ademas expondremos un modelo de vehiculo espacial con
ruedas y volante de inercia que serd necesario para el posterior
tema de control.



Momento externo constante

.. Gradiente gravitatorio. Posicidn estable
Movimiento forzado g

Cuerpo en rotacidn sujeto a un momento externo constante

m Modelamos este caso con las siguientes hipdtesis:
m Vehiculo axilsimétrico: [ = b = 1.
m Vehiculo rotando con velocidad n en torno a su eje 3, es decir,
w3 = N.
m Momento perturbador constante M; en el eje 1. Sin momento
en el resto de los ejes.

m Esta situacidon modela, por ejemplo, el caso de un vehiculo
estabilizado por rotacién que realiza una maniobra propulsiva,
pero con la tobera ligeramente desalineada con el eje de
rotacion. Si el vehiculo no rotara, el momento causaria el giro
inmediato del vehiculo y la maniobra fallaria.

m Veremos que al haber rotacion el vehiculo posee “rigidez
giroscépica’ y el momento perturbador lo que finamente
produce es un movimiento (posiblemente muy pequefio) de
precesion y nutacion del eje de giro. m



Momento externo constante

lov . . o Posicid |
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Cuerpo en rotacidn sujeto a un momento externo constante

m Las ecuaciones que modelan el movimiento son:

lwi + (/3 — l)w2w3 = M
hbg%—(l—-h)aqag = 0
hws = 0
m Encontramos la solucién w3 = Cte = n y definimos A = %n
Yy = % La ecuacién a resolver es:
W1 — Awp = U
Wwr +Aw; = O

m Derivando en la primera ecuacién y sustituyendo la segunda:
. 2 .
w1 +ANwg = 0

m La soluciéon de esta ecuacién es wi(t) = Asen A\t + B cos At. 2
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Cuerpo en rotacidn sujeto a un momento externo constante

m Sustituyendo en la 1° ecuacion: wy(t) = Acos A\t — Bsen A\t — £.

m Usando las condiciones iniciales w1(0) y w»(0) encontramos:
B = w1(0), A= w>(0) + £. Por tanto:

wp = (wg(O) + %) sen At 4+ w1(0) cos At = %sen At
Wy = (wz(O) + %) cos At — wi(0) sen A\t — % = % (cos At — 1)

donde finalmente se han supuesto w1(0) = w»(0) = 0.
m Para describir la actitud usamos unos angulos de Euler:

/ 91>5 92}5’ %, BFS

X y ZS/

m En el desarrollo de las ecuaciones cinematicas se llegaria a:

w1 €oS B3 — wo sen O3

cos 65

0, = wisenbfsz+ wycosbs

fme

é3 = w3+ (—wl cos O3 + w» sen 93) tan 65 45 / 59



Momento externo constante

lov . . o Posicid |
Movimiento forzado Gradiente gravitatorio. Posicion estable

Cuerpo en rotacidn sujeto a un momento externo constante

m Se tomaran condiciones iniciales para los dngulos de 0.

m Esperamos que los dngulos 61 y 6> sean mds bien pequenos,
mientras que 03 serd grande (ya que es en torno al eje de giro).
Por ello sustituimos cosfy =~ 1y tanf, =~ 6,. Llegamos a:

él = W7 COS (93 — Wy Sen 93
92 =  wj sen b3 + wy cos b3
é3 = w3 +6 (—wl cos 03 + wo sen (93) = W3 — Hzél

Suponiendo w3 > 05601, encontramos 03 = w3t = nt.
m Las ecuaciones para 61 y 6> son:

01 = wjcosnt— wysennt
0> = wisennt+ woycosnt

m Sustituyamos los valores de wi y wy encontrados antes:

0, = %sen)\tcosnt—%(cos)\t—l)sennt:%(Sen()\_n)t+sennt)
By = ﬁsen)\tsennt—kﬁ(cos)\t—1)cosnt:M(Cos()\_n)t_cosnt)\;

A A A 46 /59



Momento externo constante

lov . . o Posicid |
Movimiento forzado Gradiente gravitatorio. Posicion estable

Cuerpo en rotacidn sujeto a un momento externo constante

m La solucidon de estas ecuaciones es:

~ p(l—cos(A—n)t 1—cosnt
o1 = )\( A—n i n
0, _ M sen(A—n)t sennt
S A—n n

m Definamos A, = ﬁ y wp, = n— A, amplitud y frecuencia
de precesion, respectivamente, y A, = % y wp, = n, amplitud
y frecuencia de nutacién, respectivamente. La solucién queda:
01 = —A,(1—coswyt)+ A,(l — coswyt)
th = Apsenw,yt — Apsenw,t

m Es la superposicion de dos movimientos circulares: epicicloide.

m Las amplitudes vienen dadas por A, = —(I_"I”sl)nzé y

M = - . s/ = " 7
A, = W por lo que la “rigidez giroscopica” sera mayor .
cuanto mayor sea n, I3/1, y la diferencia I — I5. LR
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Gradiente gravitatorio.

m El par perturbador mas importante es el gradiente
gravitatorio, puesto que siempre esta presente en orbita.

m Vamos a estudiar el caso de un vehiculo espacial asimétrico en
orbita circular de radio R en torno a un planeta esférico; las
orbitas elipticas y las desviaciones de la gravedad esférica
(p-€j. el J») introducen términos de orden mayor que no
analizaremos.

m La velocidad angular se estudiara en ejes cuerpo; sin embargo
los angulos de Euler elegidos seran respecto a ejes orbita, que
en si no es un sistema de referencia inercial, lo que tendrd que
tomarse en cuenta.

m La situacidn es la de la figura de la transparencia siguiente.
Los ejes N son los inerciales, los ejes A son los ejes érbita (que

definiremos) y los ejes B los ejes cuerpo (en ejes principales de
inercia). L
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Gradiente gravitatorio.

Orbital Path

m Ejes drbita: la direccidn z (33) apunta siempre al centro de la
Tierra. La direccién x (a1) en la direccién de la velocidad. La
direccién y (a2) en la direccién contraria al momento cinético
h (perpendicular al plano orbital).

m Estos ejes rotan respecto al sistema de referencia inercial (n)

en torno al eje —a> con velocidad n = /2%

m La relacién entre los sistemas de referencia es la siguiente:

—nt 0 0 0 —
N—SA=S—%5 —B

y zA y %S’ 49 /59
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Gradiente gravitatorio.

Orbital Path

m La matriz CE y las ecuaciones diferenciales cinematicas entre
By A son:

602C93 C02893 -—892
Cf = —c61s03 + s61s6>cO3 cO1ch3 + sb1sb02s03 s@1cO-
s01s03 4+ cO1s62cO3 —s601cO3 + cO1s02s03 cO1chr

él 1 C92 892891 892C91 B
0> = — 0 cO1chr —s61ch>r QB/A
O3 c 0 s61 cOq

fme
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Gradiente gravitatorio.

Orbital Path

m Empecemos estudiando el gradiente gravitatorio. En cada dm

Ve Ve =g R’ 0
del vehiculo actuara una fuerza dF = —’E—?dm = —Mdm.

[Re+13
m Por tanto el momento de las fuerzas sera:




Movimiento forzado

Gradiente gravitatorio.

Momento externo constante
Gradiente gravitatorio. Posicién estable

Orbital Path

m Usemos el hecho de que, puesto que [p] < |§C!

R+ 73~ & — 382 Por tanto:

~ RE R
M =~ —% pxﬁcdm—l—3
Rc vV
— ﬂs p % Re(R. - p)dm =
Rc 4
K 3x+3 M
= R—ngIRC—Z%R—?R?

el
R2 Jv

p x Re(Re - p)dm
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Gradiente gravitatorio.
m Por tanto M = 3,%/3?1/30 Enejes A, RA=[00 — R]".

Por tanto, en ejes B:

—86)2
RE = CBRA = —R. | sbich,
i C91C92 |
m Luego
B i 0 —C(91C92 891092 1T Il 0 0 1T —8(92 |
MB — 3% 691(3(92 0 8(92 0 I2 0 891092
¢ i —sb1ch> —s6- 0 1 L 0 0 &K 1 L cO:ch- |
m Operando ] o
. 0 —C91C2(92 801(3(92 —802/1
MB = 3!72 (391C(92 0 86’2 S(glCQQIQ
| —sb:1c6> —s6> 0 | | cbichalz
i —C(91(32(92S91(/2 — /3) | °
= 3n* | cbichrstr(ls — Iy) L1
i schQQSHQ(Il — /2) 53/59
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Gradiente gravitatorio.

m Las ecuaciones de Euler que verifica la velocidad en ejes
cuerpo son, por tanto:

hws
lhwo

w3

:w2w3 — 3n2C(91€2(928(91} (/2 — I3)
:W1W3 + 3n2C91C92892] (/3 — Il)
:wgwl + 3n2801692892} (h—h)

m Por otro lado, puesto que

-B
YN
_ o _
-B _ B

—wB/A+wA/N —wB/A—I— CBwA/N, se tiene:

0 W1 C(92893
—n | = | wy | +n cf1cl3z + sH1s0,5053
| 0 i i w3 i i —801C93 +C€18928(93 i

m Y las ecuaciones cinematicas son, operando:

1 - ¢,
0, | = — 0
i 6‘3 | C(92 i O

892891 892(36’1 w1 n 8(93
cOicly —sOich> W2 + 7 ch>cl3
8(91 C01 1 L w3 i v i 802893 | :_
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Posicion estable

m En primer lugar buscamos un equilibrio. Haciendo las
derivadas cero, obtenemos:

0 = _w2w3 — 3n2c91c292391] (/2 — /3)
0 = _w1w3 + 3n2c(91c02592] (/3 — Il)
0 = _wzwl + 3n2891C92892] (/1 — 12)
_ 1 cO- sO>s64 sfrcOq w1 n s03
0 = —_— 0 ch1chr —s61ch> w 4+ — cOrcls3
c2 0 s cOq w3 c2 s0,s03
m Un posible equilibrio seria w1 = w3 =0, wp = —n,

01 = 0, = 03 = 0,. Ojo: hay otros equilibrios (p.ej. 61 = 7).
m Si los dngulos son pequenos, linealizamos las ecuaciones y

obtenemos:
o = —-[nW3-+3n291](b — k)
Gp = 3n°0x(k — )
wz = —nwi(lh — h)
él = w1 + n93
9.2 = wy °
03 = w3 — nfq \__!ﬂ
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Posicion estable

m Tomando una derivada mas en los angulos obtenemos:

01 = w1 + né3
0, = o
é3 = d)3 — nél

m Sustituyendo las ecuaciones anteriores y eliminando las wj,

obtenemos:
Ilél = — [né3 + 4n291] (/2 — /3) + nllé3
héy = 3n°6y(l3 — h)
o3 = —n(01 — nB3)(h — h) — nk6;

m La segunda ecuacion es estable si /3 < /1. Para la primera y
tercera ecuaciones escribimos la matriz del sistema y

calculamos sus autovalores:
i 0 0

1
J z; 0 0 0 1 g;
_ . — 2 /3—/2 /3—/2+/1 .
dt 9_1 4n h 0 0 n I 9_1
03 0 n2 Il;’2 n’2_g_13 0 03
h—1h h—h

m Definamos ki = Y ks = - Puesto que 1 + b > I,
b+13>h, lh +1 >0, setiene ki, k3 € [—1, 1].

(me
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Posicion estable

m El sistema queda:

61 0 0 1 0 01
d | 65 0 0 0 1 03
a | 61 |~ { —4n°kq 0 0 n(1 — kq) ] { 61
é3 0 —n2k3 n(k3 — 1) 0 é3

m Estudiando los autovalores de la matriz, encontramos el

polinomio caracteristico:
M 4+ A2n2(1 4+ ki (3 + k3)) + 4n*kiks = 0, cuya solucién es:

. \/ ~(L+ (3t k) £ /O T k(BT k) 16kiks
i 2

m Los autovalores seran estables si y sélo si las dos posibilidades
dentro de |la primera raiz son nimeros negativos reales, es

decir: —(]. -+ k1(3 + k3)) + \/(1 -+ k1(3 + k3))2 — 16k1k3 < 0.
Esto sélo es posible:
m Si —(1 -+ k1(3 + k3)) < 0, es decir, 1 + k1(3 + k3) > 0.
m Si /(1 + ki(3+ k3))? — 16k; k3 es real, es decir,
(]. + k1(3 —+ k3))2 - 16/(1/(3 > 0. o
m Si 16ki1ks > 0 (si no la raiz seria mayor que el primer términoy =

en el caso positivo saldria un nimero positivo dentro de la raiz) 57/5




Movimiento forzado

Posicion estable

Momento externo constante
Gradiente gravitatorio. Posicién estable

m Si representamos graficamente estas condiciones, obtenemos

la siguiente figura:

Ay,

Fig. 6.9 Gravity-gradient stability plot.

m De 16ki k3 > 0, obtenemos k1 vy k3 o

ambos positivos, 0 ambos negativos.

Como I3 < I1, se comprueba
calculando k1 — k3 que se tiene que

dar ki — k3 > 0.

Para k1 > k3 > 0 obtenemos la
llamada “regidon de Lagrange”
(tridngulo superior izquierdo).

La otra regidn estable (llamada de
“De Bra-Delp") se obtiene de

(]. -+ k1(3 + k3))2 — 16k1k3 > 0. No
obstante la menor disipacidon de o

energia la hace inestable.
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Posicion estable

m Si representamos graficamente estas condiciones, obtenemos
la siguiente figura:

m Por tanto |la zona estable de interés
L practico corresponde a k1 > k3 > 0, lo
que se verificapara b > L e L > k.
Antes obtuvimos I3 < I;. Luego el eje
2 (perpendicular al plano orbital) es el
mayor, el eje 3 (en direccién al
planeta) el menor, y el eje 1 (en la
direccion de la velocidad) el
intermedio.

Hay que tener cuidado: los angulos de
-1 grados (la actitud opuesta también es

w

estable). -
59 / 59
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Sistemas de control de actitud. Métodos pasivos.

Control de actitud

m El sistema de control de actitud de los satélites se puede
dividir a muy grandes rasgos en dos grandes tipos:

m Satélites estabilizados por rotacidn: se aprovechan del efecto
giroscépico para mantener una direccién inercialmente fija.
Mas barato y sencillo.

m Satélites estabilizados en los tres ejes: utilizan algin
mecanismo de control activo para mantener su actitud fija
respecto a alguna referencia.

m Muchos satélites pueden usar los dos modos, segtin la fase de
la misién (particularmente sondas interplanetarias).

m También se pueden estabilizar satélites utilizando el gradiente
gravitatorio (no require control activo de ningln tipo, pero es
poco preciso), o mediante algin sistema de rotacién doble
(esencialmente similares a los estabilizados por rotacién). En
las siguientes transparencias veremos los tipos de

estabilizacién comiunmente empleados. L]
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Sistemas de control de actitud. Métodos pasivos.

Meétodos de control de actitud

m Otra clasificacidn de los métodos de control de actitud en dos

clases: control activo y control pasivo.
m No obstante, la palabra pasivo tiene, en teoria de control,
varias interpretaciones.

m Control pasivo en el sentido energético: un sistema de control
que no requiere ningln tipo de fuente de energia adicional para
su funcionamiento.

m Pasivo en el sentido estructural: un sistema de control que
carece de légica de comando, es decir, no necesita ningun tipo
de procesado de informacidn para su actuacién, puesto que
aprovecha algun tipo de efecto fisico o natural.

m Ademais, existe el concepto de “Sistema Pasivo’, una
definicidn matemadtica utilizada en control no lineal.

m Esto no se debe confundir con la distincién entre Bucle
Abierto y Bucle Cerrado.

m Los sistemas que denominaremos de Control Pasivo no lo son
estrictamente, sino que en general incorporan algun elemento
activo complementario.
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Sistemas de control pasivos

m Los sistemas de Control Pasivo tipicamente encontrados en
vehiculos espaciales son los siguientes:

Estabilizacién por rotacidn (spin stabilized systems).
Estabilizacién por rotacién doble (dual-spin stabilized systems).
Estabilizacién por gradiente gravitatorio (G2).

Estabilizacién por volante de inercia (bias-momentum
stabilized systems). Este método también se puede considerar
activo.

Estabilizacién por momentos magnéticos. Este método
también se puede considerar activo.

jme
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Sistemas de control de actitud. Métodos pasivos.

Estabilizacion por rotacion

Syncom satellite.

Estabilizacién por rotacién: Sistema
simple y econdmico para estabilizar la
actitud.

Si el sistema es puramente pasivo, el
eje de rotacion debe ser el eje mayor.

Tipico en vehiculos con simetria de
revolucién, que deben ser oblatos y no
prolatos.

Las perturbaciones provocaran un
movimiento de nutacién del eje de
rotacién, que puede ser eliminado
mediante amortiguadores de nutacién.

m Para acelerar o frenar la rotacién se emplean propulsores o

(para frenar) sistemas yo-yo.
m Los propulsores también se pueden emplear para re-orientar el e
eje de rotacién (coning o “coneo”).

5 /22
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Estabilizacion por rotacion doble

m Estabilizacidon por rotacién doble: Cuando
se requiere mayor precision de actitud o
por requisitos de lanzamiento el vehiculo
no puede ser oblato, se recurre al sistema
de estabilizacion de rotacién doble.

m Una parte del vehiculo (rotor) gira a una
cierta velocidad, mientras que otra parte
del vehiculo (plataforma o estator) no
gira o rota muy despacio.

m En la plataforma se suelen ubicar
instrumentos de medida.

m Si el rotor adquiere el suficiente momento cinético, la rotacién
puede ser alrededor del eje menor o incluso el intermedio,
permitiendo mayor libertad en la forma del vehiculo y

mejorando la maniobrabilidad. L
6 /22
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Sistemas de control de actitud. Métodos pasivos.

Estabilizacion mediante gradiente gravitatorio

m El gradiente gravitatorio tiende
a alinear el eje menor con la
vertical local, el eje intermedio
con la direccién de la érbita y
el eje mayor perpendicular al
plano de la érbita, lo que debe
ser considerado en el diseno.

m El G? puede ser utilizado para
estabilizar de forma simple y barata,
de forma que siempre se apunte a un
cuerpo central y la drbita sea
casi-circular.

m Es un mecanismo lento y poco preciso,
requiere elementos disipadores.

m Proporciona baja maniobrabilidad y
poca estabilidad en guinada.
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Estabilizacion mediante gradiente gravitatorio
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Figure 7.9 Space Shuttle body axes.

Figure 7.10 Space Shuttle attitude excursions in gravity gradient mode in an orbital coordinate frame.

m El G? en algunos casos es un mecanismo secundario, para
ahorrar combustible en los momentos en los que no es critico
una actitud precisa.

m Los satélites de mas larga vida incorporan este tipo de
estabilizacidn.

fme
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Sistemas de control de actitud. Métodos pasivos.

Estabilizacion con volante de inercia

m Adem3ds se puede emplear
como parte de un sistema de
control activo.

m El volante de inercia se suele
colocar con el eje
perpendicular al plano orbital,
combindndose con el G2.

m Para realizar maniobras en el
plano orbital, si se acelera o
frena el volante, provoca que el
vehiculo rote en la direccidn
opuesta, por conservacion del
momento cinético.

m El mismo concepto de los sistemas
de rotacién doble se puede incorporar
a un vehiculo espacial con una rueda
interna (volante de inercia) rotando a
una cierta velocidad base, eliminando
asi la necesidad de elementos

externos rotatorios.
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Estabilizacion por momentos magnéticos

m Solo util en 6rbita baja de
planetas con campo magnético
de suficiente intensidad.

Magnetic.
attitude

control
.7

\~

m Puesto que el campo
magnético de la Tierra siempre
apunta hacia el Norte, se debe
cambiar la polaridad de los
actuadores cada media orbita.

m Usando magnetopares, se puede
aprovechar el campo magnético de
la Tierra para orientar un vehiculo
mediante las fuerzas de Lorenz.




Modificar el eje de rotacién: coning
Control de un satélite estabilizado por rotacién. Frenar la rotacién: Mecanismo yo-yo

Control de un satélite estabilizado por rotacion

m Por la regla del eje mayor sabemos que un satélite rotando en
torno a su eje mayor es estable; ademas hemos estudiado que
su respuesta a perturbaciones externas es un movimiento de

precesion y nutacidon, que terminara disipandose.
m Los objetivos de un sistema de control para un satélite
estabilizado por rotacién pueden ser:
m [niciar o incrementar la rotacion.
m Aumentar la estabilidad de la rotacién.
m Modificar la direccién del eje de rotacion.
m Frenar la rotacién.

m El primer objetivo es trivial de conseguir con toberas
propulsivas, aunque muchas veces los satélites empiezan con
una cierta rotacién que ya poseia el vehiculo lanzador (tal vez
en el eje equivocado).

m El segundo objetivo se puede conseguir con disipadores de
nutacidn, que aumentan la disipacidon de energia y por tanto
refuerzan la regla del eje mayor (ver tema 6).

(me
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Modificar el eje de rotacién: coning
Control de un satélite estabilizado por rotacién. Frenar la rotacién: Mecanismo yo-yo

Modificar el eje de rotacion

m Una forma de modificar el eje de rotacidn seria frenar dicha
rotacion, entonces modificar el eje con otra rotacién, y
posteriormente volver a hacer rotar el eje. No obstante este
procedimiento seria lento y caro en términos de gasto de
combustible. Veamos otro procedimiento, la llamada maniobra
de “coning’.

m Para simplificar nos centramos en el caso axisimétrico
(h =15k =1< 1)y consideramos que podemos realizar
maniobras impulsivas: podemos modificar el momento cinético
instantaneamente en un Al usando toberas.

m Inicialmente, sea una rotacién pura n en torno al eje 3 (eje de
simetria y mayor), de forma que & y [ estan alineados.

m Recordemos el estudio del movimiento forzado (efecto
giroscopico): sabemos que si aplicamos un par perpendicular
al eje 3, se produce un movimiento de precesidon y nutacion. -

12 /22



Modificar el eje de rotacién: coning
Control de un satélite estabilizado por rotacién. Frenar la rotacién: Mecanismo yo-yo

Modificar el eje de rotacion

m Para simplificar, vamos a suponer, en vez de usar el
movimiento forzado, que podemos modificar
“Instantaneamente” F con impulsos casi instantdneos, de
forma que Ff‘ = F',- + AT

m En el tema 6 estudiamos que el movimiento libre de un satélite
axisimétrico rotando en torno a su eje de simetria era un
movimiento de precesion, de forma que la velocidad angular &
rota formando un cono en torno al momento cinético T .

m Por tanto con la hipdtesis de cambio de momento cinético
instantaneo eliminamos el movimiento de nutacién, que
complica el problema, y podemos usar los resultados exactos
del movimiento libre de un sélido axisimétrico.



Modificar el eje de rotacién: coning
Control de un satélite estabilizado por rotacién. Frenar la rotacién: Mecanismo yo-yo

Coning

m Supongamos que se quiere girar el eje de rotacién un angulo 6.

m La idea es aplicar un AT de forma que el nuevo [ forme un
angulo 6/2 con la velocidad angular. Esto causara que la
velocidad angular gire en torno al nuevo [ formando un cono
y cuando haya girado un angulo de 180 grados habra girado
un angulo # respecto a su antigua posicién. Entonces se aplica
un nuevo AT de forma que el [ final sea paralelo a la
velocidad angular. En la figura, Hg = [

fme
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Modificar el eje de rotacién: coning
Control de un satélite estabilizado por rotacién. Frenar la rotacién: Mecanismo yo-yo

Coning

m De la figura, se ve que Al'; = Al =T tan /2, luego el total
AT coning = 2l tan0/2. El momento cinético final es igual al
inicial (el intermedio es ligeramente mayor: ﬁ)

m El tiempo que se tarda en realizar la maniobra serd 7 (media

vuelta) dividido por la velocidad angular de precesién: t = g
m Como del tema 6 se tiene ¢ = ,Cg—”@/z = W, se tiene
b — mwlcos6/2
= T2

m Por otro lado durante ese tiempo el cuerpo habra rotado

respecto a su eje de simetria, en ejes cuerpo (ver tema 6), un

sngulo ¥ = tA = wlcol_59/2 n(I/_I3) _ 7T(I—I333COS@/2.

m En general este dngulo no serd 180 grados (a menos que

I—1 0/2 ,
( 3),§°S /2 _ 1) luego habra que usar un par de toberas
distintas a las que se usaron para empezar la maniobra. o
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Coning multiple

m Una idea para reducir el consumo de combustible (o para
angulos de giro demasiado grandes) es dividir la maniobra de
coning en m pequenas maniobras intermedias, como se ve en

la figura:

m En cada maniobra hay que rotar I un dngulo 6/2m y esperar
un giro de 180 grados.
m El consumo total serd Al coping = 2ml tan/2m (si m es

grande tiende a O, merece la pena para angulos grandes).

. . Ve l” I 9 2”7 - v
m El tiempo de maniobra serd t = 2171 / si m es grande -
P I g LN

tiende a infinito). 16 / 22




Modificar el eje de rotacién: coning
Control de un satélite estabilizado por rotacién. Frenar la rotacién: Mecanismo yo-yo

Frenar la rotacion: mecanismo yo-yo

m El mecanismo yo-yo es un dispositivo de un unico uso que se
emplea para frenar total o parcialmente la rotacién de un
vehiculo. El mecanismo consiste en dos masas simétricas
fijadas al vehiculo por una unién que se puede liberar, y a su
vez unidas a un hilo que esta fijado en otro punto al vehiculo.
Todo esto en un plano perpendicular a la rotacidn que se
pretende frenar.

m Para frenar la rotacion, se liberan las masas; éstas se
empiezan a separar del vehiculo y el hilo comienza a tensarse,
hasta que se tensa en el punto donde estd fijado en el vehicuo
y entonces también se libera el hilo. Si la longitud del hilo esta
bien disenada, en este punto se habrd frenado el vehiculo.

m Hipdtesis: las masas se consideran puntuales de masa m/2, el
hilo no tiene masa y no es flexible, vehiculo axilisimétrico de
radio R rotando inicialmente en su eje de simetria con
velocidad ng.



Modificar el eje de rotacién: coning
Control de un satélite estabilizado por rotacién. Frenar la rotacién: Mecanismo yo-yo

Mecanismo yo-yo

m Inicialmente, |la energia cinética es Tg = % (I3n§ + mRzng) y
el momento cinético inicial g = kng + mR?ny. Usando el
parametro K =1 + mlf?% podemos escribir Tg = %mRZKn% y
ro = mRano.

m La situacién en un momento intermedio es la de la figura:

(me
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Modificar el eje de rotacién: coning
Control de un satélite estabilizado por rotacién. Frenar la rotacién: Mecanismo yo-yo

Mecanismo yo-yo

m Para frenar la rotacidn, se liberan las masas; éstas se
empiezan a separar del vehiculo y el hilo comienza a tensarse,
hasta que se tensa en el punto donde estd fijado en el vehicuo
y entonces también se libera el hilo. Si la longitud del hilo est3
bien disenada, en este punto se habrd frenado el vehiculo.

m Hipdtesis: las masas se consideran puntuales, el hilo no tiene
masa y no es flexible, vehiculo axilisimétrico rotando
inicialmente en su eje de simetria con velocidad ng. 19 /22
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Modificar el eje de rotacién: coning
Control de un satélite estabilizado por rotacién. Frenar la rotacién: Mecanismo yo-yo

Mecanismo yo-yo

m En la figura, el hilo se ha soltado ya un angulo ¢, y el vector r
es el vector de posicidn de una de las masas (la otra tiene una
posicion simétrica, por lo que basta estudiar una de ellas). Por
las hipdtesis el hilo estard tangente justo en el punto T hasta
donde se ha soltado. Usamos unos ejes moviles con el cuerpo P
yfcomo en la figura.

m En estos ejes, r se escribird como la suma
F=GT +TP= R(cos Hi + sen qu_) + R¢(sen B — oS gbf).

m Para hallar la energia cinética y el momento cinético en este
estado intermedio necesitamos la velocidad (inercial). Se tiene

\7:?|IN:’._;|ROT+(«3>< r

donde & = nk.

m Operando, r\ROT = gbRgb(cos di + sen gbj) y
& X F= nR(cos ¢j — sen ¢i) + nR¢p(sen ¢j + cos ¢i). LR
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Mecanismo yo-yo

m Por tanto
V=R ((gb—|— n)¢ cos ¢ — nsen gb) i+ R ((gb—|— n)¢sen ¢ + ncosgb)f.

m Calculando el mddulo de la velocidad:

2

= R\/<(¢+ n)¢ cos ¢ — nsen q5>2 — <(¢+ n)¢sen ¢ + ncosqb) .

m Operando: v = R\/(gz5 + n)2¢2 + n2.
m Por tanto, T = 1 (I3I72 + mR2((¢ + n)?¢? + n2))y usando el
pardmetro K, T = ’”TRQ <Kn2 + (o + n)2gz52).

m Por otro lado el momento cinético de las masas sera
[» = |F x mV|. Efectuando este producto hallamos

[ = mR?(n+ (n+ ¢)$?).
m Luego I = hn+ mR%(n+ (n+ ¢)$?) = mR*(Kn+ (n+ ¢)$?).

21 /22
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Control de un satélite estabilizado por rotacién. Frenar la rotacién: Mecanismo yo-yo

Mecanismo yo-yo

m Aplicando conservacion del momento cinético y conservacion
de la energia: T = Ty, [ = Ig, llegamos a dos ecuaciones:

K(ng — n®) = (¢ +n)?¢?, K(no —n) = (n+ ¢)¢°
m Dividiendo la primera por la segunda, obtenemos
ng+n=n-+ gb luego gb — ng, es decir, la tasa de
“desenrollamiento” del hilo es igual a la velocidad angular
inicial del vehiculo durante todo el proceso. Sustituyendo este
valor en la segunda ecuacién y despejando ¢, hallamos el
angulo de hilo suelto en funcién de la velocidad actual:

no —n
b= \/K no + n
m Si queremos que al final del proceso n = 0, sustituyendo,
llegamos a ¢ = VK, y puesto que la longitud de hilo | = R,
obtenemos | = RV K, independiente de |la velocidad inicial!

m Se puede encontrar longitud de hilo apropiada para cualquier .
valor de n € (—n(), I”I()). 22 /22




Dinamica de Vehiculos Espaciales

Tema 8: Control activo de la actitud

Rafael Vdzquez Valenzuela

Departamento de Ingenieria Aeroespacial
Escuela Superior de Ingenieros, Universidad de Sevilla rvazquez1Qus.es

23 de febrero de 2017

(me



Actuadores

Actuadores

m Existen diferentes tipos de actuadores para controlar la
actitud de un vehiculo espacial, entre los que destacan:

Propulsores: basados en la expulsidon de masa a alta velocidad.
Ruedas/Volantes de inercia: discos de velocidad variables, que
controlan la actitud basandose en el intercambio de momento
cinético.

Giréscopos de control de momento (CMG): son volantes de
inercia que rotan a velocidad constante, pero que pueden ser
rotados en el espacio, de forma que provocan una reaccién por
la conservacién de momento cinético.

Magnetopares o varillas magnéticas, que utilizan el campo
magnético para provocar un par.

Elementos estructurales para control pasivo: mastiles,
“booms”, disipadores, sistemas yo-yo...

m [ipicamente habrd dos o mas tipos de actuadores en un
vehiculo, ya que son complementarios en sus caracteristicas.
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Actuadores

Propulsores

m Nunca se utiliza un dnico par por
eje, sino varias toberas de forma
= redundante.

Thruster

m El conjunto de elementos de
. propulsién junto con la légica de

control se denomina Sistema de
Control de Reaccién (RCS)

m Son el actuador mas eficaz, capaz
de ejercer actuaciones de elevada
magnitud con rapidez.

m El mds costoso y de uso limitado,
ya que utilizan combustible.

m Para ejercer un par, se utilizan en
una configuracién en pareja (por
cada eje que se pretenda controlar).




Actuadores

Ejemplos de RCS

~¢———Compressed Nitrogen for
Fuel Expulsion

Signals from Attitude
Control Electronics

]

~4————— Start Valve

Pressure Regulator

Hydrazine Tank (NZH4)

Valve Temperature
Drivers Valve
' Pressure ’A r Driver *
Latching Valves -
(Ground Command)
Flow Control
et o (5) ~ett—— Valve
Catalyst
Pack
ozzles Nozzles—-—’
(0.05 N Thrust, (22 N Thrust,
Typical) Typical)

m El RCS del Apollo.

m [ipicamente habrd toberas de empuje “pequeno” para
maniobras de actitud “finas”, y toberas de mayor empuje para
maniobras rapidas de actitud y maniobras orbitales.

fme
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Actuadores

Ruedas y Volantes de Inercia

m La diferencia fundamental entre los
volantes de inercia y las ruedas de
reaccion es que los volantes de
inercia (bias momentum wheel)
estan disenados para rotar
permanentemente a una cierta

m Son elementos compuestos por un velocidad de base (que proporciona
disco de elevada inercia (muy estabilidad giroscépica), sobre la
elevada en el caso de los volantes que se pueden realizar cambios
de inercia). para absorber momentos

L perturbadores o rotar el vehiculo.
m Poseen un motor eléctrico que hace

girar al disco con la velocidad
deseada.

fmeo
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Actuadores

Ruedas y Volantes de Inercia

m Ambos elementos funcionan como
actuadores “absorbiendo’” momento
cinético en forma de rotacion.

WIS m Puesto que el momento cinético del

|V, 2 AuiR— conjunto vehiculo-rueda se conserva,

mediante varias ruedas se puede
modificar a voluntad el momento
- cinético del vehiculo (y por tanto su
Mg e velocidad de rotacién en cada eje)
m Por ejemplo se pueden usar las ruedas para “almacenar” el
momento cinético causado por pares perturbadores.
m No obstante las ruedas tienen un limite de saturacién a partir
del cual el motor no puede aumentar el momento cinético.
m Por tanto, se debe “descargar” el momento cinético con otro
elemento capaz de disminuirlo, por ejemplo propulsores o :
actuadores magnéticos. 6 /46




Actuadores
Sistemas de control activos

CMGs

m La ISS tiene 4 CMGs girando a 6600 rpm y almacenando,
cada uno de ellos, un momento cinético igual a 4760 Nms.

m Pueden producir un par igual a 258 Newtons por metro y una
esperanza de vida de unos 10 anos, aunque algunos han i
fallado prematuramente. 7/4
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Actuadores

Magnetopares

o m Magnetopares o Varillas magnéticas:
THER son elementos que aprovechan la
fuerza de Lorentz.

MAGNETOMETER
ELECTRONICS [——]  MEMORY AMPLIFIER

m Esta fuerza es causada por una
particula cargada en movimiento en un
e sareLre SareLire opots 4t 3
OIPOLA SHONENT HOMENT GENERsTOR campo magnético, que sera el de la
Tierra (u otro planeta).

—"% 0 0 0§ —
>

m Pueden ser permanentes (un iman permanente), que
normalmente se usan para maniobras de adquisicion de actitud
(orientando al vehiculo como si de una brijula se tratase).

m También pueden ser variables y usarse para control y
estabilizacién.

m [ipicamente se usan en microsatélites, y también en satélites
mas grandes para descargar el exceso de momento cinético de

las ruedas de reaccion.
8 /46



Actuadores

Elementos de control estructurales

m No son actuadores en el sentido mas
estricto de la palabra, pero juegan un
papel importante en el control
(pasivo) de la actitud.

m Consisten en partes méviles que
actian de diversas formas:

m Incorporando disipacidn: disipadores
de nutacion.

m Modificando los momentos de inercia
del vehiculo (y por tanto afectando
la estabilidad): mastiles, “booms”,

m Expulsando masa para modificar el
momento cinético total: dispositivo

yO-YyO.

N, gas

1
| Spin Axis

(a) ESRO 4, from [Willems ] (b) Ball-in-Tube Pendulum Damper

m Ejemplo: disipador de
nutacion.

m Su objetivo es evitar
desviaciones del eje de
rotacion.

(me
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Actuadores

Elementos de control estructurales

m Expulsién de masa: se emplean
para detener rapidamente una
rotacion.

m Ejemplo: sistemas yo-yo. Se
expulsan 2 masas atadas a la
estructura; al acelerarse
“concentran” el momento
cinético, frenando la rotacion.

m Cuando los cables se tensan,

m Partes méviles para modificacién de .
las masas se liberan.

los momentos de inercia: suelen ser
mastiles motorizados o telescépicos.

m Se emplean especialmente en
vehiculos estabilizados por gradiente
gravitatorio, de forma que se alcanze
la orientacidon deseada.

(me
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Actuadores

Resumen de actuadores

m Resumen de actuadores

Table 9.2 Types of torquer

Type Advantages Disadvantages
External types Can control momentum build-up
Gas jets Insensitive to altitude Requires fuel
Suit any orbit On-off operation only
Can torque about any axis Has minimum impulse
Exhaust plume contaminants
Magnetic No fuel required No torque about the local field
Torque magnitude is direction
controllable Torque is altitude and latitude
sensitive
Can cause magnetic interference
Gravity No fuel or energy needed No torque about the local vertical
gradient Low accuracy
Low torque, altitude sensitive
Libration mode needs damping
Solar radiation No fue! required Needs controllable panels
’ Very low torque
Internal types No fuel required Cannot control momentum build-up
Can store momentum
Torque magnitude is controllable

Reaction wheels Continuous, fine-pointing

(RW) capability

Momentum wheels  Provide momentum bias
(MWs)

Control moment Suitable for three-axis control
gyroscope Provides momentum bias
(CMG)

Non-linearity at zero speed

Complicated @
Potential reliability problem I

11/ 46
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Sistemas de control activos Sistema de control de reaccién

Sistemas de control activos

Los sistemas de Control Pasivo permiten un nivel de
estabilidad adecuado para muchas aplicaciones

No obstante (sobre todo al principio de su vida dtil), todos los
vehiculos necesitan realizar:

m Maniobras de actitud.
m Ajustes de la velocidad de rotacidn
m Maniobras de stationkeeping (mantener el apuntamiento a la
estacidn o estaciones base).
Para ello es necesario un sistema de control que serd activo
tanto en el sentido energético como en el estructural,
precisando de una fuente de energia y una légica de control.

En misiones que requieran gran precision en la actitud dicho
sistema serd primario. En este caso se dice que el satélite esta
estabilizado en tres ejes o triaxialmente estabilizado.

En otros casos puede ser un sistema secundario que sélo se
activard cuando sea necesario.

(me
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Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético
Sistema de control de reaccién

Sistemas de Control de Reaccién (RCS)

-Y NORTH

NORTH
TRANSPONDER
PANEL

APOGEE KICK MOTOR

ANALOG SUN SENSOR

+X\

SOLAR ARRAY DRIVE —

. te errol Dashed lines fiary
@3 “off” boundari
S SECONDARY PROPULSION P .
Z Rate limit
T&C 7 ¥ PROPELLANT TANK hd ;:s"m‘ FI@
$-BAND ANTENNA\ / Syt ATTITUDE CONTROL Zone
{Turnstile) & 5/ THRUSTERS =] .
/// \ ﬁ N, + Angle limit
prd . BATTERY ™ X A Y
~.
+Z ~\\\\|
EARTH ~y
R\\_ Attitude angl
[ efrror axis
COMM K-BAND ANTENNA SOUTH ‘\ ~— Fire
HOUSEKEEPING PANEL \
S &
ﬁ Coast
Fire zone
SOLAR ARRAY PANEL ( BS2) p y-v—
Negative” ﬁ
+Y SOUTH angle limit Fire

m En sistemas que requieran elevada
y/o rapida maniobrabilida, se
emplea un sistema de control de
reaccién o RCS, que emplea un
conjunto de propulsores
distribuidos por el vehiculo para
modificar la actitud.

La llamada “légica de
propulsién” establece cuando
se disparan los propulsores y
cuando se acepta un pequeno
error de actitud/velocidad.

Normalmente es una
combinacion de “zonas
muertas” (sin actuacion) e
histéresis (para evitar el disparo
repetitivo de propulsores).

Ademas los propulsores suelen
ser actuadores “todo o nada’,
con lo que siempre actian en
saturacion.

Por tanto un RCS es H

intrinsecamente no-lineal. |,
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Sistemas de Intercambio de Momento Cinético

m Para la mayor precision de actitud,
maniobrabilidad en los tres ejes y
estabilizaciéon en cualquier
orientaciéon independientemente de

los momentos de inercia, se usan
sistemas de intercambio de 8, (roll)
momento angular que usan ruedas T~ [ pi
., . . A : Momentum
de reaccidn, volantes de inercia y/o %_(fﬂf_:m/ Wheel
., T :
CMGs, basados en la conservacion / = Conpede
del - sy Roll Electronics
el momento cinetico. Reaction \
Wheel

Sun Sensors

m No obstante es un sistema caro,
poco tolerante a fallos, y requiere
un sistema propulsivo auxiliar (en
algunos casos magnetopares) para J'
descargar el momento de las ruedas o
y asi evitar la saturacion.
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Satélites estabilizados en tres ejes

Los satélites estabilizados en tres ejes pueden tener cualquier
tipo de apuntamiento (inercial, orbital...).

Los objetivos pueden ser dos: mantener al satélite de forma
estable en una actitud prefijada (estabilizacién) o realizar una
maniobra de actitud (bien sea un seguimiento—tracking— o
simplemente cambiar de una actitud a otra).

En primer lugar nos centraremos en el objetivo de
estabilizacién de una cierta actitud inercialmente fija (es decir
sin velocidades angulares, lo que seria un apuntamiento
inercial); el objetivo de modificar la actitud es mas
complicado.

Estudiaremos este objetivo para los dos tipos de actuadores:
ruedas y volantes de inercia, y sistemas de control de reaccion.
También consideraremos el objetivo de pasar de una actitud
inicial a otra final, sélo para el caso de ruedas y volantes de
Inercia.
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Vehiculo con ruedas de reaccion

Yaw Spacecraft

dy

Fig. 6.10 Gyrostat in a circular orbit.

m Supongamos la situacion de la figura: un cuerpo en érbita con
ruedas en torno a los tres ejes:

hwi + (I3 — /2)(,02603 —+ /:ll —+ w2h3 — (,U3h2 = M
hwy 4+ (h — B)wiws + hy +wshy —wihs = M,
/3(,;)3 + (12 — /1)w2wl -+ h3 — wghl + w1 h2 — M3

m El momento cinético de las ruedas se denota por h;: variables
de control.

(me
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Vehiculo con ruedas de reaccion

m Supongamos que podemos manipular directamente los
momentos cinéticos de las ruedas mediante motores eléctricos
internos. agrupando todos los términos de control obtenemos:

hwi + (B — b)wws = up + M
bhwy + (h — B)wiws = u+ M
bws + (h — h)waw; = u3+ Ms
donde
y = —hy —wohz+wshy
u» = —i'lg —W3h1 —I—w1h3
us = —hg—wihy +wahy

Es decir u = —/7+ <&

fme
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Regulacidon en torno a una posicion

m Ademas tendremos la EDC

1

q= 59 * 93

m Supongamos que ahora el objetivo es mantener q(t) = qrer ¥

w(t) = 0, y supongamos también que inicialmente estamos
cerca de dicho estado.

m Linealizando la ecuacién de la velocidad angular e ignorando
pares perturbadores:

d 5(,01 0O 0 O 5&)1 i 1//1 0 0 1T Uy |
d_ dwo = 0O 0 O dwo + 0 ].//2 0 Uo
“lows | |00 0] |6ws| | 0 0 1/ || us|

donde = —h+ h*w
m Obsérvese que si encontramos u que resuelve el problema de

control, podriamos encontrar los valores de h resolviendo una

. . . I1
ecuacion diferencial. LA
18/ 46
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Estabilizacion

m Por otro lado el cuaternién que describe la actitud sera
pequeno (si estamos cerca de una actitud que queremos

mantener).
m Siguiendo la teoria del Tema 2, se tendra entonces
q = q,ef *0q, donde g,or €s la actitud que queremos mantener

0= L5

0 Por otro lado la relaciéon entre & y la velocidad angular es

2 0W + 3 X Wref, COMO Wyef = 0 — 3~ 0. Es decir
M Es deC|r

d ai ].OO (SCU]_
d_ do = 0 1 O 5(,02
laa| oo 1] 6w

m Combinando las ecuaciones de error en velocidad angular y
actitud encontramos la descripcién del sistema (siguiente -
transparencia). 10/ 46
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Estabilizacion

m Descripcion del sistema:

" Sw; 7] [0 O O O O O 7T 6wy 1 [ 1/h 0 0
Swy O 0 0 0 0 O Sws 0 1/b 0
d | 6w3 | | 0 0 0 0 0 O Sws 0 0 1/ “1
% a1 |T| 1 0o 0o o o0 o a | 7| o 0 0 2
ap 0 1 0 0 0 0 aH 0 0 0 3
| a3 J Lo o 1 0o o o0JL a 1 L o 0 0o

m Llamando X a las variables que describen al estado, es una

descripcién clasica |
X =Ax+ Bu

m Se puede usar “nuestro método favorito lineal” para encontrar
una ley de control &, que luego habrd que convertir en
comandos de velocidad angular de las ruedas resolviendo la
ecuacion diferencial que relaciona i con los pares de las
ruedas, en cada instante, y luego se podra transformar en
comandos del motor de las ruedas.

m Se ejemplificard con el método LQR (linear quadratic
regulator) con “horizonte infinito”.
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Regulacién con el método LQR

m Dado
X =AX+ Bu
encontrar una ley de control (t) con realimentacidén que
minimice el siguiente funcional:

J = /Oo(zT(t)QI(t) + o' (t)Ri(t))dt
0

m Problema planteado y resuelto por Rudolph Kalman!

m Hipdtesis: @, R simétricasy Q > 0, R > 0 (definidas
-semidefinidas- positivas, equivale a todos los autovalores
positivos -no negativos-).

m Hipdtesis: El sistema es “controlable”. Quiere decir que “es
posible resolver el problema” (es facil construir problemas no
resolubles. Por ejemplo x; = u1, xo = x».) Matematicamente
un problema es controlable si la matrix

C =[B AB A’B A"1B] es de rango completo, donde nesel o
nimero de estados. Se verifica en nuestro caso.
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Regulacién con el método LQR

m La ley de control que minimiza el funcional es
U= Kx

donde la ganancia K se encuentra de la siguiente manera:
Encontrar la matriz P que resuelve la llamada “ecuacién de

Riccati algebraica™:
Q+A"P+PA-PBR'B"P=0

por ejemplo con la orden de Matlab “are” (necesita el Control
Systems Toolbox) P=are (A,B*inv(R)*B’,Q) ;
La ganancia K= —R!B'P
m La ecuacion de Riccati sdlo es resoluble si el sistema es

controlable.

m El control 6ptimo garantiza un buen comportamiento del
sistema, pero no tiene en cuenta saturaciones de los
actuadores. La eleccién de ) y R determina en gran medida

v
la calidad del controlador (mds conservador o mas agresivo). L}
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Regulacién con el método LQR

m Para implementar la ley de control
U= Kx

hay que recordar la definicién de X.

m Como w,er = 0, las tres primeras componentes son el valor
real de la velocidad angular.

m Las tres segundas componentes corresponden a a3, que se
extrae del cuaternién de error. Es facil ver que

S 0q
a—= 2—q
0qo

para lo cual hay que calcular 6q = g7, x q(t).
m Finalmente, una vez calculado el control U en cada instante

resolver h = —u + h* & para saber como modificar el
momento cinético de las ruedas.

(me
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Cambio de actitud entre dos apuntamientos inerciales

m Hemos estudiado en los temas 2 y 4 como calcular una
velocidad angular que me permite pasar de una cierta actitud
a otra, por ejemplo empezando y terminando en reposo.
Denotémosla como Wer(t). También obtuvimos el cuaternidn
de referencia g,er(t).

m Como seguir este perfil de velocidades y actitudes a veces se
denomina problema de tracking.

m Sustituyendo esta velocidad angular de referencia en las
ecuaciones del sélido con ruedas de reaccién (e ignorando los
pares de perturbacién) podemos calcular (analiticamente o
numéricamente) un valor de control de referencia t,.r. Este
valor es “en bucle abierto” (no utiliza realimentacién):

Uref1 = Ilwrefl + (I3 — I2)Wref2wref3
Urefza = hwrera + (h — B)wrerzwrer1
Uref3 = Bwrers + (h — h)wrer1wrer2

(me
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Cambio de actitud entre dos apuntamientos inerciales

m Linealizando en torno a este perfil de referencia y calculando
un controlador extra en bucle cerrado (que se sumara al valor
de referencia) podemos garantizar que (al menos ante
pequenos errores y perturbaciones) el vehiculo se mantendr3
en la trayectoria deseada. Sea 000 = W — Wyef, OU = U — Upef, Y
el cuaternion de error definido como antes. Las ecuaciones
linealizadas son:

howy + (b — b)(Wrer2dws + dwowrers) = dup + My
héws + (h — B)(wrer30w + dwawrer1) = Oup + Mo
1356,4:)3 + (l2 — Il)(wrefl(SWZ + 5W1Wref2) — 5“3 + M3

y para el error en actitud:

X =

a~ ow — Wrord

S,
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Tracking

Sistemas de control activos

Sistema de intercambio de momento cinético
Sistema de control de reaccién

m Descripcion del sistema:

- Swy T

dwo

dws
ai
a2

| a3

0 12/113 Wref3
131_11 Wref3 0
Ilgl w I —1 w

i3 ref?2 i3 refl

1 0

0 1

0 0
-1/l 0 0

0 1/ 0
0 0 1/h
0 0 0
0 0 0
| 0 0 0

m Llamando X a las variables que describen al estado, es una
descripcion clasica

X = A(t)X + B(t)did

m Como Ay B varian con el tiempo la solucién se complica.

m Son necesarios métodos mas avanzados; por ejemplo el
método LQR (linear quadratic regulator) con “horizonte
finito" .

dwi T

dwo

dws
ai
a2
a3

(me
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Tracking con el método LQR de horizonte finito

m Dado _
X =A(t)X+ B(t)od

encontrar una ley de control §u(t) con realimentacién que
minimice el siguiente funcional:

J = /OT(zT(t)Q(t)%(t)+5L7T(t)R(t)éﬁ(t))dt+>?T(T)Qﬁn?( T)

m Hipdtesis: Q, R, Qfin simétricas y Qfin, @ > 0, R > 0 (definidas
o semidefinidas positivas, equivale a todos los autovalores
positivos 0 no negativos).

m Al ser de horizonte finito, no require la hipdtesis de
controlabilidad (pero puede haber problemas si hay pérdida de
controlabilidad en algin instante).

S,
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Tracking con el método LQR de horizonte finito

m La ley de control que minimiza el funcional es
ou = K(t)x

donde la ganancia K(t) se encuentra de la siguiente manera:
Encontrar la matriz P(t) que resuelve la llamada “ecuacién
diferencial de Riccati”:

—P=ATP+PA-PBR'BTP+Q, P(T)= Qs
mediante por ejemplo la orden oded45 de Matlab.
La ganancia K= —R~!B'P
m La ecuacidn diferencial de Riccati es siempre resoluble! Pero,
importante, no se puede resolver en tiempo real porque hay
que resolverla desde el futuro hacia el presente; se resuelve
previamente y se almacenan los valores de K(t).
m Como antes: la eleccién de Q y R (también Qf,) determina
en gran medida la calidad del controlador (mas conservador o

mas agresivo). L
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Tracking con el método LQR de horizonte finito

m Para implementar la ley de control
ou = K(t)x

hay que recordar la definicién de X.
m Como Weer # 0, las tres primeras componentes son W — Wyer.

m Las tres segundas componentes corresponden a a3, que se
extrae del cuaternién de error. Es facil ver que

L 0q
a—= 2—q
0qo
para lo cual hay que calcular g = g} * q(t).
m El control final es ' = u,.r + .
m Finalmente, una vez calculado el control i en cada instante

resolver h = —u + h* 04 para saber como modificar el

momento cinético de las ruedas. LN
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Control no lineal

m "Control no lineal” es un nombre amplio que designa a un
abanico de técnicas que no requiere el uso de linealizacién.

m Consideremos el siguiente problema. Partiendo de un estado
inicial dado por &J(0) y g(0) queremos alcanzar el reposo en la
actitud identidad, pero nos “conformamos” con que el sistema
tienda a dicho estado, es decir, nuestro objetivo es que
&S(t) — 0y qo(t) = 1, g(t) — 0 cuando t — oo.

m Es decir hacemos “asintéticamente estable” el equilibrio del
sistema en el origen.

m Si esto es cierto para cualquier condicidn inicial se dice que el
equilibrio es globalmente asintéticamente estable.

m Obsérvese que la actitud objetivo puede ser cualquier actitud
que se desee con sélo hacer una rotacidn fija del sistema de
referencia inercial, ¢' = g7, % q.

m Vamos a resolver este problema con la [lamada “técnica de las
funciones de Lyapunov".
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Control no lineal: el sistema

m Ahora no linealizamos, luego el sistema es el original,
cambiando como antes los términos que dependan de las
ruedas por términos de control.

m Empecemos por la velocidad angular:

b — |
i = 2 Py
l I

I3 — I
Wy = > 1w3w1+£
I I

l{ — |
w3 = - 2w1w2—|—£
I3 I3

(me
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Control no lineal: funcién de Lyapunov

m jPodemos encontrar un valor de uy, uy y uz que garantice que

el equilibrio @ = 0, sea asintéticamente estable?

m La técnica de las funciones de Lyapunov consiste en lo
siguiente. Sea una funcién V regular (continua, diferenciable)
que depende del estado (en este caso la velocidad angular y
los cuaterniones), tal que:

m Es siempre positiva para cualquier valor de los estados, excepto
cuando el estado es cero; para dicho valor es cero (esto se
denomina definida positiva).

m La derivada con respecto al tiempo de V es definida negativa
(es decir negativa para cualquier valor de los estados excepto
cero).

m Entonces se demuestra que el origen (valor cero del estado) es
asintéticamente estable (Idea: entender como funciona este
método imaginando las curvas de nivel de V en funcién del
estado).

m Ademas si el limite de V' cuando el estado tiende a infinito es o
infinito, este resultado es global. 3246
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Control no lineal: encontrando el control

m Usemos la funcién de Lyapunov

2 2 2

V= /12k +'22/< + I32k

m Vemos que cumple la primera condicién (se ha desplazado qg
para que el equilibrio en gg = 1 sea el origen).

m k es una constante positiva que definiremos mas adelante.
m Tomando derivada:

wldjl u)gdjg w3dJ3
+ b

V, = | /
F 1, k+3k

m Sustituyendo los valores de las derivadas:

wi((h — B)waws + uy) N wa((R — h)w3wy + uo) N w3((h — h)wiwy + u3)
k k k

Ve =

(me
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Control no lineal: encontrando el control

m Simplificando

wilug wWo o w3 us
V., =
' KTk Tk

| Elegimos ahora: up = —Ciwi, Up = —Cwo, Uz = —C3Wws3,
donde ¢; es una constante positiva. Sustituyendo:

aw? + cws + caw3

k

Vt —

m Aplicando la técnica de Lyapunov, queda demostrado que el
equilibrio & = 0 es globalmente asintéticamente estable.

(me
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Control no lineal: el sistema

m Consideremos ahora también la cinematica de la actitud. El
problema es mas complejo.

I, — |
G = —wows + -
h h
/3 — /1 un
Wo = wW3wh —
I I
Il — /2 us
w3 = Wi —
l I
_ 1
o = 5 (giw1 + qaws + q3ws3)
_ 1
g1 = 5 (gow1 — 3wz + gows)
_ 1
d> = 5 (%wl + qowo — Q1w3)
_ 1
q3 = 5 (—qow1 + qiw2 + qows)

(me
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Control no lineal: funcién de Lyapunov

m ; Podemos encontrar un valor de uy, u» y uz que garantice que
el equilibrio w = g = 0, gy = 1 sea asintéticamente estable?

m Ademas del resultado de Lyapunov, necesitamos el [lamado
"Teorema de La Salle”:

m Sea una funcién de Lyapunov V tal que su derivada es
semidefinida negativa (es decir negativa para algun valor de
los estados ademads de cero). Llamemos E al conjunto de los
puntos que verifica V =0.

m Sea M el conjunto invariante del sistema mas grande

contenido en E.
m Entonces se demuestra que el estado tiende a M cuando el
tiempo tiende a infinito.

m ; Qué es un conjunto invariante de un sistema? Es un conjunto
tal que si la condicién inicial empieza en el conjunto, el estado
permanece en el conjunto durante todo t.
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Control no lineal: encontrando el control

m Usemos la funcién de Lyapunov

2 2 2

1\2 2 2 2
V_/12k+122k+/32k+(qo 1)+ g1 + 95 + g3

m Vemos que cumple la primera condicién de Lyapunov (se ha
desplazado qg para que el equilibrio en gy = 1 sea el origen).

m [omando derivada:

W1w1 WoW? W3w3
+ b + 5

V., = |
t Lk k k

+2(q0 — 1)go + 29191 + 29262 + 29343

m Sustituyendo los valores de las derivadas:

w1((k — B)wawsz + uy) N w2((l — h)wswi + u2) N w3((h — h)wiwz + u3)
k k k

—(q0 — 1) (qrw1 + qaw2 + g3w3) + q1 (qow1 — q3w2 + qaw3)

+a2 (g3w1 + qow2 — q1w3) + g3 (—qaw1 + qrw2 + qows)

Ve =

(me
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Control no lineal: encontrando el control

m Simplificando

w1l wWo o w3 us

V. =

t P T . + . + (qiw1 + gow2 + g3ws)

m Elegimos ahora: u; = — (kg1 + ciwi), ux = — (kg2 + cow?),
us = —(kqs + cs3ws), donde ¢; es una constante positiva.

Sustituyendo:

wilkgr + awi)  walkgs + cowr)  ws(kgs + csws)
k a k B k
+ (qrw1 + qow2 + q3ws3)
Clw% + CQw% -+ C3w§
k

Vt — —

m Ya no podemos aplicar Lyapunov directamente, sino que
necesitamos La Salle. En primer lugar, el conjunto E es
simplemente w; = wy = w3 = 0 para todo t. o

Ry
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Conjunto invariante

m Sustituyamos en el sistema w; = wy = w3 = 0 para todo t (lo
que en particular implica que sus derivadas son nulas):

0 = 04wy
0 = 0+ w
0 = 0+ us

dgo = 0

g = 0

@2 = 0

g3 = 0

m Luego el conjunto invariante verifica uy = uy = u3 =0,y g

constante.
m Por tanto, como 1y = —(kq1 + ciwi), ux = —(kga + cowy),
uz3 = —(kqgs + c3ws), obtenemos q; = g» = g3 = 0. -
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Conjunto invariante

m Finalmente, del hecho de que el cuaternidn debe ser unitario,
obtenemos gy = £1. Al ser gg = 1 el origen de la funcién de
Lyapunov, es el que se estabiliza. De hecho, se puede
comprobar que gg = —1 es inestable (lo cual es un
inconveniente al ser en realidad el mismo punto; se
comprobara por simulacién).

m Si se usa k negativo en la ley de control entonces gg = —1 se
vuelve estable y gqg = 1 inestable. Esto se comprueba
modificando la funcién de Lyapunov a

2B

| _ 3 12 2 2 2
o By, (go +1)"+ g1 + g5 + g3

m Si se fija k = ko - sgn(qo) entonces se vuelve estable el
equilibrio “mas préximo™!

m Obsérvese que en la ley de control no aparecen las inercias: no
es necesario conocerlas. Pero si es necesario conocer el estado

(W y q) para poder aplicar la ley de control.
40 / 46
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Sistema de control de reaccidn

m Si ahora tenemos toberas, éstas actlan como pares.
m Supongamos la estabilizacién de una actitud inicial inercial
(velocidad angular cero). Si linealizamos y tomamos angulos

de Euler 1-2-3 en torno a dicha actitud inicial, combinando las
ecuaciones cinematicas y dinamicas linealizadas el sistema a

controlar escrito en la forma tipica de control resultaria:

ho: =~  u,
ho, =~  up,
o3 =~ us3,

m Deberiamos disenar uy, up y u3 para estabilizar el sistema; los
ejes son independientes entre si. Los métodos clasicos de
control no se pueden emplear en el caso de que se usen
toberas, ya que éstas no pueden dar un valor variable, sino
solamente un valor constante, en una u otra direccién, o cero.
Es decir, las tnicas posibilidades son u = 0, upax, upin,
donde upyy seria un valor negativo (suponemos
upiy = —upmax ). Para disenar leyes de control hay que usar -
técnicas de control 6ptimo. 4146
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Maniobras con toberas

m Consideremos sélo un eje, con la ecuacién & = u (donde u se
ha redefinido dividida por la inercia), con condiciones iniciales
o Y ag. Integrando la ecuacién diferencial obtenemos

velocidad y posicion:

2
: : _ t
o — g = tu, Oz—()zo—tOzOZEU

m Eliminando el tiempo:

do(ce — ag) (& — cg)?
_|_
u 2U

o — Qg —

m Se trata de la ecuacién de una parabola, cuya forma
dependerd de las condiciones iniciales y de la eleccién del
control (u =0, upmax, —Umpmax). Si u = 0 obsérvese que no se
puede eleminar el tiempo y se reduce a la recta o —ap = tag. m
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Maniobras con toberas

m Ejemplo de pardbolas con condicién inicial nula (las flechas
indican la direccidn que se sigue):
o A

u<0 u>0

m Para ir de un punto a otro tendriamos que movernos por las
parabolas:

M>0 with Uy,
_=-M>0 with u<u,,,,

=<
A
(me
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Maniobras con toberas

m Primera idea: usar una ley de control u = —upaxsigno(a). El
resultado es un ciclo limite: .
A
0 O\\O‘O >
/ (x
m Para evitar la oscilaciéon: u = —upaxsigno(a + ka), con
k > 0. El resultado: 5
A

R

. °‘

line 0 =——
k

(me
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Maniobras con toberas

m Para llegar en un tiempo finito se puede usar

u= —u sicno(o — alal) (ejercicio). El resultado:
maxsigno(a — s=—ala|) (e] )
AQ
R >
Switching line—_\ Ol o

m Si fijamos un tiempo minimo y queremos gastar el minimo

combustible (ejercicio):

(me
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Maniobras con toberas: consideraciones practicas

m El procedimiento analitico estudiado no se podria emplear si
no se pueden despreciar los términos no lineales (los
acoplamientos hacen que haya que estudiar toda la dinamica
simultdneamente). Es necesario usar calculo de variaciones.

m Por otro lado, en la practica, es suficiente con garantizar que
las soluciones converjan siempre a un ciclo limite
suficientemente préximo al origen (para evitar encender los
propulsores con demasiada frecuencia). Para ello se usan
zonas muertas e histéresis.

E=—u,,
E=u a
off
\ \ .: .“\\ \/ :
\ I’IE

\ \
\ ! l9 \
\ d \
\ ]
\ Al
n

\ \ |
\ Y \ |
\ i \ v
\ |y \ v
v 1
Vo4 \ N
YA \ "\,
\ \ \ |
\ \ [
\ \
\ T
\
1 \
' \ ]
| \ » |
[ ¥ " |
|

o \

Vo \ \

P \ \

Il \ \ I\ \

— 19 : \\ \\ : \\ \\
\ \ \
max 3 \ 1 4
' \ \ L BN

E=Ug, €=Uy
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1. Notas RCS: control en tiempo minimo y combustible minimo

Supongamos la situacién en la que se puede considerar dngulos y velocidades angulares iniciales pequefios, y se tiene un
conjunto de toberas para controlar la actitud.

En dicha situacion, linealizando las ecuaciones, se llega a una ecuacidn del tipo
Ila=M

para cada eje, donde « es el dngulo de cada eje, I la inercia, M el par ejercido mediante toberas; si llamamos v = M/I,
entonces
a=u

y ademds u s6lo puede tomar los valores 0, Uyqz, Umin, donde para simplificar supondremos U, in = —Umaz-

Resolviendo la ecuacidn, y suponiendo una condicién inicial a, ¢vg, llegamos a:
Oé(t) = ééo + tu,

) 1
alt) = ag+tag+ §t2u,

y eliminando el tiempo de estas ecuaciones llegamos a

o(t) = ag + =G0, 10 — o)

y desarrollando:

que es la ecuacién de una pardbola.

1.1. Maniobra de combustible minimo

Para fijar ideas, supongamos &g = 0y arg > 0, y queremos conseguir o = & = 0 gastando el menor combustible. La idea
de la maniobra se plasma en la Figura 1: primero realizamos un tramo (1) aplicando —;,, 4., hasta una velocidad angular
& = —46, luego un tramo (2) dejando que la propia dindmica disminuya el dngulo, y finalmente un tramo (3) aplicando
Umaq hasta llegar al origen.

oA

(0%))

Figura 1: Maniobra de combustible minimo

Llamando «; al dngulo resultante tras la fase 1 y o al dngulo resultante tras la fase 2, asi como ¢, t2 y t3 a las duraciones
respectivas de cada fase, encontramos las siguientes ecuaciones.

Para la fase 1:

1)
—0 = 0—tUmas = t1 = ,
umaz
1 42
Q1 = O&g— %
2 umam
Para la fase 2:
a1 —
Qg = a1—5t2—>t2:1T2,



Para la fase 3:

0 = —0+t3Umar >tz = y
Umax
1 62
0 = Q9 — =
2 umaw
Por tanto para t2 obtenemos:
142 142
t :al_a2:a0_§u7nam—§u7naz :@7 5
2 6 (5 (5 Umaz
Y el tiempo total de la maniobra es:
1) (67} 1) 0 (e} 0
t=1t1 +t+1t3= + — - + =—+
umaw 6 umaw umaz 6 umaw

Mientras que el tiempo que las toberas estdn encendidas es t1 + t3, es decir:

1)
t 4ty =2 .

umaw

Cuanto mas pequeilo J, menos combustible se emplea pero mds se tarda en llegar. Por tanto, fijado el tiempo que se tarda
en llegar, se puede hallar § de la ecuacion de ¢ y luego calcular el tiempo que las toberas estdn encendidas.
1.2. Maniobra de tiempo minimo

Si queremos llegar lo antes posible, serd equivalente a hacer to = 0. Hallarfamos entonces §:

)

Q
ty = — — =0— 9 =+aUmaz
6 uma:r:
y por tanto el tiempo minimo serfa:
o
b=ty +t5=2 =2,/
uma:}; uTTL(l.’L'
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Diseno de un ADCS

m En las siguientes transparencias estudiaremos diferentes
consideraciones a la hora de disefiar un ADCS (considerando
tanto la parte de control como la de estimacién).

m En primer lugar estudiaremos los requisitos y com estos se
relacionan con otros subsistemas (trade-offs).

m En base a los requisitos expondremos los métodos antes
vistos, que también se relacionaran con el tipo de
apuntamiento necesario (inercial o hacia Tierra).

m Estudiaremos con mas detalle los requisitos de maniobra y de
las cargas utiles.
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Diseno de un ADCS

m Requisitos tipicos de un ADCS

TABLE 11-3. Typical Attitude Determination and Control Performance Requirements.
Requirements need to be specified for each mode. The following lists the areas of

performance frequently specified.
Area Definition* Examples/Comments
DETERMINATION
Accuracy How well a vehicle’s orientation with 0.25 deg, 3 o, all axes; may be real-time
respect to an absolute reference is known | or post-processed on the ground
Range Range of angular motion over which Any attitude within 30 deg of nadir
accuracy must be mat
CONTROL
Accuracy How well the vehicle attitude can be 0.25deg, 3 o; inciudes determination and
controlled with respect to a commanded. | control errors, may be taken with respect
direction  to an Inertial or Earth-fixed reference
Range Range of angular motion over which All attitudes, within 50 deg of nadir, within
control performance must be met 20 deg of Sun
Jitter A specified angle bound or angular rate | 0.1 deg over 1 min, 1 deg/s,1 to 20 Hz
limit on short-term, high-frequency motion | usually specified to keep spacecraft
motion from blurring sensor data
Drift A imit on slow, low-frequency vehicle 1 deg/hr, 5 deg max. Used when vehicle
motion. Usually expressed as angle/time. | may dirift off target with infrequent resets
{especially if actual direction Is known)
Settling Time | Specifies allowed ime to recover from 2 deg max motion, decaying to < 0.1 deg
manauvers or upsets. in 1 min; may be used to limit overshoot,
ringing, or nutation

* Definittons vary with procuring and deslgning agencies, especially in detalls {e.g., 1 or 3 o, amount of

averaging or filtering allowed). It is always best to define exactly what Is required.
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Diseno de un ADCS

m Estudio de los requisitos derivados de/hacia otros subsistemas

i —
Misslon
* Earth-Pointing or Inertlal-Pointing?
» Control During AV Bums? ¢ Orbit?
* Separate Paylcad Plattorm? * Autonomy?
* Accuracy/Stabilly Neads? = Mission Life?
» Slawing Requirements? * Onboard Navigation Data Required?
N
o n
Thermal
* Special
Thermal
Maneuvers ADCS Trades
Required? s Spinner vs. 3-Axis
J vs. Passive
~ Stabilization
¢ On-orbit vs. Ground
Determination f g;’,
4 * Sensor Selection Po Array
* Actuation Devico R inting 2
Propulsion Selection equired
¢ Thruster Size s Computational
* Propellant Load Architecture ( .
* Minimum
Impulse Bit ?“'"@T:t“e:ﬁ
\ ) Mass
Constraints
* Inertia
Constraints
* Flexibility
‘Communlications Constraints
* Antenna * Thruster
Pointing Location
Accuracy ¢ Sensor
\ Mounting J

Fig. 11-2. The Impact of Misslon Requlrements and Other Subsystems on the ADCS
Subsystem. Direction of amows shows requirements flow from one ‘subsystem to

another.
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Diseno de un ADCS

m Seleccidn del sistema o sistemas a utilizar

TABLE 11-4. Attitude Control Methods and Thelr Capabllities. As requirements become
tighter, more complex control systems become necessary.

Polnting Attitude Typlcal Lifetime
Type Options Maneuverabllity Accuracy Limits
Gravity-gradient | Earth local Very limited +5 deqg (2 axes) None
vertical only
ra radlent | Earth local Very limited +5 deg (3 axes) Life of whee!
g’:d%genm vertical only bearings
Bias Wheel
Passive Magnetic | North/south only | Very imied +5 deg (2 axes) None
Pure Spin Inertially fixed High propeliant 10.1 deg to +1 deg in | Thruster propellant
stabﬂlz%ﬂon any direction usage to move stiff | 2 axes ro;)ortlonal (it applies)®
Repolnt with momentum vector | to spin rate
precession
maneuvers
Dual-Spin Limited only by | Momentum vector | Same as above for | Thruster propellant
Stabllization arficulaionon | same as above spin section (if applies)®

despun platform | pespyn platform | Despun dictated by | Despin bearings
constrained by its | payload reference
own geometry and polinting

Blas Momentum |Bestsuited for | Momentum vector |+0.1degto +1deg | Propellant

(1 wheel) Iolcerav:lt| vertical o'réfh: bltas s\:;heel (if applies)”
pointing preters lo Life of sensor and
normal to orb wheel bearings

plane, constraining
yaw maneuver

Zero Momentum | No constraints | No constraints +0.1degto +5 deg | Propellant

(thruster only) High rates possible
Zero Momentum | No constraints | No constraints +0.001 deg to +1 deg| Propeilant
(3 wheels) (if applles)”
Life of sensor and
wheel bearings
Zero Momentum | No constraints | No constraints +0.001 deg to +1 deg | Propellant
CMG High rates possible (if applies)*
Life of sensor and
wheel baarings )
*Thrusters may be used for slewing and momentum dumping at all altitudes. Magnetic torquers may be -
used from LEO to GEO.
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Diseno de un ADCS

m Efecto de los requisitos en los sistemas a elegir

TABLE 11-8. Effect of Control Accuracy on Sensor Selection and ADCS Deslgn. Accurate
polnting requires better, higher cost, sensors, and actuators.
Required
Accuracy Effecton
(309) Spacecraft Effect on ADCS
>5deg |*Permits major cost savings Without attitude determination
« Permits gravity-gradient (GG) | No sensors required for GG stabilization
stabilization « Boomn motor, GG damper, and a bias
momentum wheel are only required actuators
With attitude determination
» Sun sensors & magnetometer adequate for
attitude determination at = 2 deg
» Higher accuracies may require star trackers or
‘horizon sensors
1degto |* GG notfeasible « Sun sensors and horizon sensors may be
5deg « Spin stabilization feasible if adequate for sensors, especially a spinner

stift, inertially fixed attitude Is
acceptable

« Payload needs may require
despun platform on spinner

« 3-axis stabilization will work

« Accuracy for 3-axis stabilization can be met with
RCS deadband control but reaction wheels will
save propellant for long missions

« Thrusters and damper adequate for spinner -
actuators

» Magnetic torquers (and magnetometer) useful

« 3-axis and momentum-bias
stabilization feasible

« Dual-spin stabilization also
feasible

« Need for accurate attitude reference leads to
star tracker or horizon sensors & possibly gyros

« Reaction wheels typical with thrusters for
momentum unloading and coarse control

« Magnetic torquers feasible on light vehicles
(magnetometer also required)

<0.1deg

« 3-axis stabilization Is
necessary

« May require articulated &
vibration-isolated payload
platform with separate 5ensors

» Same as above for 0.1 deg to 1 deg but needs
star sensor and better class of gyros

» Controt laws and computational needs are more
complex

» Fiexible body performance very important
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Diseno de un ADCS

m Efecto de los requisitos de maniobras en los sistemas a elegir

TABLE 11-7. Slewing Requirements That Affect Control Actuator Selection. Spacecraft
slew agflity can demand larger actuators for intermittent use.

Slewing Effect on Spacecraft Effect on ADCS
None Spacecraft constrained to | « Reaction wheels, if planned, can be
ons attitude—highly smaller
improbable « If magnetic torque can dump momentum,
may not need thrusters
Nominal rates— Minimal » Thrusters very likely
0.05 deg/s (maintain * Reaction wheels adequate by
m;;’;m’) to themselves only for a few special cases
High rates— * Structural Impact on » Control moment gyros very likely or two
> 0.5 deg/s appendages thruster force levels—one for
« Weight and cost increase stationkeeping and one for high-rate
maneuvers
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Diseno de un ADCS

m Efecto de los requisitos de la carga util en los sistemas a elegir

TABLE 11-6. Effect of Payload Polnting Directions on ADCS Deslign. The payload pointing
requirements are usually the most important tactors for determining the type of
actuators and sensors.

Requirement | Effect on Spacecraft Effect on ADCS
Earth-pointing |+ Gravity-gradientfine if gravity-gradient
oNadir (Earth) | for low accuracies |« Booms, dampers, Sun sensors, magnetometer or
pointing (>1 deg) only horizon sensors for attitude determination
+ Scanning » 3-axis stabilization |« Momentum wheel for yaw controi
* Off-nadir A oo vorical | f-axis
pointing reference » Horizon sensor for local vertical reference
(pitch and rolf)
» Sun or star sensor for third-axis reference and
attitude determination
* Reaction wheels, momentum wheels, or control
moment gyros for accurate pointing and propellant
conservation
« Reaction control system for coarse control and
momentum dumping
» Magnetic torquers can also dump momentum
» Inertial measurement unit for maneuvers and
attitude determination
inertial « Spin stabiiization if spin
pointing fine for medium » Paylead pointing and attitude sensor operations
*Sun accuracies with few | fimited without despun platform
» Celastial aititude maneuvers |, Needs thrusters to reorient momentum vector
targets * Gravity gradient » Requires nutation damping
e L O
R T T e
reorientations « Reaction wheels and thrusters are typical actuators
' s May require articulated payload
(e.g., scan platform)
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Diseno de un ADCS

Con estas ideas se puede al menos tener una idea del tipo de
actuadores y sensores necesarios, en base al tipo de sensor y
requisito.

Para mas ideas de diseno inicial, se recomienda el libro " Space
Mission Analysis and Design", de Wertz/Everett/Puschell.

Una vez elegidos los sistemas, es necesario probar
(inicialmente en simulacién) los algoritmos de estimacion,
determinacién y control que hemos estudiado a lo largo de la
asignatura, y comprobar que al menos en simulacién se
cumplen los requisitos.

Tipicamente se analiza el comportamiento de los sistemas
frente a perturbaciones con simulaciones de Monte Carlo
(muchas simulaciones con diferentes perturbaciones “al
azar’

Una vez se tiene el hardware real, se pueden realizar
simulaciones HIL (Hardware in the Loop).

':,'; [ [
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